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Abstrakt

Tato práce se soustřeďuje na toky v síti a práci s nimi. Zaměřuje se především
na algoritmy řešící problém multicommodity flow. Obsahuje nejen rozbor a popis
tohoto problému, ale jsou zde i popsány nové algoritmy, které se dnes používají
k jeho řešení. Po uvedení několika příkladů z praxe a jejich srovnání, je použití
problému u multicommodity flow omezeno na dopravní problematiku. V další části
dokumentu je popsána implementace vlastního optimalizovaného algoritmu řešící
právě problém multicommodity flow a jeho využití. Práce také obsahuje ukázku
praktického využití tohoto algoritmu a měření časových závislostí pro algoritmus.
Navíc je přiložena dokumentace a na přiložém CD také selftesty a demo.

Abstract

The thesis focuses on the network flows and on the algorithms designed to solve
network’s flows issues. Diploma work mainly desribes Multicommodity flow problem
in the traffic. We mention a lot of algorithms specialized on such a problem as well
as their usage, advantages and disadvantages. As a part of the work there are some
examples from the ”real life”.

Scope of the other part is implementation itself. Algorithms are explained and
desribed in detail, including their inputs parametres and their usage.For all of these
algorithms many measurements were made, which verify their time complexity.

There is further documentation, selftests and demo attached to the work in the
annexes and CD.
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1 Úvod

S technologickým vývojem vzniká velký tlak na rychlost a propustnost sítí, ať
už dopravních nebo například datových. Protože zrychlování a rošiřování sítí je po-
měrně drahé, zvyšuje se tlak na efektivnější využití zdrojů. Proto je stále nutné
vyvíjet nové optimalizační algoritmy, které jsou schopny efektivněji plánovat trasy.
Pro danou síť je pak vybírán vhodný algoritmus podle toho, jak vyhovuje daným
požadavkům na kapacitu, rychlost a dalším podmínkám (QoS - quality of service).

Jestliže hovoříme o optimalizaci úloh, snažíme se najít všechna přípustná řešení.
Tedy taková řešení, která jsou v nějakém smyslu nejlepší a splňují všechny omezující
podmínky a to i v jejich velkém počtu. Kvalitu řešení pak určuje účelová funkce.
Jedná se o zobrazení, které každému přípustnému řešení přidělí číslo - hodnotu úče-
lové funkce. Jestliže se snažíme optimalizovat nějakou úlohu, hledáme takové řešení,
které bude mít hodnotu účelové funkce největší nebo nejmenší, dle toho, zda se sna-
žíme úlohu maximalizovat či minimalizovat.

Chceme-li optimalizovat úlohu, snažíme se vlastně zmenšit její časovou nároč-
nost. Ta se zabývá závislostí doby řešení na velikosti instance úlohy. Aby doba práce
algoritmu nebyla závislá na výkonnosti počítače, je zavedeno asymptotické vyjád-
ření složitosti algoritmu O. Toto vyjádření je vlastně odhadem funkce shora. Jestliže
tedy algoritmus pracuje v čase O(f(n)), kde n je velikost instance úlohy, pak jeho
práce na instancích nepřesahuje nějaký násobek funkce f . Jestliže můžeme říci, že
doba práce je O(p(n)), kde n je velikost vstupních dat a p je polynom, pak je algo-
ritmus řešící tuto úlohu polynomiální neboli řešitelný v polynomiálním čase a ty pak
tvoří třídu úloh P. Pro spoustu úloh však polynomiální algoritmus zatím neexistuje.
Takové úlohy pak spadají do třídy úloh NP. Z NP úloh známe úlohy NP-complete a
NP-hard. NP-complete neboli NP-úplná úloha je taková, která patří do NP a je ve
třídě NP nejtěžší v tom smyslu, že jakákoli jiná NP-úloha je na ni P-redukovatelná1.
Těchto úloh známe mnoho, určitě více než 300 a často se jedná právě o grafové
úlohy. NP-hard neboli NP-těžká úloha je taková úloha B, na kterou lze P-redukovat
nějakou NP-complete úlohu[Dem02].

Tato Diplomová práce se věnuje problému multicommodity flow, především v
dopravní problematice. Lze ji rozdělit na dvě části. První částí by byl úvod do pro-
blematiky a rešerše na téma multicommodity flow. Druhou částí by pak byla samotná
implementace algoritmů, jejich detailní rozbor a také praktický příklad použití al-
goritmu včetně měření časových náročností jednotlivých funkcí. Protože tato práce
předpokládá čtenáře znalého v teorii grafů, některé všeobecně známé pojmy, výrazy
či algoritmy již zde nebudou nijak detailněji vysvětlovány a případné zájemce od-
kazuji na literaturu [Dem02].

Po drobném úvodu, viz kapitola 2 do problematiky toků v sítích, je zde vysvětlen
pojem commodity flow a multicommodity flow. Kromě úvodu do této problematiky
jsou zde uvedeny a nastíněny starší známé algoritmy, které tento problém řeší. V
další kapitole jsou popsány nové algoritmy, které se za posledních deset let ve světě
objevily, kapitola 3. Jsou stručně popsané, včetně výhod či nevýhod a použití v
praxi. Další kapitolou je pak jejich porovnání,viz kapitola 4.

Protože je MCF poměrně častým problém v každodenním životě, je další kapi-
tola, (kapitola 5), věnována příkladům z praxe a je již více zaměřena na dopravní

1Úloha A je P-redukovatelná na úlohu B, existuje-li polynomiální algoritmus, který ze vstupních
dat úlohy A vyrobí vstupní data pro úlohu B, a to tak, že odpovědi na obě instance jsou stejné.
Jestliže platí, že úloha A je P-redukovatelná na úlohu B a B ∈ P , pak také A ∈ P
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problematiku. Je zde popis a převod problému včetně vysvětlení použití. Touto
kapitolou končí pomyslná část rešerše a začíná část vlastní. Nejdříve uvedení do
problematiky TORSCHE Scheduling toolboxu pro Matlab, kapitola 6, ve kterém
jsem celý problém řešila a do kterého bylo úkolem algoritmus implementovat. Jedná
se o kratší úvod do teorie grafů a souvislosti mezi klasickým pojmenováním a použí-
váním názvů v TORSCHE Scheduling toolboxu. Kapitola 7 vysvětluje převod MCF
na lineární programování. Kapitola 8 již popisuje vlastní implementaci algoritmů
do TORSCHE Scheduling toolboxu, popis výroby jednotlivých vstupních matic a
ukazuje rozdíl v algoritmech multicommodityflow a maxmulticommodityflow. Ještě
výrazněji tyto rozdíly zdůrazňuje a popisuje kapitola 9. V další kapitole (kapitola 10),
je popsáno a vysvětleno volání jednotlivých funkcí. Nejen tedy multicommodityflow
a maxmulticommodityflow, ale také funkcí allpath a kshortestpath. Tyto funkce po-
užívají oba algoritmy pro dohledávání cest, které jsou k hledání toků potřebné.
Poslední popsanou funkcí v této kapitole je funkce distance, jedná se o drobnou
funkci, implementovanou navíc do TORSCHE Scheduling toolboxu, která umí do-
počítávat ceny hran ze vzdáleností vrcholů. Všechny tyto algoritmy jsou opatřeny
detailními vysvětleními možností kombinace jednotlivých vstupních proměnných a
popisu, jak tyto vstupy ovlivňují výstup funkce. Tyto vstupní kombinace jsou navíc
ještě uvedeny v tabulce pro snazší a lepší pochopení.

V závěru práce je na příkladu předvedeno, jak je možné vytvářet grafy přímo
z map, které si můžeme najít například na Internetu. Na takto vyrobeném grafu
je ukázáno, jak lze vhodně použít algoritmy multicommodityflow i maxmulticom-
modityflow. Jejich výsledky jsou na reálných datech porovnávány s předpoklady,
kapitola 11.

Poslední kapitolou, kapitola 12, je měření časové náročnosti jednotlivých algo-
ritmů. Jedná se o porovnání těchto algoritmů při různých kombinacích vstupních
parametrů a tedy i při různém použití funkcí, které dohledávají algoritmům cesty.
Po konečném shrnutí a posouzení vlastních výsledků, kapitola 13, je zde přiložená
dokumentace, kterou jsem k jednotlivým algoritmům připravila. Na přiloženém CD
jsou kromě všech algoritmů navíc také selftesty a demo. Vše lze také najít v reposi-
tory TORSCHE.
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2 Toky v síti

Problematika toků v sítích se zabývá mnoha různými, ať už jednoduchými nebo
složitými, zadáními problému správného přepravení dostatečného počtu jednotek
určitou cestou. V dnešním světě narážíme na tuto problematiku v každodenním ži-
votě. Řešíme přepravu komodit jako je ropa nebo plyn v ropovodech a plynovodech,
tok vody v kanalizaci, rozvozy zboží v různých dopravních prostředcích, cesty auto-
mobilů po komunikacích, datové přenosy atd. Tyto toky potom můžeme znázornit
v mapách či grafech.

Jednotlivá zadání úloh týkajících se toků v sítích můžeme dále dělit na opti-
malizační a rozhodovací. Hledáme-li například nejdelší cestu, nejkratší cestu nebo
nejrychlejší cestu grafem a mnoho dalších, můžeme mluvit o optimalizačním algo-
ritmu. V opačném případě, tedy jestliže hledáme takovou cestu, která splní naše
zadané podmínky, ať už na žádanou průchodnost hranami, nebo opět třeba rych-
lost, potom budeme mluvit o rozhodovacím algoritmu.

Jestliže budeme mluvit o jedné cestě, respektive o hledání správné cesty mezi
jedním počátečním a jedním koncovým vrcholem, jedná se o commodity flow (CF )
problém. Zabýváme-li se složitějším problémem, tedy problémem, kdy máme více
zdrojových a více stokových vrcholů, jedná se o multicommodity flow (MCF ) pro-
blém, viz Obrázek 1.

s

t

s
1

s
2

t
1,2

Obrázek 1: Commodity flow a Multicommodity flow

2.1 Commodity flow problem

Mezi nejjednodušší a nejstarší algoritmy, zabývajícími se právě toky v sítích,
patří například algoritmy Goldbergův [Gol89], Ford-Fulkerson [Ful56], Edmonds-
Karp [Kar72] nebo Dinicův [Din72] algoritmus . Všechny tyto algoritmy můžeme
zařadit mezi optimalizační a zabývající se stejným problémem, hledáním maximál-
ního toku grafem. Tedy řeší commodity flow problem. Novější algoritmus Edmonds-
Karp vychází z původního Ford-Fulkerson algoritmu, který je již z roku 1956 a je
zlepšen o hledání nejlepší zlepšující cesty grafem, takže nemusí prohledávat všechny
cesty grafem zvlášť. Tyto algoritmy jsou založeny na prohledávání grafu do šířky a
následném dohledání a uložení cesty. Algoritmus Goldbergův, používá metodu pře-
misťování přebytku a zvedání vrcholu včetně dalších modifikací.

Nejnovějším a samozřejmě nejrychlejším a nejefektivnějším algoritmem na řešení
commodity flow problému je z těchto algoritmů algoritmus Dinicův. Je poměrně od-
lišný od předešlých. Nejdříve si graf upraví tak, že se zbaví hran, které již nemůžeme
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použít (jejich kapacita byla vyčerpána), poté si z tohoto grafu udělá level graph 2

a teprve potom hledá zlepšující cestu. Algoritmus má časovou náročnost O(n2m)3,
o něco horší časovou náročnost má algoritmus Goldbergův O(n3) a nejpomalejší z
nich je pak algoritmus Edmonds-Karp jehož časová náročnost je O(nm2).

2.2 Multicommodity flow problem

Algoritmy, snažící se najít cestu sítí, můžeme nazývat souhrnně úlohami řešící
traffic problem (TP) a zařadit je do skupiny traffic engineering (TE ). Většina těchto
algoritmů je NP-hard, jedná se například o Směrování podle mezí (CBR - Constraint-
Based Routing) [Ni00], které může být prováděno jak off-line tak on-line, rozdíl je
tedy v uvažování omezujících podmínek. Tyto podmínky jsou buď známy předem,
pak se jedná o off-line algoritmus a nebo jsou postupně přidávány nebo měněny,
tedy on-line algoritmus.

Mluvíme-li o on-line algoritmech pro hledání vhodné cesty je možno použít různé
algoritmy, například omezená algoritmus nejkratší cesty (CSPF - constrained shor-
test path first) a další např.: WSP (Widest-Shortest Path), SWP (Shortest-Widest
Path), SP (Shortest Path). Tyto algoritmy jsou většinou založeny na starších a
jednodušších algoritmech, pro hledání nejkratších cest grafem, jakou jsou Dijkst-
rův algoritmus nebo Belman - Fordův algoritmus a tudíž nemohou splnit všechny
požadavky, které jsou na ně kladeny. Další možností je použít například hladový al-
goritmus, ale i jeho použití přináší další potíže, protože ani hledání každé cesty zvlášť
pomocí hladového algoritmu nemůže splnit QoS a požadavky s využitím vhodných
síťových zdrojů.

Použití off-line algoritmů je další variantou pro řešení CBR. K nejběžnějším
TP patří integer linear multicommodity flow problem řešený pomocí nejčastěji smí-
šené celočíselné lineární programování (MIP - Mixed Integer Programming) nebo
celočíselné programování(IP - Integer Programming). Z dalších často používaných
algoritmů můžeme zmínit například algoritmus Wang and Wang [Ric04] a přede-
vším Lagrangeovu relaxaci [Raj01]. Ta ale nezaručuje, že výsledek bude proveditelný
- tedy nemusíme vždy dojít k řešení.

2Jestliže máme síť (G, u, s, t), a s− t tok f , pak level graph GL
f z Gf je graf:

(V (G),
{
e = (x, y) ∈ E(Gf ) : distGf

(s, x) + 1 = distGf
(s, y)

}
)

3kde n je počet vrcholů a m je počet hran
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3 Nové algoritmy řešící problém MCF

Tato kapitola je věnována algoritmům, které řeší problém Multicommodity flow.
Jsou zde popsány jednotlivé algoritmy, stručný nástin jejich řešení, jejich výhody a
nevýhody ve srovnání s některými jinými algoritmy, které řeší stejný problém.

3.1 PBR a MIRA

Jedním z nejnovějších on-line algoritmů je algoritmus pro dynamické směrování
s garantovanou propustností (PBR - Profile-based routing) [War03]. PBR je inspiro-
ván algoritmem MIRA(Minimum Interference Routing Algorithm) [Las00a],[Las00b],
který má oproti PBR pár nevýhod. Jedná se především o jeho nepředvídatelnost při
předpočítávání toku. Dále MIRA nevybírá nejkratší - nejlevnější cesty, z důvodu
vyhnutí se problému bottleneck 4. Tím ale způsobuje, že jeho výpočty jsou zbytečně
příliš drahé a zdlouhavé, i ve srovnání s algoritmy PBR či WSP. Jeho časová nároč-
nost je O(n2

√
m+ n).

Algoritmus PBR [War03]se skládá ze dvou rozdílných částí. První je předprocesní
fáze (preprocessing phase) a druhá online směrovací fáze (online routing phase).

V první části se algoritmus snaží najít co nejvíce možných cest sítí pro každou ko-
moditu ze zdrojového do stokového vrcholu tak, že vyrobí nové, takzvaně ’přidané’,
hrany a mezi tyto vrcholy je vloží. Tak zaručí řešitelnost této multicommodity flow,
viz Obrázek 2 a dále se multicommodity flow problem řeší jako:

min
∑

(cost(e)
k∑

i=1

xi(e))

kde vstupem je síť G = (V, e),s kapacitou cap(e) pro ∀e ∈ E, cena hran cost(e) = 1,
jestliže e ∈ E nebo je cena hran nastavená do nekonečna, jestliže platí cost(e) =
cap(e) =∞ a xi(e) je reálná proměnná přes všechny komodity i a hrany e
Tato část algoritmu je tedy takovou kontrolní částí pro jednotlivé cesty a předvy-
mezení velikosti jednotlivých toků pro maximalizaci využití sítě.

Úlohou druhé části algoritmu, tedy online směrovací fáze, je řešení LSPs (Label-
Switched Paths) = cesta mezi vstupním a výstupním vrcholem [Ni00] pomocí algo-
ritmu pro nejkratší cestu. Lze tedy říci, že na změněném grafu, z fáze jedna, hledá
algoritmus nejkratší cestu mezi zdrojovými a stokovými vrcholy, jestliže taková cesta
existuje. PBR má lineární časovou náročnost O(n+m) a i při významných změnách
v topologii sítě či požadavcích je schopen se dobře adaptovat.

3.2 HLR

Jedním z nových algoritmů, který by měl být schopen splnit všechny QoS, je
HLR, Hybrid Multicommodity Routing Algorithm [Ric04], algoritmus kombinující
Lagrangeovu relaxaci (LR) a Constraint Programming, tedy programování s ome-
zujícími podmínkami.

Než HLR začne se samotným prohledáváním, nejdříve se pokusí najít vhodné

4Bottleneck problém je také problémem například pro SP nebo SWP algoritmů, jedná se o
problém průtoku úzkého hrdla u budoucích toků, který může vést k podhodnocení cesty.
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Obrázek 2: Přidané hrany do multicommodity flow

počáteční umístění pomocí jednoduché heuristiky CSPF, v případě neúspěchu na-
staví omezení podle teorému maximálního toku (minimálního řezu) použitím Ford
- Fulkersonova algoritmu. V případě, že dodržíme všechna pravidla a požadavky,
algoritmus může pokračovat vytvořením a prohledáním binárního stromu pomocí
metody větví a mezí. V každém vrcholu následují dva nezávislé kroky, constraint
propagation a LR optimalizace (následovaná větvením, je-li to možné). Z testů, které
byly prováděny vyplývá, že tento algoritmus, tedy HLR je v porovnání s ostatními
testovanými algoritmy (MIP,WSP,SWP a další) nejefektivnější. Ať už řešení blížící
se optimu existuje či nikoliv, výsledek je stejně rychlý.

3.3 CSA

Algoritmus řešící Multicommodity flow problém je CSA (Contractive Simplex
Algorithm)[Orl05]. Tento algoritmus se skládá, stejně jako například HLR, ze dvou
částí. Omezující (Contraction) a Expandující (Expansion) část. Omezující část algo-
ritmu vlastně vykonává dvě činnosti. Mění původní Multicommodity flow problém
na menší problém, který má stupeň vrcholů nejvýše dva a omezuje původní zadání
hran, vrcholů a vztahů mezi nimi. Poté, co vyřešíme primární a duální úlohu takto
omezeného Multicommodity flow problému, algoritmus v Expandující části rozšiřuje
optimální řešení primární a duální úlohy z první části v optimální řešení primární i
duální úlohy původního Multicommodity flow problému.

Algoritmus CSA zlepšuje simplexovou metodu pro MCF a zároveň tím rozšiřuje
možnost zadání omezení.

3.4 Lagrangova relaxace

Lagrangova relaxace[Cin04] je jednou z dalších možností řešení MCF pro zamě-
ření na minimální cenu. Tento algoritmus je novým způsobem klasické Lagrangeovy
relaxace[Raj01] a je vhodný a především zaměřený na OSPF(Open shortest path
first). Podstata tohoto algoritmu spočívá v rozdělení na jednotlivé CF problémy.
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Algoritmus iteračně zlepšuje dané možné řešení dokud nedosáhne hledaného mi-
nima.

Tato metoda snižuje paměťové nároky a také časovou složitost, je tedy výrazně
lepší ve srovnání například s klasickými metodami řešícími ILP. Její rychlost pak
dále záleží na kvalitě zadaného počátečního řešení. Lze ji tedy zrychlit narozdíl od
klasické Lagrangeovy relaxace vhodnými počátečními podmínkami. Výsledná časová
náročnost je O(n2m2 log nC), kde C je nejvyšší možná cena.

Trochu jiným zadáním může být řešení MCF problému s fixními cenami. Tímto
problémem se zabývá algoritmus založený na Lagrangeově heuristice [Mel08]. Tento
algoritmus je zaměřený na problém využití vlakových souprav při jednotlivých cestách.
Vagóny se neberou jako zvláštní jednotky ale jako celá skupina, takže nezáleží na
tom, kolik vagónů mašina táhne. Z toho je pak kapacita hrany dána počtem vagónů
u daného spoje a konstantní cena trasy odpovídá nezávislosti nákladu na velikosti
vlaku. Výsledkem pak má být optimální cesta nákladu z daných počátečních vrcholů
do koncových vrcholů s využitím daných spojů.

Algoritmus hledá možná řešení, ty si pamatuje z důvodu hledání optimálního
řešení. Jestliže dojde k výsledku, že je problém neřešitelný, uvolní omezení, ale sou-
časně penalizuje další řešení. Výhodou Lagrangeovy heuristiky, oproti ostatním al-
goritmům, je neustálé zmenšovaní dualitní mezery mezi řešením primární a duální
úlohy. V závěrečné fázi řešení lze použít exaktní algoritmus, například metodu větví
a mezí, pro nalezení optimálního řešení.

4 Porovnání algoritmů

V Tabulce 1 jsou srovnány všechny nové algoritmy, které jsou v této práci po-
psány. Jejich výhody a nevýhody, popřípadě omezení, jestliže existují. V oblasti ří-
zení komunikačních sítí vzniká mnoho nových algoritmů, které vycházejí ze starších,
ověřených algoritmů pro řešení NP - obtížných úloh. Většinou tedy ze Simplexové
metody nebo z Lagrangeovy relaxace. Zlepšení jednotlivých algoritmů spočívají v
úpravě původního algoritmu tak, aby řešil určitý typ zadání efektivněji.

algoritmus výhody/nevýhody omezení

MIRA3.1 neuvažuje nejkratší cesty

PBR3.1
lineární časová náročnost

dobrá adaptace na změnu omezení
garantovaná
propustnost

HLR3.2 není exaktní, je rychlý
CSA3.3 rychlejší než simplexová metoda

LR3.4
není exaktní

závislý na počátečních podmínkách
LR s fix. cenami 3.4 není exaktní, úzce specializovaný fixní ceny cest

Tabulka 1: Srovnání algoritmů
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5 Využití algoritmů v praxi

Optimalizační problémy jsou s velkým nárůstem ať už aut v ulicích nebo dat v
sítích každodenním problém, se kterým se běžně potkáváme. Většina uvedených al-
goritmů se používá v praxi, můžeme jmenovat například ropný a chemický průmysl,
dopravu a nebo už zmíněné datové přenosy.

5.1 Ropný a chemický průmysl

V ropném a chemickém průmyslu využíváme algoritmy pro plánování, optima-
lizování trasy a skladovaní produktů [WL04]. V době, kdy se tento průmysl začal
rozvíjet a kdy se začaly denně využívat počítače, byl nejběžnějším prostředkem pro
optimalizaci v ropném průmyslu LP [BAK90]. Protože se jedná především o RT
aplikace, musí být algoritmy opravdu rychlé. S rozvojem technologií se postupně za-
čalo používat smíšené celočíselné nelineární programování MINLP - Mixed Integer
Non-linear Programming), které se ve zlepšené a podobě používá dodnes, právě pro
jeho rychlost.

5.2 ITS

Jak je zmiňováno v kapitole 2.2, TE se úzce zaměřuje na dopravní problematiku.
Jedná se především o problémy průjezdu města nebo území v určitém čase nebo za
podmínky projetí určitých kilometrů popřípadě projetí určitého množství doprav-
ních prostředků. V dnešní době je to poměrně rozsáhlý problém, protože města jsou
plná aut a často se tvoří kolony a zácpy. To je důvod, proč si velké množství lidí
kupuje GPS navigaci, aby se kolonám vyhnuly nebo aby zjistili nejrychlejší trasu do
místa, kam se potřebují dostat.

Algoritmy řešící MCF problém můžeme zařadit do větší skupiny, která zahrnuje
TP a tou je Inteligentní dopravní systém (ITS - Intelligent Transportation Sys-
tems). Tento systém se snaží zlepšit bezpečnost a plynulost na dálnicích, silnicích
i ve městech. Z dalších ITS je určitě vhodné jmenovat Systém pro odstraňování
nehod, Systém řízení jízdy v tunelech, Využívání v čase pohybujících se informací o
vozidlech (Floating Car Data – FCD) a mnoho dalších.

Do této skupiny spadá například GPS navigace, která využívá algoritmy pro vý-
počty vhodných tras. GPS se skládá ze tří částí, jedná se o část kosmickou a část
řídicí a uživatelskou. Nejznámější je část uživatelská, přijímač. Ten si dopočítá svoje
souřadnice, nadmořskou výšku a aktuální čas z přijímaného signálu. Navigační za-
řízení pak používají tuto technologii pro určování polohy v dopravní síti. Uživatel
si pak pouze nastaví, zda chce nejrychlejší cestu, nejkratší cestu, cestu, která není
zpoplatněná nebo kombinaci těchto požadavků a navigace mu vyhledá cestu opti-
mální a takovou, aby se vyhnul místům, kde je například potvrzená nehoda nebo
nějaké úpravy na komunikacích.

5.2.1 MCF pro minimalizaci časů průjezdu městem

Názorným uplatněním problému MCF v praxi je využití tohoto algoritmu při
optimalizaci světel a dopravy [Has07]. Většina účastníků dopravy si při plánování
trasy vybírá nejkratší cestu, která je samozřejmě závislá na dopravním značení a
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omezení. Aby byly cesty optimální pro všechny účastníky provozu, tedy nejen z
pohledu chodců ale také samozřejmě z pohledu řidičů, musí se nastavení světelné
signalizace na jednotlivých cestách městy složitě plánovat. Počátky takovéhoto plá-
nování můžeme hledat přibližně v roce 1968, kdy se tomuto tématu začal věnovat
O. Pavese [Pav68].

Výhodou je, že problém správného nastavení světelných signalizací a tedy také
průjezdu městem lze rozdělit na dvě části (vrstvy), které jsou řešeny zvlášť.
Jedná se o vnitřní (internal layer) a vnější (external layer) vrstvu. Ve vnější vrstvě
je řešeno optimální nastavení světel, tedy správné nastavení světelných signalizací
tak, aby každý řidič čekal na semaforu pokud možno co nejkratší dobu (nejlépe
by projel bez zastavení, což je nereálné) a ve měste se netvořily čekající kolony a
zácpy. Nastavení světel lze řešit například pomocí algoritmu nejrychlejšího sestupu
(steepest descent) podobně, jako užil Cipriany [Fus04]. V dalším kroku této vrstvy
je několik MCF problémů řešeno pomocí hledání odchylek.

Ve vnitřní vrstvě je pak řešen MCF problém pro nejkratší cesty. V tomto kroce
je použit dual affine scaling algorithm pro získání optimálních toků a teprve poté je
tato vrstva exportována do vrstvy vnější. Obě tyto vrstvy se střídavě opakují do té
doby, dokud není splněno kritérium.

Rozdělení do těchto dvou vrstev lze také chápat jako rozdělení na dvě části
optimalizace: nastavení světel a výpočet doby průjezdu pro vypočtené optimální
nastavení světel.

Jestliže si představíme plán města, na každém semaforu je možnost odbočení do
několika směrů, tyto směry (ulice) tvoří hrany grafu. Na každou z těchto cest se
můžeme dostat až po vypršení doby stání na červenou. Budeme brát nejhorší mož-
nou variantu, tedy vždy, když přijedeme na křižovatku, padne červená. Jednotlivým
cestám - hranám grafu přiřadíme novou cenu, ta je vytvořena z doby staní na červe-
nou. Tak vznikne nový plán města - graf viz Obrázek 3, ve kterém hledáme nejkratší
cestu. Tím, že najdeme nejkratší cestu také najdeme optimální časy pro nastavení
semaforů. Výsledkem pak bude optimalizace intervalů na světelných zařízeních tak,
aby doba průjezdu městem byla minimální. MCF v tomto příkladě tedy simuluje
chování řidičů ve městě.
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Obrázek 3: Transformace modelu křižovatky na graf s oceněnými hranami

6 TORSCHE Scheduling Toolbox for Matlab

TORSCHE scheduling toolbox pro Matlab je volně dostupný software vyvíjený na
Katedře Řídicí techniky Fakulty Elektrotechnické ČVUT od roku 2004. Tento tool-
box se zabývá tématikou rozvrhováni, plánování a real-time systémů a je vyvíjen
zejména pro účely výuky. Obsahuje nástroje pro řešení problémů rozvrhování a op-
timalizace, RT problémy, optimalizační a grafové problémy, grafový editor a mnohé
další. TORSCHE (Time Optimalization of Resources, Scheduling) toolbox je stále
vyvíjen, což znamená, že neustále přibývá množství funkcí a algoritmů, které jsou
zde implementovány a rozšiřuje se jeho možnost využití. Tento toolbox používají
lidé na Univerzitách po celém světě, tedy nejen v České republice, ale také napří-
klad v Georgii - Institute of Technology, Faculty of comptures and information Cairo
University, Department of Management Science, Seoul National University, Seoul,
Korea a mnohé další [as08].

Jednotlivé rozvrhovací problémy a algoritmy dodržují standartní α|β|γ notifi-
kaci, podle [Kan33] a [Kan79]. Toolbox je také doplněný o několik příkladů reálných
aplikací a sadou benchmarků.

Algoritmy jsou rozděleny do tří tématických skupin a popsány v kapitolách:
Grafy, Rozvrhovací algoritmy a Ostatní algoritmy. Dále je dokumentace doplněna
o kapitoly: Úlohy, Sady úloh, Klasifikace v rozvrhování, RT rozvrhování, Grafové
algoritmy. Navíc je přiřazena kapitola jedenáctá, kde jsou zařazeny případové studie.

Kapitola, která se týká algoritmů, které jsem implementovala, je kapitola desátá,
tedy Grafové algoritmy. Zde jsou podrobně popsány všechny algoritmy, mnou im-
plementované a v této práci zmiňované. Jedná se o algoritmy řešící MCF problém,
funkce hledající cesty grafem a také funkce distance či algoritmy řešící commodity-
flow problém.
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6.1 Reprezentace grafu

Orientovaný graf je uspořádaná trojice G = (V,E, ε), tvořená neprázdnou množi-
nou V, jejíž prvky nazýváme vrcholy, konečnou množinou E, jejíž prvky nazýváme
orientovanými hranami a zobrazením ε : E → V 2, který nazýváme vztahem in-
cidence. Toto zobrazení přiřazuje každé hraně e ∈ E uspořádanou dvojici vrcholů
(x, y) [Dem02]. Jestliže tedy hoříme o grafu v TORSCHE, každá hrany má počáteční
vrchol x a koncový vrchol y a může a nemusí být oceněna. Uživatel může hraně při-
řazovat libovolné parametry. V našem případě můžeme hovořit o dvou parametrech.
Kapacita a cena hrany. Oba tyto parametry jsou na sobě nezávislé. Dalším para-
metrem hrany je číslo, které určuje číslo pořadí v seznamu hran. Stejně tak vrcholy
mají své číslo pořadí v seznamu vrcholů. Jestliže mluvíme o stokovém či zdrojovém
vrcholu, jedná se o takové vrcholy v grafu, které jsou počátečním nebo koncovým
místem v jistém podgrafu. Takových zdrojových nebo stokových vrcholů může být
v grafu libovolné množství až do výše celkového množství vrcholů v grafu.

Objekt graf je v Matlabu reprezentován instancí třídy Graph. Jeden z možných
způsobů vytvoření grafu v Matlabu může vypadat například takto:

edgeList= {1 2;1 3};
g = graph(’edl’,edgeList);

, kde g je objekt typu graph a je tvořen třemi vrcholy a dvěma hranami.

7 Rozdělení a převod problému

Problém MCF jsem se rozhodla řešit pomocí LP, na který jsem jej převedla.
Algoritmus řešící problém MCF, který jsem implementovala v prostředí TORSCHE,
jsem rozdělila do dvou částí. Jedná se o algoritmus multicommodityflow a algoritmus
maxmulticommodityflow.

Jak tedy převádět problém MCF na LP? Máme graf, který může mít libovolný
počet hran, které ale musí být oceněny. V tomto grafu pak označíme vstupní a
výstupní vrcholy a mezi nimi hledáme toky. Všechny zdrojové vrcholy, pro které je
bude řešen problém MCF se zapisují do vektoru s. Jedná se o vektor obsahující čísla
vrcholů, ze kterých hledáme toky. Podobně stokový vektor t, obsahuje čísla vrcholů,
ve kterých mají toky končit. Hledáme-li nejkratší cesty ze vstupních do výstupních
vrcholů, minimalizujeme kritérium funkce za podmínek, že Ax ≤ b, kde matice
A je vytvořena ze vstupních omezujících podmínek, které jsou většinou zadávány
ve tvaru rovnic (nerovnic) a matice b je jejich pravá strana. Kritérium funkce je
maximalizace nejmenší kapacity hran na cestě z s do t. Výsledný graf g pak může
vypadat například jako Obrázek 4.

Na grafu g jsou vyznačeny vstupní vrcholy s = [s1, s2] a výstupní vrcholy
t = [t1, t2]. Pro tento graf by byly omezující podmínky zadány jako součty ka-
pacit hran podél jednotlivých cest.

8 Implementace a převod MCF a MMCF

Tato kapitola popisuje způsob implementace jednotlivých algoritmů, především způ-
sob výroby a dosazení jednotlivých matic.
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Obrázek 4: Převod na problém MCF - graf g

8.1 MCF

První algoritmus, tedy algoritmus multicommodityflow je řešení klasického pro-
blému MCF, v podobě:

min{0 : My ≤ u,Ny = b},

kde M je matice o velikosti x × y, kde x je počet hran v grafu a každý řádek
tedy představuje jednu hranu a y je počet cest z počátečních vrcholů do koncových
vrcholů, každý sloupeček tedy představuje jednu cestu. Jestliže hrana patří do cesty,
je na jejím místě jednička, v opačném případě je zde nula.
Pro graf g bude matice M vypadat takto:

M =


1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1

 .

Matice u představuje ceny jednotlivých hran, jedná se tedy o matici velikosti x× 1.
V grafu g:

u =


1
2
3
4
5
6

 .

N je matice o velikosti z × y, kde z odpovídá počtu vstupních a také výstupních
vrcholů a y je stejné jako pro matici M . Podle toho, jestli cesta patří do požado-
vaného toku vyplňujeme na jednotlivých hranách v cestách jedničky a nebo nuly,
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jestliže tam nepatří.
Pro graf g by tedy matice N vypadala:

N =

[
1 1 0 0
0 0 1 1

]
.

Vektor toků b jsou zadané vstupní toky, které se snažíme nalézt. Velikost tohoto
vektoru musí být shodná s velikostí vektorů s a t. Pro graf g by mohla vypadat
například takto:

b =

[
1
3

]
.

Tento algoritmus může využívat další dvě funkce, které algoritmu dodávají cesty
a jsou nutné pro správné fungování algoritmu, algoritmy allpath a kshortestpath. V
případě použití algoritmu allpath MCF používá k hledání toků všechny možné cesty
grafem. O proti tomu algoritmus kshortestpath dodá MCF pouze několik nejlepších
cest, ať už z pohledu kapacit hran nebo délek, podle toho, co uživatel zvolí. Stejně
tak počet cest si může uživatel vybrat sám, jestliže to však neudělá, přednastavené
jsou tři cesty.

8.2 MMCF

Druhý algoritmus tedy algoritmus maxmulticommodityflow je zadán jako:

max{fy : My ≤ u},

kde jako kritérium f je matice velikosti x × 1, x odpovídá, stejně jako v matici
M , počtu hran. Kritérium ∈ 1. Matice M a u jsou stejné jako u MCF. Algoritmus
také využívá externí funkce allpath a kshortestpath. Uživatel si opět může vybrat, co
je pro něj důležitým parametrem, podle kterého bude cesty vybírat a kolik cest zvolí.
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9 Teoretický rozbor problému MCF

Jak je vidět z příkladů v kapitole 5, jedná se o opravdu častý a na splnění časo-
vých nároků složitý problém. Proto je nutné stále vyvíjet a nalézat nové možnosti
zrychlení jednotlivých algoritmů pro speciální uplatnění v dopravní problematice a
tak přispívat ke zlepšení dopravní situace na silnicích a dálnicích, ke zjednodušení
průjezdu městy a především k bezpečnosti všech účastníků provozu.

Základní problém MCF odpovídá na otázku, zda je možné za danou hodnotu
(kapacita) v daném grafu přepravit z počátečních vrcholů do koncových vrcholů
daný počet jednotek (aut, dat atd.). Tento problém lze řešit pomocí LP, viz kapi-
tola 8, a můžeme si ho představit jako otázku, zda v nějakém městě může najednou
projíždět jistý počet aut. Problémem ale je, že už více nevypovídá o reálných pro-
blémech, jakými jsou možnosti daného města z pohledu vzdálenosti cest a kapacit.
Trochu reálnější možností využití MCF v praxi je přidaní takového kritéria, podle
kterého bude algoritmus hledat nejkratší nebo například nejrychlejší cesty. Tako-
výto problém se musí často řešit při centrálním plánovaní, například při výstavbě
nových komunikací, plánování různých staveb a možných objížděk, nebo při pláno-
vaném průjezdu nějaké kolony či nějakého většího nákladu městem. Při takovémto
centrálním plánování je obzvláště důležité, aby nenastala situce, kdy se setkají toky
v místě, kde chybí kapacita. Představme si křížení vedlejší jednoproudé ulice s tří-
proudou hlavní ulicí, kde každá má jasně danou kapacitu. Bude-li třeba, aby se na
jeden blok spojily do ulice vedlejší, protože na hlavní ulici se například upravuje vo-
zovka, pak je jasné, že kapacita této ulice nemůže postačit a došlo by k dopravnímu
kolapsu. Kvůli takovýmto problémům je nutné vše dopředu plánovat.

Tyto úlohy jsou řešitelné právě pomocí MCF, který ale ve své základní podobě
hledá veškeré toky bez ohledu na cenu využitých cest. V praxi silniční dopravy je
cena samozřejmě důležitým parametrem, který popisuje délku nebo dobu průjezdu
tras a je s ní nutné počítat. Kdybychom chtěli rozdělit požadované toky mezi jed-
notlivé cesty ale zajímala by nás i cena, kterou za tok na hranách zaplatíme, museli
bychom této funkci změnit kritérium. Jestliže to provedeme, algoritmus bude také
dávat správné výsledky a přibližně stejně rychle. Protože ale algoritmu dodáváme
všechny možné cesty průjezdu městem - tedy i ty těžko použitelné nebo skoro ne-
reálné, algoritmus má zbytečně mnoho dat a je jisté, že nebude tak rychlý, jak by
být mohl. Výhodou by tedy mohla být změna v algoritmu, kdy algoritmus nebude
počítat se všemi cestami grafem - sítí, městem, ale pouze s několika nejrychlejšími
nebo nejkapacitnějšími, podle toho, co je pro uživatele měřítko vyhledávání. Při plá-
nování objížďky je samozřejmě důležité nejen, zda silnice pojmou takovou kapacitu
dopravních prostředků, ale také aby cesta nevedla příliš daleko. Řidiči by se pak
mohli snažit hledat vlastní rychlejší cestu a tak by mohlo opět docházet k nekont-
rolovaným zácpám.

Algoritmus maximum multicommodity flow problem (MMCF) je vhodný pro ře-
šení dalších mnoha problémů spojených s plánováním dopravy. Řeší otázku teore-
tického maxima aut ve městě, nejkratších cest městem, nejsilnějších tahů městem,
nejzatíženějších tahů městem a mnohých dalších.

Algoritmus musí nejen vyhledat optimální řešení, ale musí samozřejmě dodat
optimální řešení v co nejrychlejším čase. Proto je jedna z možností implementace
omezení počtu prohledávaných cest z celé mapy na pouhých několik nejlepších, ať
už opět z pohledu kapacit hran nebo cen hran. Jedna z možností, jak použít tako-
véto plánování může být například zjišťování kapacit komunikací určité části města.
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Například stavební inženýři, kteří plánují výstavbu obydlené oblasti a musí dopředu
znát maximální kapacity komunikací této oblasti, zda budou dostačující i pro bu-
doucí předpokládaný provoz. V opačném případě musí zjistit, kolik nových cest tyto
podmínky zaručí a podle toho stavbu komunikací plánovat.

10 Volání funkce

V této kapitole jsou detailně popsány, z uživatelského hlediska, všechny algo-
ritmy, které jsem v rámci Diplomové práce implementovala do TORSCHE Sche-
duling toolboxu. Je zde vysvětleno zadávání vstupních parametrů, jejich správné
kombinace, hodnoty, kterých smějí nabývat a jak ovlivní výběr vstupních parame-
trů řešení algoritmů.

10.1 Volání funkce MCF

Algoritmus multicommodityflow lze volat několika možnými způsoby, podle po-
čtu vstupních parametrů a druhu vstupních parametrů - tedy výběrem požadované
funkce:

[gmcf numberOfFlows] =
multicommodityflow(g,s,t,b,pathFilter[,limitation,cap,cost]).

Funkce má pět povinných a tři nepovinné vstupní parametry. Mezi povinné patří
graf g, ve kterém se mají požadované toky hledat. Vstupní s a výstupní vrcholy t,
mezi kterými toky hledáme, velikost požadovaných toků b a parametry pathF ilter.
Do tohoto vstupního parametru zadáváme volbu funkce pro hledání cest. Vybíráme
z možností:
pathF ilter = all, allShortest,KShortest,KMosteCap.
Poslední tři vstupní parametry funkce jsou nepovinné a můžeme jimi ovlivnit po-
čet nalezených cest - parametr limitation. Dalším parametrem můžeme nastavit
ukládání parametrů hran kapacity a ceny. Podle čísla, které zvolíme, bude algorit-
mus předpokládat umístění těchto parametrů hran a na tomto místě je bude hledat.
Jestliže tyto parametry nejsou vyplněny, přednastaví se cap na hodnotu jedna a cost
na na hodnotu dvě, jestliže hrany obsahují více parametrů nebo zůstane parametr
cost nevyplněn a tudíž se nepoužije. V případě, že hrany neobsahují další parametry,
hledané toky jsou umístěny za poslední z těchto dvou parametrů v opačném případě
za poslední parametr hran.

Algoritmus má dva výstupy, gmcf - objekt typu graf, který má jako userParam-
Pos na hranách uloženy jednotlivé toky a numberOfF lows - počet nalezených toků.
Různé kombinace parametrů jsou vidět v tabulce, viz.Tabulka 2

Nejzákladnějším voláním je výběr obyčejného multicommodityflow, nastavením
parametru pathF ilter = all, tedy výběr použití funkce allpath, což znamená, že
algoritmus multicommodityflow použije všechny cesty.

Dalším možným způsobem jak volat algoritmus multicommodityflow je změna
vstupního parametru pathF ilter na allShortest, tím změníme hodnotu účelové
funkce a algoritmus bude toky umisťovat na nejlevnější cesty, z pohledu cen. Pro
tuto volbu musí mít graf i druhý parametr hran, tedy ceny.
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Jestliže změním vstupní parametr pathF ilter na kMosteCap, algoritmus bude
hledat takové toky grafem, které protékají k nejkapacitnějšími cestami grafu. Pro
pathF ilter = kShortest algoritmus použije k cest, které jsou nejkratší z pohledu cen
jednotlivých hran. Pro obě tyto možnosti se volá funkce kshortestpath viz. kapitola
10.4. Počet cest, které algoritmus použije je volen pomocí nepovinného vstupního
parametru limitation = k, kde k je počet použitých cest. Pro tyto dvě volby musí
být graf také oceněn, stejně jako pro volbu pathF ilter = allShortest.

pathFilter limitation cap cost použití funkce druh cesty

all 0 allpath všechny
allShortest 1 allpath nejkratší
kMosteCap xa kshortestpath x nejkapacitnější
kShortest xb allpath x nejlevnější

0 0 y c zd allpath všechny

ax ∈ N
bx ∈ N
cy ∈ N
dz ∈ N

Tabulka 2: Příklady volání funkce multicommodityflow
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10.2 Volání funkce MMCF

Stejně jako algoritmus multicommodityflow tak i algoritmus maxmulticomodity-
flow má více vstupních parametrů, jejichž kombinacemi se mění použití funkcí a
kritéria:

gmmcf = maxmulticommodityflow(g,s,t,pathFilter[,limitation,cap,cost]).

První čtyři vstupní parametry funkce jsou povinné. Jedná se o graf, ve kterém mají
být toky nalezeny, vstupní a výstupní vrcholy, ze kterých a do kterých toky vedou
a pathF ilter. Do tohoto vstupního parametru zadáváme volbu funkce pro hledání
cest. Vybíráme z možností:
pathF ilter = all, allShortest,KShortest,KMosteCap.
Poslední tři vstupní parametry funkce jsou nepovinné a můžeme jimi ovlivnit počet
nalezených cest - parametr limitation. Dalším parametrem můžeme nastavit uklá-
dání parametrů hran kapacity a ceny. Podle čísla, které zvolíme, bude algoritmus
předpokládat umístění těchto parametrů hran a na tomto místě je bude hledat.
Jestliže tyto parametry nejsou vyplněny, přednastaví se cap na hodnotu jedna a
cost jestliže není vyplněn, přednastaví se buď na cost = 2, jestliže hrany obsahují
více parametrů nebo zůstane nevyplněn a tudíž se parametr nepoužije. Algoritmus
multicommodityflow nemusí mít druhý parametr nastaven, jestliže uživatel zvolí
pathF ilter = all, protože toky se hledají z prvního parametru - kapacity(cap). V
ostatních případech je vyplnění tohoto parametru nutné. Nalezené toky se ukládají
ze poslední parametr hran.

Výstupem tohoto algoritmu je gmcf - objekt typu graf, který má jako userParam
na hranách uloženy jednotlivé toky. Různé možné kombinace vstupních parametrů
jsou vidět v tabulce, viz. Tabulka 3.

Prvním možným způsobem nastavení parametru pathF ilter je nastavení na all.
Touto možností zvolíme, že algoritmus použije funkci allpath, viz. kapitola 10.3 a
použije při hledání požadovaných toků všechny možné cesty grafem.

Jestliže změníme parametr pathF ilter = allShortest, algoritmu se změní hod-
nota účelové funkce a bude hledat takové toky grafem za nejmenší možnou cenu.
Bude se snažit zaplňovat přednostně nejlevnější hrany, protože cena cest se počítá
jako součin ceny a toku.

Při zadání parametru pathF ilter na hodnotu kMosteCap a kShortest použije
algoritmus maxmulticomodityflow funkci kshortestpath. Pro nastavení parametru
pathF ilter na kMosteCap, použije algorimtus takové cesty grafem, které jsou ma-
ximální z pohledu kapacity hran. Nastavením parametru limitation = k, pomocí
hodnoty k zvolíme počet použitých nejkapacitnějších cest. Podobně zvolením para-
metru pathF ilter = kShortest nastavíme použití k nejkratších cest z pohledu délky
hran a parametrem limitation opět určíme počet použitých cest. Jestliže nevypl-
níme nepovinný vstupní parametr limitation, počet hledaných cest je přednastaven
na tři cesty.

Jestliže vezmeme graf g Obrázek 4 a použijeme funkci maxmulticommodityflow :

s = [1,2]
t = [5,6]
l = 1
gmmcf = maxmulticommodityflow(g,s,t,’kMosteCap’,l).
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Výsledkem pak bude graf gmmcf , který je znázorněn na Obrázku 5.
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Obrázek 5: Příklad výsledku MMCF na grafu g

pathFilter limitation cap cost použití funkce druh cesty

all 0 allpath všechny
allShortest 1 allpath nejkratší
kMosteCap xa kshortestpath x nejkapacitnější
kShortest xb allpath x nejkratší

0 0 y c zd

ax ∈ N
bx ∈ N
cy ∈ R
dz ∈ N

Tabulka 3: Příklady volání funkce maxmulticommodityflow
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10.3 Allpath

Tato funkce vyhledává cesty grafem. Jedná se o funkci založenou na prohledávání
grafu do hloubky. Postupně si ukládá všechny možné cesty a také si průběžně počítá
jejich cenu.

[gap,numberOfFlows,amplOfFlows] = allpath(g,s,t[,ci,cap])

Algoritmus má pět vstupních parametrů, z toho tři povinné a dva nepovinné.
Povinnými vstupy jsou g - objekt typu graf, matice vstupních vrcholů s a výstupních
vrcholů t, mezi kterými se hledají cesty. Nepovinnými vstupními parametry jsou pa-
rametr ci = cycleignore a cap. Jestliže graf obsahuje nějaké cykly, nelze pro něj
hledat cesty. Při prohledáváni grafu by se totiž algoritmus zacyklil a nepřítomnost
cyklů v grafu je tudíž nutná podmínka pro řešení tohoto algoritmu. Jestliže tedy graf
cyklus obsahuje, funkce allpath nahlásí chybu. Abychom tuto funkci mohli použít i v
takovém grafu, který cykly obsahuje, je zde zaveden parametr ci. Jestliže funkce na-
hlásila chybu, můžeme nastavit parametr ci na hodnotu jedna, funkce rozdělí cykly
na řetězce. Pak můžeme prohledávat graf a skončit nalezením cest. Nevýhodou tako-
véhoto použití je, že nelze ovlivnit, kde funkce cyklus rozdělí. Druhým nepovinným
vstupním parametrem je cap. Ten určuje, kam se ukládají kapacity hran. Jestliže
tento parametr není vyplněn, přednastaví se cap na hodnotu jedna. V algoritmu je
automaticky zajištěno, jestliže graf obsahuje více parametrů na hranách, tak ukládá
nalezené toky až za poslední parametr hran, abychom po použití tohoto algoritmu
nepřišli o žádné parametry hran, kdyby graf nějaké další obsahoval.

Výstupy funkce jsou tři. Gap - objekt typu graf, který má na userParamPos
uloženy jednotlivé cesty označené jedničkou, jestliže hrana do cesty patří a nulou,
jestliže hrany v cestě není použita. NumberOfF lows - počet nalezených cest a
amplOfF lows - velikost (kapacita) těchto cest.

Zavoláme-li tuto funkci na graf g z Obrázku 4:

s = [1,2]
t = [5,6]
gap = allpath(g,s,t).

Výstupní graf gap by pak vypadal jako Obrázek 6.
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Obrázek 6: Všechny cesty grafem g

10.4 Kshortestpath

Funkce kshortestpath vyhledává nejkratší cesty grafem. Podle volby parametrů
můžeme ovlivnit počet nalezených cest a druh cest:

[gksp numberOfFlows] =
kshortestpath(g,s,t,pathFilter[,ci,numPath,cap,cost]).

Vstupem funkce jsou čtyři povinné a čtyři nepovinné vstupní parametry. Povinnými
jsou g - objekt typu graf, s vektor vstupních vrcholů a t vektor výstupních vrcholů,
mezi kterými se mají cesty hledat a parametr pathF ilter. Poslední povinný vstupní
parametr může být pathF ilter = kMosteCap, kShortest. Nepovinnými jsou ci -
který je nutno nastavit na ci = 1, jestliže graf obsahuje cykli, numPath, parametr
určující počet nalezených cest. Když není vyplněn, algoritmus má přednastaveno
hledat tři cesty. Posledními nepovinnými parametry jsou cap a cost, parametry ur-
čující místo uložení parametru pro cap - kapacitu hran a cost - cenu hran. jestliže se
tyto parametry nevyplní, cap je přednastaven na hodnotu jedna a cost se nenastaví
a nebo při vetším počtu userParam se nastaví na hodnotu dvě.

Výstupem algoritmu jsou gksp - objekt typu graf, který má na userParamPos
uloženy jednotlivé cesty, označené jedničkou, jestliže hrana do cesty patří a nulou v
opačném případě. Poslední výstupní parametr numberOfF lows je parametr urču-
jící počet nalezených cest.

Jestliže zvolíme pathF ilter = kMosteCap, algoritmus bude hledat cesty nejka-
pacitnější. Pro volbu kShortest algoritmus najde cesty nejkratší z pohledu délek
hran. Všechny nalezené toky ukládá algoritmus za poslední parametr hran.

Příklad použití tohoto algoritmu na grafu g z Obrázku 4:

s = [1,2]
t = [5,6]
ci = 0
numPath=1
gksp = kshortestpath(g,s,p,’kMosteCap’,ci,numPath).
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Obrázek 7: Jedna nejkratší cesta grafem g

Výsledný graf gksp je vidět na Obrázku 7.
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10.5 Funkce distance

V dalších odstavcích je zmiňována funkce distance. Jedná se o funkci, kterou jsem
také implementovala do toolboxu TORSCHE. Tato jednoduchá funkce dopočítává
velikosti hran grafu jako vzdálenost jednotlivých vrcholů a tuto hodnotu ukládá jako
cenu hrany.

g=distance(g[,userParamPosition,preserveUserParam])

Tato funkce má tři vstupní parametry, jeden povinný - objekt typu graf a dva nepo-
vinné. Nepovinnými vstupními parametry jsou cost, parametr určující místo na hra-
nách, kde budou ceny hran uloženy. Jestliže tento vstupní parametr není vyplněn, na-
staví se na hodnotu jedna. Druhým nepovinným parametrem je preserveUserParam.
Do tohoto parametru lze vkládat seznam hran, u kterých není potřeba dopočítávat
hrany a u kterých se tedy vlastní parametry hran mají zachovat. Výstupem funkce
je opět graf g, který má na pozici cost nové ceny hran. Tuto funkci lze s výhodou
použít, jestliže vyrábíme graf z mapy a a potřebujeme ocenit délky hran.

29



11 Použití MCF pro plánování průjezdu Prahou

Protože jedním z bodů zadání této Diplomové práce byla co nejvěrnější simulace
použití MCF, provedla jsem měření v terénu. Na základě těchto výsledků zde uvedu
příklad použití algoritmů maxmulticommodityflow a multicommodityflow. Jedná se
o příklad směrování toku vozidel z Vinohrad na Karlovo náměstí. Jde o ukázkový
příklad, protože je to právě tok, který každý den přesahuje kapacity ulic hlavního
města Prahy a především díky dlouhým intervalům červené na semaforech při pře-
jíždění magistrály se zde každý den tvoří kolony.

Začneme tím, že si vyrobíme mapu na které bude ta část Prahy, která nás za-
jímá. Mapu můžeme vybrat například na Internetu. Tento obrázek si pak v Matlabu
v Grapheditu načtu na pozadí, viz Obrázek 8. Nad touto mapou si vytvoříme graf
(grafSim) tak, že nad křižovatky, které nás zajímají umístíme vrcholy grafu a nad
ulice, které budeme používat, umístíme hrany. Pro lepší zviditelnění si označím po-
čátečního a koncové vrcholy toku, který nás bude zajímat, oranžově, viz Obrázek 9.
Graf si vložíme do workspace a uložíme pro další použití. Tok mezi zvýrazněnými vr-
choly se snažíme směrovat tak, abychom za přejezd magistrály zaplatili co nejmenší
cenu. K tomu použijeme vstupní parametr ′allshortest′ pro funkce multicommodity-
flow a maxmulticommodityflow, který nám zajistí přednostní zaplňování levnějších
cest. Magistrála v obou směrech pak odpovídá dalším dvěma tokům, které budeme
zadávat na vstup.

Obrázek 8: Mapa

30



s
1

s
2

t
2

s
3

t
1 t

3

Obrázek 9: Vyrobený graf nad mapou

11.1 Hledání maximální kapacity pomocí maxmulticommo-
dityflow

Abych mohla provést co nejvěrnější simulaci, musela jsem si ze získaných dat vy-
robit optimální ocenění grafu, tedy zjistit kapacity a ceny jednotlivých hran. Cenu
hrany jsem stanovila jako průměrnou dobu průjezdu automobilu bez čekání na sema-
forech, v sekundách. K této základní ceně jsem navíc přičetla průměrnou dobu čekání
na semaforech v danné ulici a zdržení, způsobené předností chodců na přechodech.
Kapacitu hran určuji především z počtu jízdích pruhů. Dále tuto kapacitu ovlivňuje
i přítomnost odbočovacích pruhů. Váhové koeficienty těchto dvou parametrů jsem
určila tak, aby vypočtená kapacita odpovídala maximální možné propustnosti ulice
udávané jako počet aut za minutu, které ulicí projedou. Pro odhad použiji ulice,
které byly v době měření na maximálním stupni provozu.

Pro takto oceněný graf můžu konečne použít algoritmus maxmulticommodity-
flow. Jestliže budeme v přištím příkladu chtít různě zatěžovat magistrálu a hledaný
tok, musíme si zjistit jejich maximální hodnoty, abychom věděli, jaké toky na vstup
algoritmu multicommodityflow pouštět. Nejdříve zjistíme kapacity toku, který nás
zajímá, tedy toku z Vinohrad do ulice Žitná.

s = [1];
t = [11];
gmcf=maxmulticommodityflow(grafSim,s,t,’allShortest’)

Výsledný tok je vidět na Obrázku 10 a je zvýrazněn oranžově, stejně jako jeho
počáteční a koncový vrchol. (Stejně budou v této podkapitole zvýrazněny všechny
nalezené toky.) Nalezené maximum toku je uvedeno na jednom z parametrů hrany
po kapacitě a ceně hrany. (Opět platí pro všechny toky v této podkapitole.) Hodnota
nalezeného maxima je 11.
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 6.2857, 36, , , 6.2857, ,  

 6.2857, 174, 4.7143, , , ,  

 15.7143, 55, , , , ,  

 6.2857, 152.6, , , 6.2857, ,  

 11, 180, , , 6.2857, ,  

 15.7143, 22, 4.7143, , , ,  

 4.7143, 5, 4.7143, , , ,  

 15.7143, 41, 4.7143, , , ,  

 6.2857, 118.7, 4.7143, , , ,  

 9.4286, 64, 4.7143, , , ,  

 4.7143, 38.2, 4.7143, , , ,  

 14.1429, 7, , , 6.2857, ,  

 15.7143, 30, , , 6.2857, ,  

 15.7143, 65.3, , , , ,  

Obrázek 10: Maximální tok z Vinohrad do ulice Žitná, bez ostatního provozu

Dalším maximem toku, který nás zajímá je tok magistrálou v ulici Legerova:

s = [5];
t = [6];
gmcf=maxmulticommodityflow(grafSim,s,t,’allShortest’).

Na Obrázku 11 je tento tok o hodnotě 15.7143 znázorněn.
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 6.2857, 36,  

 6.2857, 174,  
 15.7143, 55, 15.7143 

 6.2857, 152.6,  

 11, 180,  

 15.7143, 22, 15.7143 

 4.7143, 5,  

 15.7143, 41,  

 6.2857, 118.7,  
 9.4286, 64,  

 4.7143, 38.2,  

 14.1429, 7,  
 15.7143, 30,  

 15.7143, 65.3,  

Obrázek 11: Maximální tok magistrálou v ulici Legerova, bez ostatního provozu

Poslední maximum, které potřebujeme najít je maximum magistrály v opačném
směru než byl předchozí tok, tedy ulicí Sokolskou:

s = [7];
t = [12];
gmcf=maxmulticommodityflow(grafSim,s,t,’allShortest’).

Toto nalezené maximum je vidět na Obrázku 12 a je rovno hodnotě 15.7143.
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 6.2857, 36,  

 6.2857, 174,  
 15.7143, 55,  

 6.2857, 152.6,  

 11, 180,  

 15.7143, 22,  

 4.7143, 5,  

 15.7143, 41, 15.7143 

 6.2857, 118.7,  
 9.4286, 64,  

 4.7143, 38.2,  

 14.1429, 7,  
 15.7143, 30,  

 15.7143, 65.3, 15.7143 

Obrázek 12: Maximální tok magistrálou v ulici Sokolská, bez ostatního provozu

Doteď jsem uváděla pouze příklady, kdy jsem hledala jeden tok a neuvažovala
ostatní provoz. Jak by tato maxima vypadala v případě, že je budeme navzájem
uvažovat? Zmíněný případ je vidět na Obrázku 13. Můžeme si všimnout, že všechny
cesty opravdu reálně nemohou dosáhnout svých maximálních kapacit, protože mají
nekteré ulice společné, takzvaný bottleneck, který cesty omezuje. Výsledná maxima
pak budou: 6.2857 a 4.7143 pro dvě cesty prvního toku (tedy pro první tok 11) a 11
pro každý z toků na magistrále.
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 6.2857, 36, , , 6.2857, , , ,  

 6.2857, 174, 4.7143, , , , , ,  

 15.7143, 55, , , , , , 11,  

 6.2857, 152.6, , , 6.2857, , , ,  

 11, 180, , , 6.2857, , , ,  

 15.7143, 22, 4.7143, , , , , 11,  

 4.7143, 5, 4.7143, , , , , ,  

 15.7143, 41, 4.7143, , , , , , 11 

 6.2857, 118.7, 4.7143, , , , , ,  

 9.4286, 64, 4.7143, , , , , ,  

 4.7143, 38.2, 4.7143, , , , , ,  

 14.1429, 7, , , 6.2857, , , ,  
 15.7143, 30, , , 6.2857, , , ,  

 15.7143, 65.3, , , , , , , 11 

Obrázek 13: Maximální tok všemi cestami

33



11.2 Směrování toků pomocí multicommodityflow

Druhým úkolem je zjistit, kudy nejlépe směrovat tok vozidel z Vinohrad na Kar-
lovo náměstí v závislosti na zatížení magistrály (tedy dopravním toku příslušnými
hranami). Tento tok je vlastně počet projíždějících aut za minutu a nastavíme ho
tak, aby odpovídal menšímu z maxim nalezených cest z minulého příkladu (4.7) 11.1,
abychom mohli ukázat přesměrování toku při vyčerpání kapacity jedné z cest. V po-
sledním příkladě tento tok zvednem na součet těchto maxim (4.7 + 6.29), abychom
si ukázali, že algoritmus pružně reaguje i na tuto situaci. Tok magistrálou budeme
měnit, od nízkého (5) po jeho maximum (15), pro lepší simulaci dopravy.

Existují vlastně dvě reálné možnosti. Cesta přes ulici Vinohradskou a napojení
na magistrálu nebo cesta přes Náměstí Míru a ulicí Anglickou do ulice Žitné. Každá
z těchto cest má svá rizika, která mohou znamenat stání v koloně. Jestliže bude
málo vytížena magistrála, mělo by se vyplatit jet ulicí Vinohradskou. Přestože se
jedná o delší cestu, je zde menší pravděpodobnost kolon, protože počet semaforů v
ulici Anglické je vysoký a doba stání na červenou je opravdu dlouhá. Naproti tomu,
jestliže je hustý provoz na magistrále, mělo by se vyplatit použití kratší cesty přes
Náměstí Miru a ulici Anglickou, protože tato cesta magistrálu pouze kříží a tak
přetížení magistráli nezpůsobí úbytek její kapacity. Jak to bude vypadat v praxi?

Zadání funkce:

s = [1,5,7];
t = [11,6,12];
b = [4.7;5;5];
gmcf=multicommodityflow(grafSim,s,t,b,’allShortest’).

Na Obrázku 14 je uvedena varianta, kdy máme poměrně volnou magistrálu,
její tok odpovídá pouze jedné třetině jejího maxima, které jsme si zjistili pomoci
algoritmu maxmulticommodityflow v minulé kapitole 11.1. Tok je směrován přes
ulici Vinohradskou, přesně podle předpokladů.
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 6.2857, 36, , , , , , ,  

 6.2857, 174, , 4.7, , , , ,  

 15.7143, 55, , , , , , 5,  

 6.2857, 152.6, , , , , , ,  

 11, 180, , , , , , ,  

 15.7143, 22, , 4.7, , , , 5,  

 4.7143, 5, , 4.7, , , , ,  

 15.7143, 41, , 4.7, , , , , 5 

 6.2857, 118.7, , , , , , ,  

 9.4286, 64, , , , , , ,  

 4.7143, 38.2, , , , , , ,  

 14.1429, 7, , 4.7, , , , ,  
 15.7143, 30, , , , , , ,  

 15.7143, 65.3, , 4.7, , , , , 5 

Obrázek 14: Volná magistrála
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Jestliže zvýšíme provoz na magistrále, změníme druhý a třetí tok na 10, algorit-
mus multicommodityflow by stále měl tok směrovat přes ulici Vinohradskou, protože
tato trasa je levnější a magistrála stále ještě poskytuje dostatek volné kapacity pro
požadovaný tok.

s = [1,5,7];
t = [11,6,12];
b = [4.7;10;10];
gmcf=multicommodityflow(grafSim,s,t,b,’allShortest’)

Výsledný graf gmcf je vidět na Obrázku 15.
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 6.2857, 36, , , , , , ,  

 6.2857, 174, , 4.7, , , , ,   15.7143, 55, , , , , , 10,  

 6.2857, 152.6, , , , , , ,  

 11, 180, , , , , , ,  

 15.7143, 22, , 4.7, , , , 10,  

 4.7143, 5, , 4.7, , , , ,  

 15.7143, 41, , 4.7, , , , , 10 

 6.2857, 118.7, , , , , , ,   9.4286, 64, , , , , , ,  

 4.7143, 38.2, , , , , , ,  

 14.1429, 7, , 4.7, , , , ,  

 15.7143, 30, , , , , , ,  

 15.7143, 65.3, , 4.7, , , , , 10 

Obrázek 15: Zhušťování provozu na magistrále

Ve chvíli, kdy počet vozidel na magistrále dosáhne svého maxima, by měl algo-
ritmus multicommodityflow použít druhou nejlevnější možnou variantu cesty a to je
přesměrování toků přes Náměstí Míru, ulici Anglickou a dále přímo do ulice Žitné
tak, že magistrálu pouze překřížíme ale nebudeme ji využívat. Nastavíme tok na
magistrále na 15 a opět zavoláme algoritmus multicommodityflow :

s = [1,5,7];
t = [11,6,12];
b = [4.7;15;15];
gmcf=multicommodityflow(grafSim,s,t,b,’allShortest’).

Na Obrázku 16 je vidět výsledný graf gmcf . Podle našich předpokladů algorit-
mus opravdu zvolil druhou cestu.
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 6.2857, 36, , , 3.9857, , , ,  

 6.2857, 174, , 0.71429, , , , ,   15.7143, 55, , , , , , 15,  

 6.2857, 152.6, , , 3.9857, , , ,  

 11, 180, , , 3.9857, , , ,  

 15.7143, 22, , 0.71429, , , , 15,  

 4.7143, 5, , 0.71429, , , , ,  

 15.7143, 41, , 0.71429, , , , , 15 

 6.2857, 118.7, , , , , , ,   9.4286, 64, , , , , , ,  

 4.7143, 38.2, , , , , , ,  

 14.1429, 7, , 0.71429, 3.9857, , , ,  

 15.7143, 30, , , 3.9857, , , ,  

 15.7143, 65.3, , 0.71429, , , , , 15 

Obrázek 16: Magistrála zaplněna

Pojďme si ješte ukázat, jak tato situace bude vypadat, jestliže budeme tento tok
směrovat v době, kdy magistrála není plně vytížena (zaplníme ji ze dvou třetin), ale
tok který směrujeme je na svém maximu. Řekněme, že bychom směrovali nějakou
kolonu skrz Prahu z Vinohrad směr Karlovo náměstí někdy v době, kdy na magis-
trále není tak hustý provoz, tedy někdy mimo špičku. Pak je jasné, že tento tok se
musí rozdělit a využít všechny dostupné cesty, viz Obrázek 17.

s
1

s
2

t
2

s
3

t
1 t

3

 6.2857, 36, , , 6.2857, , , ,  

 6.2857, 174, , 4.7143, , , , ,   15.7143, 55, , , , , , 10,  

 6.2857, 152.6, , , 6.2857, , , ,  

 11, 180, , , 6.2857, , , ,  
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 15.7143, 41, , 4.7143, , , , , 10 

 6.2857, 118.7, , , , , , ,  
 9.4286, 64, , , , , , ,  

 4.7143, 38.2, , , , , , ,  

 14.1429, 7, , 4.7143, 6.2857, , , ,  
 15.7143, 30, , , 6.2857, , , ,  

 15.7143, 65.3, , 4.7143, , , , , 10 

Obrázek 17: Maximální tok v době mimo dopravní špičku

Na příkladech je opravdu dobře vidět, jak důležitý problém řeší algoritmy MCF.
S jejich využitím je možné plánovat průjezdy městem a dopravními uzly v závis-
losti na jejich aktuálním zatížení. Na rozdíl od klasických navigačních algoritmů,
kde uvažuji pouze cenu jednotlivých hran grafu, umožňuje MCF simulovat chování
dopravní sítě při různém zatížení a pracovat s celými dopravními toky a nejen s
trasami jednotlivých vozidel.
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12 Porovnání algoritmů multicommodityflow a ma-
xmulticommodityflow

Pro porovnávání mnou implementovaných algoritmů jsem vytvořila sadu benchmarků.
Jedná se o sady grafů, v počtu hran od 10 do 60, přibývajících po dvou hranách.
Pro všechna množství hran je vytvořeno deset náhodně vygenerovaných grafů, aby
bylo možno provádět nezávislejší měření. Z výsledných hodnot je následně proveden
průměr, který je vynesen do grafu.

Protože se jedná a NP - obtížné úlohy, časová náročnost řešení narůstá expo-
nenciálně s množstvím hran v grafu. Jestliže použijeme funkci kshortestpath, kde
necháme hledat jednu cestu, mělo by být řešení výrazně rychlejší. Na Obrázku 18 je
vyneseno měření těchto dvou funkcí pro počet 60 hran v grafu. Z obrázku je vidět,
že předpoklady pro rychlost algoritmu kshortestpath se potvrdily.
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allpath a kshortestpath
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allpath
kshortestpath,l=1

Obrázek 18: Časová náročnost funkcí kshortestpath a allpath

Dalším měřením, které ukáže rozdíl v rychlosti řešení jednotlivých algoritmů je
vidět na Obrázku 19. Měření jsem prováděla pro narůstající počet hledaných cest v
algoritmu kshortestpath, od jedné cesty do šedesáti cest. Je zřejmé, že se vzrůstajícím
počtem cest v algoritmu kshortestpath se křivka přibližuje hodnotám pro algoritmus
allpath.
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Obrázek 19: Srovnání algoritmů allpath a kshortestpath

Protože algoritmus maxmulticommodityflow používá funkci kshortestpath, je zá-
vislý na její rychlosti při hledání cest. Tato funkce může dohledávat cesty jak podle
kapacity hran, tak podle ceny. Obě tyto varianty by měly být přibližně stejně rychlé,
protože mechanismus hledání je stejný. Jak je vidět na Obrázku 20, časová náročnost
funkcí opravdu odpovídá. Stejně tak by měly být prakticky totožné časové nároč-
nosti, pro hledání nejkratších cest a nejkapacitnějších cest u algoritmu maxmulti-
commodityflow, viz Obrázek 21. Z tohoto obrázku je patrné, že je tomu opravdu
tak.
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Obrázek 20: Srovnání kshortestpath pro hledání cest podle váhy a podle kapacity
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Obrázek 21: Srovnání maxmulticmmodityflow pro hledání cest podle váhy a podle
kapacity

Jestliže budeme porovnávat časovou náročnost algoritmu maxmulticommodity-
flow, musíme si říci, pro jaké hodnoty tuto náročnost chceme měřit. Jestliže nás bude
zajímat například průjezd městem, můžeme zkusit různé varianty pro tento algo-
ritmus. Tedy nalezení všech cest volbou algoritmu allpath a nastavení libovolných
cest(’all’) a nastavení nejkapacitnějších cest (’kMosteCap’, l = 1) za použití algo-
ritmu kshortestpath, kdy necháme hledat jednu cestu. Výsledek pro takovéto měření
je vidět na Obrázku 22. Z tohoto obrázku vyplývá, že časová náročnost algoritmu
kshortestpath je opravdu výrazně menší, což se projeví i u algoritmu maxmulticom-
modityflow.
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Obrázek 22: MMCF pro různé varianty vstupních parametrů
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Stejně jako pro MMCF lze i pro MCF měřit časovou náročnost. Protože už jsem
měřením ověřila, že použití algoritmu kshortestpath je výrazně časově méně náročné
než použití funkce allpath, nebudu tuto vlastnost již znovu proměřovat. Mimo jiné se
tato časová náročnost musí opět objevit při různém nastavení vstupních parametrů
algoritmu multicommodityflow. Tento rozdíl je vidět na Obrázku 23.

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
0

5

10

15

20
multicommodityflow

t[s
]

pocet hran[−]

 

 
multicommodityflow, all
multicommodityflow, kMosteCap

Obrázek 23: MCF pro různé varianty vstupních parametrů

Na dalším obrázku opět jen potvrdím, že stejně jako pro algoritmus maxmulti-
commodityflow tak i pro algoritmus multicommodityflow je opět prakticky stejná
časová náročnost pro hledání cest podle váhy a podle kapacity, viz Obrázek 24.
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Obrázek 24: Multicommodityflow hledaní cest podle kapacity a podle váhy
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Poslední měření, které jsem pro algoritmy multicommodityflow a maxmulticom-
modityflow provedla je jejich porovnání pro stejné vstupní parametry. Tedy hledání
všech cest za použití algoritmu allpath viz Obrázek 25, hledání nejrychlejších cest
za použití algoritmu allpath viz Obrázek 26 a hledání nejrychlejších cest za použití
algoritmu kshortestpath viz Obrázek 27.
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Obrázek 25: MCF a MMCF pro stejné vstupní paramtery, volba ’all’
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Obrázek 26: MCF a MMCF pro stejné vstupní parametry, volba ’allShortest’
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Obrázek 27: MCF a MMCF pro stejné vstupní parametry, volba ’kMosteCap’

Z měření je jasné, že se potvrdila veškerá očekávání na časové náročnosti jed-
notlivých algoritmů. Časovou náročnost algoritmů multicommodityflow a maxmul-
ticommodityflow nejvíce ovlivňuje časová náročnost funkcí kshortestpath a allpath
a výběr jejich vstupních parametrů. Nejmenší časovou náročnost má MCF jestliže
použije funkci kshortestpath s jednou hledanou cestou, což je samozřejmě logické.
Protože tento algoritmus neprohledává všechny cesty až do konce, ale skončí s pro-
hledáváním cesty ve chvíli, kdy překročí velikost již nejhorší nalezenou a uloženou
cestu. Jedná se o zlepšení algoritmu metodou větví a mezí.
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13 Závěr

Zadáním této práce bylo zmapovat situaci a napsat rešerši na téma multicom-
modity flow, především v dopravní problematice. Poté vybrat způsob implementace
a implementovat tento algoritmus do TORSCHE Scheduling toolboxu pro Matlab,
včetně vlastního zlepšení. Tyto algoritmy otestovat a porovnat. Poslední částí za-
dání bylo k algoritmům vytvořit dokumentaci, selftesty a demo, ukazující použití
algoritmů.

Podle zadání jsem zjistila, které algoritmy řešící problém MCF se dnes po celém
světě používají. Nastudovala a popsala jsem jejich základní fungování, výhody a ne-
výhody, včetně časových náročností, pokud se daly zjistit. Jednotlivé algoritmy jsem
porovnala. Všechny informace o jednotlivých algoritmech jsem čerpala z literatury
vydané od roku 2000, abych tak zajistila aktuálnost práce.

Problém MCF jsem rozebrala a ukázala, jak lze tento problém řešit v praxi a kde
všude ho lze najít. Vysvětlila jsem zadání problému MCF, způsob jeho řešení po-
mocí lineárního programování, včetně převodu na tento problém a ukázky sestavení
jednotlivých vstupních matic a všech vstupních parametrů, které jsou pro lineární
programování potřeba.

Problém MCF jsem rozdělila na dva algoritmy, kde algoritmus multicommodi-
tyflow řeší klasické MCF, které hledá požadované toky a druhý maxmulticommodi-
tyflow algoritmus hledá největší toky z požadovaných vstupních vrcholů do poža-
dovaných výstupních vrcholů, algoritmy jsou implementovány podle [Vyg00]. Oba
tyto algoritmy dále využívají funkce allpath a kshortestpath, které předhledávají al-
goritmům cesty. Tyto funkce výrazně ovlivňují časové náročnosti obou algoritmů.
Při použití funkce allpath jde vlastně klasické řešení problému multicommodity flow.
Druhá funkce, tedy funkce kshortestpath je vylepšené prohledávání grafu do hloubky
o metodu větví a mezí. Tato funkce je výrazným zlepšení algoritmů, protože díky to-
muto použití výrazně klesá časová náročnost. Toto tvrzení bylo podloženo a ověřeno
měřeními, která vše potvrzují. Měření také potvrdila předpoklad, že pro vzrůstající
počet hran v grafu stoupá časová náročnost exponenciálně a pro větší množství hran
je měření díky velkým časovým nárokům, alespoň na běžném počítači, nemožné.
Tato exponenciální časová náročnost je způsobena prohledáváním grafu do hloubky,
které je použito v algoritmech allpath a kshortestpath. Protože implementace tohoto
algoritmu v Matlabu není přiliš efektivní, při potřebě zpracovávání větších grafů v
praxi by mohlo zlepšit použití vhodnějšího programovacího jazyka, ale protože se
jedná o NP úlohu, časová náročnost zůstane exponenciální. Prostředí Matlab a jeho
názornost je však vhodná pro účely výuky. Moje implementace algoritmu splňuje
QoS dané potřebami výuky.

Abych dostála zadání práce porovnat data z implementovaných algoritmů co nej-
věrněji s reálnými daty, provedla jsem měření v terénu a z dosažených dat vyrobila
příklad. Jedná se o takový příklad použití algoritmů multicommodityflow a max-
mulitcommodityflow, který je postaven nejen na reálných datech, ale měl by čtenáři
detailně popsat a vysvětlit použití algoritmů a také zdůraznit jejich výhody.

Práce obsahuje detailní popis všech algoritmů, včetně další funkce distance, která
dopočítává délku hran na základě grafické reprezentace grafů v nástroji Graphedit.
To umožňuje vytvoření ohodnoceného objektu graf například ze silniční mapy. V
popisu jsou rozebrány všechny kombinace zadání vstupních parametrů, které mají
výrazný vliv na řešení algoritmů.

Aby implementace algoritmů splňovala nároky TORSCHE Scheduling toolboxu,
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bylo nutné pro všechny algoritmy napsat dokumentaci, testy ověřující správnost al-
gorimtů a vyrobit ukázkové demo, na kterém je vidět možné použití algoritmů multi-
commodityflow a maxmulticommodityflow. Dokumentace k algoritmům je umístěna
konci práce v přílohách. Všechny implementované algoritmy včetně demo aplikace
a selftestů jsem uložila na přiložené CD.

Při psaní této práce jsem narážela na různé problémy, nejčastějším z nich byl
asi obtížný přístup k informacím. Především při dohledávání odborných článků při
psaní rešerše. Jedná se o články vydávané po celém světě, články psané ne vždy
dobře čitelnou angličtinou a články, které popisovaly algoritmy třeba na dvaceti
stranách a tak bylo mnohdy obtížné algoritmus popsat krátce. Dalším problémem,
na který jsem narážela, bylo překládání odborných termínů a jmen. Jestliže jsem
pro ně neznala český překlad nebo se často používá anglické pojmenování, název
jsem nepřekládala. Také porovnání nalezených algoritmů bylo obtížné. Každý autor
použil pro ohodnocení svého algoritmu jinou metodu a tak lze jen těžko srovnávat
efektivitu algoritmů.

Jak už bylo zmíněno, TORSCHE Scheduling toolbox využívají v rámci výuky
studenti nejen na naší univerzitě, ale také na školách po celém světě. Proto pevně
věřím, že implementace algoritmů řešících MCF problém usnadní jejich studium a
pochopení tématiky grafových algoritmů. Zlepšení, které jsem na algoritmu provedla,
ukazuje možný způsob optimalizace jednotlivých algoritmů pro použití v konkrét-
ních aplikacích.
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Seznam zkratek

QoS Quality of service
CF Commodity flow

MCF Multicommodity flow
MMCF Maximum multicommodity flow

TE Traffic engineering
TP Traffic problem

CBR Constraint-based routing
WSP Widest-Shortest Path
SWP Shortest-Widest Path
SP Shortest Path

MIP Mixed Integer Programming
MINP Mixed Integer Non-linear Programming

IP Integer Programming
LSPs Label-Switched Paths
OSPF Open shortest path first

RT Real Time
PBR Profile-based routing

MIRA Minimum Interference Routing Algorithm
HLR Hybrid Multicommodity Routing Algorithm
CSA Contractive Simplex Algorithm
FCD Floating Car Data
ITS Intelligent Traffic Service

ATIS Advanced Traveller Information System
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A Obsah přiloženého CD

� dp 2009 hanakova elvira.pdf

� multicommodityflow.m

� maxmulticommodityflow.m

� kshortestpath.m

� allpath.m

� distance.m

� graph multicommodityflow test001.m

� graph maxmulticommodityflow test001.m

� graph allpath test001.m

� graph kshortestpat test001.m

� multicommodityflow2 demo.m
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B Implementované algoritmy

B.1 Multicommodityflow

f unc t i on [ gmcf numberOfFlows ] = multicommodityflow (g , s , t , b , pathFilter , varargin )

maxUserParam = max( cellfun ( @ ( x ) l ength ( x . UserParam ) , get (g , 'E ' ) ) ) ;
biggerParam = maxUserParam ;
i f narg in > 5

i f isnumeric ( varargin {1})
limitation = varargin {1} ;
limitation = round ( limitation (1 ) ) ;

end
e l s e

limitation = 3 ;
end

i f narg in > 6
i f isnumeric ( varargin {1})

cap = varargin {1} ;
cap = round ( cap (1 ) ) ;

end
e l s e

cap = 1 ;
end

i f narg in > 7
i f isnumeric ( varargin {2})

userParamPos = varargin {2} ;
userParamPos = round ( userParamPos (1 ) ) ;
i f userParamPos == cap

di sp ( 'TORSCHE: graph : sameParam ' , . . .
' Capab i l i ty and co s t are the same parameter ! ' ) ;

end
end

e l s e i f cap ˜= 2 && maxUserParam > 1
userParamPos = 2 ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , ' kShorte s t ' ) | | strcmpi ( pathFilter , ' a l l S h o r t e s t ' )
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : sameParam ' , . . .

'Cost i s absent ! ' ) ;
e l s e

userParamPos = [ ] ;
end

f = 0 ;
i f strcmpi ( pathFilter , ' a l l ' )
[ gap numberOfFlows amplFlows ] = allpath (g , s , t , 1 ) ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , ' a l l S h o r t e s t ' )
f = 1 ;
[ gap numberOfFlows amplFlows ] = allpath (g , s , t , 1 , userParamPos ) ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , ' kShorte s t ' )
[ gap numberOfFlows ] = kshortestpath (g , s , t , ' kShorte s t ' , 1 , limitation ) ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , 'kMosteCap ' )
[ gap numberOfFlows ] = kshortestpath (g , s , t , 'kMosteCap ' , 1 , limitation ) ;

e l s e
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongParam ' , . . .

' input parameter pathReduced i s wrong ! ' ) ;
end

edgeList = get (g , ' ed l ' ) ;
edgeList = cell2mat ( edgeList ) ;
edgeNumber = length ( g . E ) ;

M = zero s ( edgeNumber , sum( numberOfFlows ) ) ;
f o r i = 1 : s i z e (M , 1 )

f o r j = 1 : s i z e (M , 2 )
M (i , j ) = gap . E ( i ) . userParam ( j+biggerParam ) ;

end
end
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N = zero s ( s i z e (t , 2 ) , s i z e (M , 2 ) ) ;
f o r i = 1 : s i z e (t , 2 )

i f i==1
N (i , 1 : numberOfFlows ( i ) )=1;

e l s e
N (i , sum( numberOfFlows ( 1 : i−1) )+1:sum( numberOfFlows ( 1 : i ) ) )=1;

end
end
i f f == 0
f = ones ( s i z e (M , 2 ) , 1 ) ;

e l s e i f f == 1
f = amplFlows ;

end

u = edgeList ( : , 2 + cap ) ;
LB = ze ro s ( s i z e (M , 2 ) , 1 ) ;
[ y , fval , exitflag ] = linprog (f , M , u , N , b , LB ) ;

gmcf = gap ;
i f exitflag==1

f o r i = 1 : s i z e (M , 1 )
f o r j = 1 : s i z e (M , 2 )

i f gmcf . E ( i ) . userParam ( j+biggerParam ) == 1
gmcf . E ( i ) . userParam{j+biggerParam} = y ( j ) ;

end
end

end
e l s e

e r r o r ( 'TORSCHE: graph : s o l u t i o n n o t e x i s t ' , . . .
' So lu t i on not e x i s t f o r r equ i r ed f l ows ! ' ) ;

end
end
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B.2 Maxmulticommodityflow

f unc t i on gmmcf = maxmulticommodityflow (g , s , t , pathFilter , varargin )

i f narg in > 4
i f isnumeric ( varargin {1})

limitation = varargin {1} ;
limitation = round ( limitation (1 ) ) ;

end
e l s e

limitation = 3 ;
end

i f narg in > 5
i f isnumeric ( varargin {2})

cap = varargin {2} ;
cap = round ( cap (1 ) ) ;

end
e l s e

cap = 1 ;
end
maxUserParam = max( cellfun ( @ ( x ) l ength ( x . UserParam ) , get (g , 'E ' ) ) ) ;
biggerParam = maxUserParam ;
i f narg in > 6

i f isnumeric ( varargin {3})
userParamPos = varargin {3} ;
userParamPos = round ( userParamPos (1 ) ) ;
i f userParamPos == cap

warning ( 'TORSCHE: graph : sameParam ' , . . .
' Capab i l i ty and co s t are the same parameter ! ' ) ;

end
end

e l s e i f cap ˜= 2 && maxUserParam > 1
userParamPos = 2 ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , ' kShorte s t ' ) | | strcmpi ( pathFilter , ' a l l S h o r t e s t ' )
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : sameParam ' , . . .

'Cost i s absent ! ' ) ;
e l s e userParamPos = [ ] ;
end

f = 0 ;
i f strcmpi ( pathFilter , ' a l l ' )
[ gap numberOfFlows amplFlows ] = allpath (g , s , t , 1 ) ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , ' a l l S h o r t e s t ' )
f = 1 ;
[ gap numberOfFlows amplFlows ] = allpath (g , s , t , 1 , userParamPos ) ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , ' kShorte s t ' )
[ gap numberOfFlows ] = kshortestpath (g , s , t , ' kShorte s t ' , 1 , limitation ) ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , 'kMosteCap ' )
[ gap numberOfFlows ] = kshortestpath (g , s , t , 'kMosteCap ' , 1 , limitation ) ;

e l s e
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongParam ' , . . .

' input parameter pathReduced i s wrong ! ' ) ;
end

edgeList = get (g , ' ed l ' ) ;
edgeList = cell2mat ( edgeList ) ;
edgeNumber = length ( g . E ) ;

M = zero s ( edgeNumber , sum( numberOfFlows ) ) ;
f o r i = 1 : s i z e (M , 1 )

f o r j = 1 : s i z e (M , 2 )
M (i , j ) = gap . E ( i ) . userParam ( j+biggerParam ) ;

end
end
i f f == 0
f = −1*ones ( s i z e (M , 2 ) , 1 ) ;

e l s e i f f == 1
f = −1*amplFlows ;

end

u = edgeList ( : , 2 + cap ) ;
LB = ze ro s ( s i z e (M , 2 ) , 1 ) ;
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[ y , fval , exitflag ] = linprog (f , M , u , [ ] , [ ] , LB ) ;
gmmcf = gap ;
i f exitflag==1

f o r i = 1 : s i z e (M , 1 )
f o r j = 1 : s i z e (M , 2 )

i f gmmcf . E ( i ) . userParam ( j+biggerParam ) == 1
gmmcf . E ( i ) . userParam{j+biggerParam} = y ( j ) ;

end
end

end
e l s e

e r r o r ( 'TORSCHE: graph : s o l u t i o n n o t e x i s t ' , . . .
' So lu t i on not e x i s t ! ' ) ;

end

end
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B.3 Allpath

f unc t i on [ gap numberOfFlows amplFlows ] = allpath (g , s , t , varargin )

i f narg in > 3
i f isnumeric ( varargin {1})

ci = varargin {1} ;
ci = round ( ci (1 ) ) ;

e l s e
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparamtype ' , . . .

'Fourth parameter must be numerica l ! ' ) ;
end

e l s e
ci = 0 ;

end
i f narg in > 4

i f isnumeric ( varargin {2})
cap = varargin {2} ;
cap = round ( cap (1 ) ) ;

end
e l s e

cap = 1 ;
end
i f iscyclic ( g ) && ci==0

e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wronggraph ' , . . .
'Graph conta in s cy c l e ! ' ) ;

end
edgeList = get (g , ' ed l ' ) ;
edgeList = cell2mat ( edgeList ) ;
maxUserParam = max( cellfun ( @ ( x ) l ength ( x . UserParam ) , get (g , 'E ' ) ) ) ;
biggerParam = maxUserParam ;
n = max(max( edgeList ( : , 1 : 2 ) ) ) ;
i f l ength ( s )˜=length ( t )

e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparam ' , . . .
'Matrix s and t have to be same length ! ' ) ;

end
E = cell (1 , n ) ;
f o r i = 1 : n

index = f ind ( edgeList ( : , 1) == i ) ;
E{i} = ( index ) ;

end
f o r i = 1 : l ength ( s )

i f isempty ( E{s ( i ) })
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparam ' , . . .

' Input parameter s i s wrong !Way does not e x i s t ! ' ) ;
end

end
f o r i = 1 : l ength ( t )
i f ˜any ( edgeList ( : , 2 )==t ( i ) )

e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparam ' , . . .
' Input parameter t i s wrong !Way does not e x i s t ! ' ) ;

end
end
edgeways = zero s (100 , l ength ( g . E ) ) ;
nodeways = zero s (100 , l ength ( g . N ) ) ;
l i n e = 1 ;
thruePath = zero s (100 ,2 ) ;
f o r i = 1 : s i z e (s , 2 )

i f l i n e>=length ( edgeways )
edgeways = [ edgeways ; z e r o s (100 , l ength ( g . E ) ) ] ;
nodeways = [ nodeways ; z e r o s (100 , l ength ( g . N ) ) ] ;
thruePath = [ thruePath ; z e r o s (100 ,2 ) ] ;

end
lifo = lifoPush ( [ ] , ( E{s ( i ) }) ' ) ;
[ lifo next ] = lifoPop ( lifo ) ;
nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ==0,1, ' f i r s t ' ) ) = edgeList ( next , 1 ) ;
whi l e 1

i f ˜any ( next == edgeways ( l i n e , : ) ) && ˜any ( edgeList ( next , 2 ) == nodeways (←↩
l i n e , : ) ) . . .
&& nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )==edgeList ( next←↩

, 1 )
edgeways ( l i n e , f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ==0,1, ' f i r s t ' ) ) = next ;
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nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ==0,1, ' f i r s t ' ) ) = edgeList ( next , 2 )←↩
;

% edge ends in t ( copy l i n e , s tep back )
i f edgeList ( next , 2 ) == t ( i )

thruePath ( l i n e , 1 ) = i ;
thruePath ( l i n e , 2 ) = sum( edgeList ( edgeways ( l i n e , 1 : f i nd ( edgeways (←↩

l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+cap ) ) ;
end
% from node , where edge ends , takes another edge ( us ing next edge )
i f ˜ isempty ( E{edgeList ( next , 2 ) }) && edgeList ( next , 2 ) ˜= t ( i )

lifo = lifoPush ( lifo , ( E{edgeList ( next , 2 ) }) ' ) ;
% from node , where edge ends , doesn ' t take another edge ( copy l i n e , ←↩

s tep back )
e l s e i f f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' )˜=1

edgeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .
= edgeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) ;
nodeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .
= nodeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) ;
l i n e = l i n e + 1 ;

e l s e
break ;

end
% edge or node were a l r eady used ( copy l i n e , us ing the next edge from←↩

the same node or s tep back )
e l s e i f nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )˜=edgeList ( next←↩

, 1 ) . . .
&& f ind ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' )˜=1

edgeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .
= edgeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) ;
nodeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .
= nodeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) ;
l i n e = l i n e + 1 ;
lifo = lifoPush ( lifo , next ) ;

end
i f ˜ isempty ( lifo )

[ lifo next ] = lifoPop ( lifo ) ;
e l s e

l i n e = l i n e + 1 ;
break ;

end
end

end
numberOfFlows = zero s (1 , s i z e (s , 2 ) ) ;
f o r i = 1 : s i z e (s , 2 )

numberOfFlows ( i ) = sum( thruePath ( : , 1 )==i ) ;
end
sumOfFlows = sum( numberOfFlows ) ;

% complete graph gap by f l ows
gap = g ;
f o r i = 1 : s i z e ( edgeList , 1 )

f o r j = 1 : sumOfFlows
gap . E ( i ) . userParam{j+biggerParam} = 0 ;

end
end
column = f ind ( thruePath ( : , 1 ) ˜=0) ;
f o r i = 1 : sumOfFlows

lineOfEdges = edgeways ( column ( i ) , edgeways ( column ( i ) , : ) ˜=0) ;
f o r j = 1 : s i z e ( lineOfEdges , 2 )

gap . E ( lineOfEdges ( j ) ) . userParam{i+biggerParam} = 1 ;
end

end
amplFlows = thruePath ( column , 2 ) ;
end

func t i on [ lifo value ] = lifoPop ( lifo )
value = lifo ( end ) ;
lifo = lifo ( 1 : end−1) ;

end

func t i on lifo = lifoPush ( lifo , value )
lifo = [ lifo value ] ;

end
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B.4 Kshortestpath

[ gksp numberOfFlows ] = kshortestpath (g , s , t , pathFilter , varargin )

i f narg in > 4
i f isnumeric ( varargin {1})

ci = varargin {1} ;
ci = round ( ci (1 ) ) ;

e l s e
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparamtype ' , . . .

'Fourth parameter must be numerica l ! ' ) ;
end

e l s e
ci = 0 ;

end
i f narg in > 5

i f isnumeric ( varargin {2})
numPath = round ( varargin {2}) ;

end
e l s e

numPath = 3 ;
end
i f narg in > 6

i f isnumeric ( varargin {3})
cap = varargin {3} ;
cap = round ( cap (1 ) ) ;

end
e l s e

cap = 1 ;
end
maxUserParam = max( cellfun ( @ ( x ) l ength ( x . UserParam ) , get (g , 'E ' ) ) ) ;
biggerParam = maxUserParam ;
i f narg in > 7

i f isnumeric ( varargin {4})
userParamPos = varargin {4} ;
userParamPos = round ( userParamPos (1 ) ) ;
i f userParamPos == cap

warning ( 'TORSCHE: graph : sameParam ' , . . .
'Cost and c ap ab i l i t y are the same parameter ! ' ) ;

end
end

e l s e i f cap ˜= 2 && maxUserParam > 1
userParamPos = 2 ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , ' kShorte s t ' )
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : sameParam ' , . . .

'Cost i s absent ! ' ) ;
end
i f iscyclic ( g ) && ci==0

e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wronggraph ' , . . .
'Graph conta in s cy c l e ! ' ) ;

end

i f strcmpi ( pathFilter , ' kShorte s t ' )
k = 2 ;

e l s e i f strcmpi ( pathFilter , 'kMosteCap ' )
k = 1 ;

e l s e
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparamtype ' , . . .

'Wrong input parametr pa thF i l t e r ! ' ) ;
end

edgeList = get (g , ' ed l ' ) ;
edgeList = cell2mat ( edgeList ) ;
n = max(max( edgeList ( : , 1 : 2 ) ) ) ;
i f l ength ( s )˜=length ( t )

e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparam ' , . . .
'Matrix s and t have to be same length ! ' ) ;

end
E = cell (1 , n ) ;
f o r i = 1 : n

index = f ind ( edgeList ( : , 1) == i ) ;
E{i} = ( index ) ;
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end
f o r i = 1 : l ength ( s )

i f isempty ( E{s ( i ) })
e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparam ' , . . .

' Input parameter s i s wrong !Way does not e x i s t ! ' ) ;
end

end
f o r i = 1 : l ength ( t )
i f ˜any ( edgeList ( : , 2 )==t ( i ) )

e r r o r ( 'TORSCHE: graph : wrongparam ' , . . .
' Input parameter t i s wrong !Way does not e x i s t ! ' ) ;

end
end
edgeways = zero s (100 , l ength ( g . E ) ) ;
nodeways = zero s (100 , l ength ( g . N ) ) ;
l i n e = 1 ;
thruePath = zero s (100 ,2 ) ;
f o r i = 1 : s i z e (s , 2 )

i f l i n e>=length ( edgeways )
edgeways = [ edgeways ; z e r o s (100 , l ength ( g . E ) ) ] ;
nodeways = [ nodeways ; z e r o s (100 , l ength ( g . N ) ) ] ;
thruePath = [ thruePath ; z e r o s (100 ,2 ) ] ;

end
lifo = lifoPush ( [ ] , ( E{s ( i ) }) ' ) ;
[ lifo next ] = lifoPop ( lifo ) ;
nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ==0,1, ' f i r s t ' ) ) = edgeList ( next , 1 ) ;
i f k ==2

whi le 1
i f ˜any ( next == edgeways ( l i n e , : ) ) && ˜any ( edgeList ( next , 2 ) == ←↩

nodeways ( l i n e , : ) ) . . .
&& nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )==←↩

edgeList ( next , 1 )
edgeways ( l i n e , f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ==0,1, ' f i r s t ' ) ) = next ;
nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ==0,1, ' f i r s t ' ) ) = edgeList (←↩

next , 2 ) ;
% edge ends in t and number o f path < numPath
%( copy l i n e , remeber sum of edgeways , s tep back )
i f edgeList ( next , 2 ) == t ( i ) && length ( f i nd ( thruePath ( : , 1 )==i ) ) < ←↩

numPath
thruePath ( l i n e , 1 ) = i ;
thruePath ( l i n e , 2 ) = sum( edgeList ( edgeways ( l i n e , 1 : f i nd (←↩

edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+userParamPos ) ) ;
% edge ends in t , number o f path > numPath+1, new way i s ←↩

be t t e r
% ( copy l i n e , remeber sum of edgeways , r ep l a c e new way , s tep ←↩

back )
e l s e i f edgeList ( next , 2 ) == t ( i ) && any (sum( edgeList ( edgeways ( l i n e←↩

, 1 : f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+userParamPos ) ) < . . .
max( thruePath ( f i nd ( thruePath ( : , 1 )==i ) , 2 ) ) )

[ temp theWorstWay ] = max( thruePath ( f i nd ( thruePath ( : , 1 )==i ) , 2 )←↩
) ;

xWays = f ind ( thruePath ( : , 1 )==i ) ;
thruePath ( xWays ( theWorstWay ) , 1 ) = 0 ;
thruePath ( xWays ( theWorstWay ) , 2 ) = 0 ;
thruePath ( l i n e , 1 ) = i ;
thruePath ( l i n e , 2 ) = sum( edgeList ( edgeways ( l i n e , 1 : f i nd (←↩

edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+userParamPos ) ) ;
end
% from node , where edge ends , takes another edge and number
% of f low does not turn f inded path or not enough path
% ( us ing next edge )
i f ˜ isempty ( E{edgeList ( next , 2 ) }) && edgeList ( next , 2 ) ˜= t ( i ) . . .

&& ( any (sum( edgeList ( edgeways ( l i n e , 1 : f i nd ( edgeways ( l i n e←↩
, : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+userParamPos ) ) < . . .

max( thruePath ( f i nd ( thruePath ( : , 1 )==i ) , 2 ) ) ) | | l ength ( f i nd←↩
( thruePath ( : , 1 )==i ) ) < numPath )

lifo = lifoPush ( lifo , ( E{edgeList ( next , 2 ) }) ' ) ;
% from node , where edge ends , doesn ' t take another edge ( copy ←↩

l i n e , s tep back )
e l s e i f f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' )˜=1

edgeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .
= edgeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1)←↩

;
nodeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .
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= nodeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1)←↩
;

l i n e = l i n e + 1 ;
e l s e

break ;
end
% edge or node were a l r eady used ( copy l i n e , us ing the next edge
% from the same node or s tep back )

e l s e i f nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )˜=edgeList (←↩
next , 1 ) . . .

&& f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' )˜=1
edgeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .

= edgeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) ;
nodeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .

= nodeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) ;
l i n e = l i n e + 1 ;
lifo = lifoPush ( lifo , next ) ;

end
i f ˜ isempty ( lifo )

[ lifo next ] = lifoPop ( lifo ) ;
e l s e

l i n e = l i n e + 1 ;
break ;

end
end

e l s e
whi l e 1

i f ˜any ( next == edgeways ( l i n e , : ) ) && ˜any ( edgeList ( next , 2 ) == ←↩
nodeways ( l i n e , : ) ) . . .

&& nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )==←↩
edgeList ( next , 1 )

edgeways ( l i n e , f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ==0,1, ' f i r s t ' ) ) = next ;
nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ==0,1, ' f i r s t ' ) ) = edgeList (←↩

next , 2 ) ;
% edge ends in t and number o f path < numPath
%( copy l i n e , remeber sum of edgeways , s tep back )
i f edgeList ( next , 2 ) == t ( i ) && length ( f i nd ( thruePath ( : , 1 )==i ) ) < ←↩

numPath
thruePath ( l i n e , 1 ) = i ;
thruePath ( l i n e , 2 ) = min ( edgeList ( edgeways ( l i n e , 1 : f i nd (←↩

edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+cap ) ) ;
% edge ends in t , number o f path > numPath+1, new way i s ←↩

be t t e r
% ( copy l i n e , remeber sum of edgeways , r ep l a c e new way , s tep ←↩

back )
e l s e i f edgeList ( next , 2 ) == t ( i ) && any (min ( edgeList ( edgeways ( l i n e←↩

, 1 : f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+cap ) ) > . . .
min ( thruePath ( f i nd ( thruePath ( : , 1 )==i ) , 2 ) ) )

[ temp theWorstWay ] = min ( thruePath ( f i nd ( thruePath ( : , 1 )==i ) , 2 )←↩
) ;

xWays = f ind ( thruePath ( : , 1 )==i ) ;
thruePath ( xWays ( theWorstWay ) , 1 ) = 0 ;
thruePath ( xWays ( theWorstWay ) , 2 ) = 0 ;
thruePath ( l i n e , 1 ) = i ;
thruePath ( l i n e , 2 ) = min ( edgeList ( edgeways ( l i n e , 1 : f i nd (←↩

edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+cap ) ) ;
end
% from node , where edge ends , takes another edge and number
% of f low does not turn f inded path or not enough path
% ( us ing next edge )
i f ˜ isempty ( E{edgeList ( next , 2 ) }) && edgeList ( next , 2 ) ˜= t ( i ) . . .

&& ( any (min ( edgeList ( edgeways ( l i n e , 1 : f i nd ( edgeways ( l i n e←↩
, : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) ) ,2+cap ) ) > . . .

min ( thruePath ( f i nd ( thruePath ( : , 1 )==i ) , 2 ) ) ) | | l ength ( f i nd←↩
( thruePath ( : , 1 )==i ) ) < numPath )

lifo = lifoPush ( lifo , ( E{edgeList ( next , 2 ) }) ' ) ;
% from node , where edge ends , doesn ' t take another edge ( copy ←↩

l i n e , s tep back )
e l s e i f f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' )˜=1

edgeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .
= edgeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1)←↩

;
nodeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .

= nodeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1)←↩
;
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l i n e = l i n e + 1 ;
e l s e

break ;
end
% edge or node were a l r eady used ( copy l i n e , us ing the next edge
% from the same node or s tep back )

e l s e i f nodeways ( l i n e , f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )˜=edgeList (←↩
next , 1 ) . . .

&& f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' )˜=1
edgeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .

= edgeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( edgeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) ;
nodeways ( l i n e +1 ,1:( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) . . .

= nodeways ( l i n e , 1 : ( f i nd ( nodeways ( l i n e , : ) ˜=0 ,1 , ' l a s t ' ) )−1) ;
l i n e = l i n e + 1 ;
lifo = lifoPush ( lifo , next ) ;

end
i f ˜ isempty ( lifo )

[ lifo next ] = lifoPop ( lifo ) ;
e l s e

l i n e = l i n e + 1 ;
break ;

end
end

end
end
numberOfFlows = zero s (1 , s i z e (s , 2 ) ) ;
f o r i = 1 : s i z e (s , 2 )

numberOfFlows ( i ) = sum( thruePath ( : , 1 ) == i ) ;
end
sumOfFlows = sum( numberOfFlows ) ;

% complete graph gksp by f l ows
gksp = g ;
f o r i = 1 : s i z e ( edgeList , 1 )

f o r j = 1 : sumOfFlows
gksp . E ( i ) . userParam{j+biggerParam} = 0 ;

end
end
column = f ind ( thruePath˜=0) ;
f o r i = 1 : sumOfFlows

lineOfEdges = edgeways ( column ( i ) , edgeways ( column ( i ) , : ) ˜=0) ;
f o r j = 1 : s i z e ( lineOfEdges , 2 )

gksp . E ( lineOfEdges ( j ) ) . userParam{i+biggerParam} = 1 ;
end

end

end

func t i on [ lifo value ] = lifoPop ( lifo )
value = lifo ( end ) ;
lifo = lifo ( 1 : end−1) ;
end

func t i on lifo = lifoPush ( lifo , value )
lifo = [ lifo value ] ;
end
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C Dokumentace

Na dalších stranách je přiložena dokumentace k jednotlivým algoritmům. Tato
dokumentace ja automaticky generována z XML šablon, které mají jasně danou
strukturu a konvence pro TORSCHE Scheduling toolbox. U algoritmu je vžy popis,
volání funkce, popis vstupních a výstupních parametrů, příklad použití a obrázek
použití algoritmu.
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CHAPTER 10. GRAPH ALGORITHMS 10.11. MULTICOMMODITY FLOW

10.11 Multicommodity flow

Multicommodity flow is a function, which finds flows in the graph with required quantity flows. Algo-
rithm looks for a path in the graph from source nodes to sinks nodes. The algorithm is able to search
maximum flow through the graf (maxmulticommodityflow function) or schedule some given value of the
flow (multicommodityflow). A simple example is shown in Figure 10.17.

Figure 10.17 An example of multicommodityflow function use .
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10.11.1 Multicommodity flow

This algorithm schedules the given flow into the set of the most suitable paths through the graph. The
set of paths is prepared by an external function. It is possible to choose whether to use ’allpath’ function,
which finds all the path through the graph or ’kshortestpath’ function, which finds just a required number
of the shortest paths through the graph. Algorithm uses function ’linprog’ to solve the MCF problem. A
usage example is shown in Figure 10.17. A call example is shown in Figure 10.18

gmcf = multicommodityflow(g,s,t,b,pathFilter)
gmcf = multicommodityflow(g,s,t,b,pathFilter,limitation)
gmcf = multicommodityflow(g,s,t,b,pathFilter,limitation,cap)
gmcf = multicommodityflow(g,s,t,b,pathFilter,limitation,cap,cost)
[gmcf numberOfFlows] = multicommodityflow(g,s,t,b,pathFilter,limitation,...)

g
input object of type Graph which edges have to be weighted

s
list of source nodes

t
list of sinks nodes

b
list of reqired flows

pathFilter
type of function, which is used for finding paths,four possibilites (’all’,’allShortest’,’kShortest’,’kMosteCap’)

limitation
for choice ’kShortest’ and ’kMosteCap’ is number of finding paths

cap
number of parameter, on which capability of edges are saved.
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CHAPTER 10. GRAPH ALGORITHMS 10.11. MULTICOMMODITY FLOW

cost
number of parameter, on which cost of edges are saved

gmcf
output object of type graf

numberOfFlows
number of found flows

Figure 10.18 Multicommodityflow algorithm call example
>>edgeList= {1 2,3;1 3,4;1 7,5;1 10,3;2 13,1;2 15,3;2 18,2;3 4,3;4 5,4;
>> 5 6,3;6 9,4;6 12,5;7 8,5;8 9,5;9 12,9;10 11,2;10 14,5;11 12,3;13 14 1;
>> 14 22,2;15 16,4;16 17,5;17 22,3;18 19,1;19 15,3;19 20,5;20 21,8;21 22,3};
>> g = graph(’edl’,edgeList,’edgeDatatype’,{’double’});
>> s = [1 2];
>> t = [12 22];
>> b = [2;1];
>> limitation = 2;
>> gmcf = multicommodityflow(g,s,t,b,’kMosteCap’,limitation)

10.11.2 Maximum multicommodity flow

Maximum multicommodity flow is a function, which finds the maximum flow through the graph using
the prepared set of paths. While having the ’pathFilter’ option set into ’allpath’ value, all the possible
paths through the graph are used. On the other hand, setting it into ’kshortestpath’ value makes the
algorithm to use just the k most suitable paths. The algorithm uses ’linprog’ function for solving the
problem. The usage example is shown in Figure 10.17. A call example is shown in Figure 10.19

gmmcf = maxmulticommodityflow(g,s,t,pathFilter)
gmmcf = maxmulticommodityflow(g,s,t,pathFilter,limitation)
gmmcf = maxmulticommodityflow(g,s,t,pathFilter,limitation,cap)
gmmcf = maxmulticommodityflow(g,s,t,b,pathFilter,limitation,cap,cost)

g
input object of type Graph which edges have to be weighted

s
list of source nodes

t
list of sinks nodes

pathFilter
type of function, which is used for finding paths,four possibilites(’all’,’allShortest’,’kShortest’,’kMosteCap’)

limitation
for choice ’kShortest’ and ’kMosteCap’ is number of finding paths

cap
number of parameter, on which capability of edges are saved.

cost
number of parameter, on which weigths of edges are saved

gmmcf
output object of type graf
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CHAPTER 10. GRAPH ALGORITHMS 10.12. ALLPATH

Figure 10.19 Multicommodityflow algorithm call example
>>edgeList= {1 2,3;1 3,4;1 7,5;1 10,3;2 13,1;2 15,3;2 18,2;3 4,3;4 5,4;
>> 5 6,3;6 9,4;6 12,5;7 8,5;8 9,5;9 12,9;10 11,2;10 14,5;11 12,3;13 14 1;
>> 14 22,2;15 16,4;16 17,5;17 22,3;18 19,1;19 15,3;19 20,5;20 21,8;21 22,3};
>> g = graph(’edl’,edgeList,’edgeDatatype’,{’double’});
>> s = [1 2];
>> t = [12 22];
>> limitation = 2;
>> gmmcf = maxmulticommodityflow(g,s,t,’kMosteCap’,limitation)

10.12 Allpath

Function allpath finds paths through the graph. If the graph contains cycle, it is necessary to set input
parameter ci. A simple example is shown in Figure 10.21. A call example is shown in Figure 10.20

gap = allpath(g,s,t)
gap = allpath(g,s,t,ci)
gap = allpath(g,s,t,ci,cap)
[gap numberOfFlows] = allpath(g,s,t,...)
[gap numberOfFlows amplFlows] = allpath(g,s,t,...)

g
input object of type Graph which edges have to be weighted

s
input parameter as a list of source nodes

t
input parameter as a list of sinks nodes

ci
cycle ignore, input parameter, which has to be set, if graph contains cycle

cap
number of parameter, on which capacity of edges are saved

gap
output object of type graf with paths saved as userParamPos

numberOfFlows
output numbers of separate flows from source to sink nodes

amplFlows
output amplitude of found flows

Figure 10.20 Allpath algorithm call example
>>edgeList= {1 3,5;3 4,4;3 4,4;4 5,5;4 6,5;2 3,5;4 3,2};
>> g = graph(’edl’,edgeList,’edgeDatatype’,{’double’});
>> s = [1 2];
>> t = [5 6];
>> ci = 1;
>> gap = allpath(g,s,t,ci)

10.13 Kshortestpath

Function kshortestpath finds k most suitable paths through the graph. Number of paths to be found
is set by the parameter k. It can search the most suitable paths according either the edge capacities
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Figure 10.21 An example of allpath function use.
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(maximize the path capacity) or edge costs (minimize the total path cost). If the graph contains cycle,
it is necessary to set input parameter ci. A simple example is shown in Figure 10.23. A usage example
is shown in Figure 10.23. A call example is shown in Figure 10.22

gksp = kshortestpath(g,s,pathFilter)
gksp = kshortestpath(g,s,pathFilter,k)
gksp = kshortestpath(g,s,t,pathFilter,k,ci)
gksp = kshortestpat(g,s,t,pathFilter,k,ci,numpath)
gksp = kshortestpat(g,s,t,pathFilter,k,ci,numpath,cap)
gksp = kshortestpat(g,s,t,pathFilter,k,ci,numpath,cap,cost)
[gksp numberOfFlow] = kshortestpat(g,s,t,pathFilter,...)

g
input object of type Graph which edges have to be weighted

s
input parameter as a list of source nodes

t
input parameter as a list of sinks nodes

pathFilter
input parameter choice from finding the moste capabilites/the quickest path

k
number of paths searched for

ci
cycle ignore, input parameter, if graph contains cycle, ci has to be set

cap
number of parameter, on which capacity of edges are saved

cost
number of parameter, on which cost of edges are saved.

gksp
output object of type graf with paths saved as userParamPos
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Figure 10.22 Kshortestpath algorithm call example
>>edgeList= {1 3,5;3 4,4;3 4,4;4 5,5;4 6,5;2 3,5;4 3,2};
>> g = graph(’edl’,edgeList,’edgeDatatype’,{’double’});
>> s = [1 2];
>> t = [5 6];
>> gksp = kshortestpath(g,s,t,’kShortest’,1)

Figure 10.23 An example of kshortestpath function use.
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10.14 Commodity flow

Commodity flow problem looking for the maximum flow from the one source node to one sink node. This
problem can be solve by many algorithm, for example edmonds-karp algorithm or newer faster one dinic’s
algorithm. A simple example is shown in Figure 10.24.

Figure 10.24 An example of commodityflow function use.

 2, 2 

 1, 1 

 5 

 3, 3 

 4 

 1 

 4, 4 

 3, 2 

 1, 1 

 3, 3 

92

64


	Úvod
	Toky v síti
	Commodity flow problem
	Multicommodity flow problem

	Nové algoritmy rešící problém MCF
	PBR a MIRA
	HLR
	CSA
	Lagrangova relaxace

	Porovnání algoritmu
	Využití algoritmu v praxi
	Ropný a chemický prumysl
	ITS
	MCF pro minimalizaci casu prujezdu mestem


	TORSCHE Scheduling Toolbox for Matlab
	Reprezentace grafu

	Rozdelení a prevod problému
	Implementace a prevod MCF a MMCF
	MCF
	MMCF

	Teoretický rozbor problému MCF
	Volání funkce
	Volání funkce MCF
	Volání funkce MMCF
	Allpath
	Kshortestpath
	Funkce distance

	Použití MCF pro plánování prujezdu Prahou
	Hledání maximální kapacity pomocí maxmulticommodityflow
	Smerování toku pomocí multicommodityflow

	Porovnání algoritmu multicommodityflow a maxmulticommodityflow
	Záver
	Obsah priloženého CD
	Implementované algoritmy
	Multicommodityflow
	Maxmulticommodityflow
	Allpath
	Kshortestpath

	Dokumentace

