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Abstrakt

Matematicky model realného systému dava moznoshleya efektive zkoumat
chovani systému zaudznych podminek. Model #Ze pFedpovdét vyvoj systému
v budoucnosti za nami zvolenych podminek a lIze ¢ma teké provaét fadu zajimavych
simulaci. Tato prace seimije sestavovani modekysténi z netechnickych obérjako je
Iékarstvi, epidemiologie, chemie a ekologie. Modelyujsimplementovany v prosdi
Matlab/Simulink. V tomto progedi je posléze provedengkolik simulaci, které prezentuji

chovani modelu.

Abstract

Mathematical model of a real system gives us arrtopity for fast and effective
examination of the system in different conditiombe model can show the behaviour of the
system in the future and we can do a lot of intergssimulations with the model. In this
bachelor thesis | make some models from non-teahnatisciplines as medicine,
epidemiology, chemistry and ecology. The models amgplemented in program
Matlab/Simulink. In this program are done some $ations then. These simulations

represent the behaviour of the systems.
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Kapitola 1
Uvod

Za rozvojem civilizace stoji lidska touha poznav&taha fjit vécem na kloub finasi
moznost porozuni proceém a mechanisim ve s¥té¢ kolem nas. Nel pouze pokud
vime, jak uéity proces nebo mechanismus fungujaizeme usuzovat, jak se bude takovy
proces v budoucnu vyvijet, nebo dokoncézeme byt schopni najit apob, jak na &
pusobit, aby se choval podle naSich pozadavk

Pro studovani «itého systému je uziteé mit k dispozici jeho abstraktni kopii, model.
Ten ziskavame studovanim zakonitosti, kterymi sg dgstényidi. Cilem je tedy hledani a
vytvoreni matematického modelu, ktery 8asré reprezentuje strukturu a chovani realného
systému. Model v tomto pojeti je abstraktni pomalmého objektu. JelikoZz neni v silach
popsat realny objekt do vSech jeho podrobnos#apy model omezen zjednoduSenim své
predlohy. RPestoZze modely tedy nejsou dokonalym obrazem relokgekti, v ramci danych
aplikaci nam davaji exaktnfgdstavu o chovani systému.

A tak je dnestada jew a proces, & uz v jakémkoliv oboru, popsana pomoci
matematického aparatu. S rozvojentipaové techniky se rozsiji moznosti pouZziti modaé!
Chovani systéfnlze Iépe a ndzo#i demonstrovat diky simulacim, které jsou na medel
provadny. Cilem této bakatéké prace je pr&vproto vytvdeni matematickych model
konkrétré v netechnickych disciplinach, a jejich implemeetacprostedi Matlab/Simulink,
které je vhodné pro zkoumani jejich chovani.

Narozdil od technickych obdr kde Ize modekasto sestavit na zakladyzikalnich
zakonitosti a vztah které pro systém plati, znamena modelovani whatekych oborech

mére jednoznany proces. Mnohdy ysobi fada faktoé, které nelze Upkh exaktr® a



kompletrg vystihnout. Také vzajemnéigobeni a vazby mezi jednotlivymi s@&stmi systému
nejsou vzdy zcela evidentni, a proto neni sestaniopkatného modelu jednoduché. iiv
ttmto komplikacim si Zadaji matematické modely v detéckych oborech dkterd
zjednodusSeni, ktera umozni sestavitngient slozity model.

V praxi hachazeji matematické modely netechniclgygténi uplatreni v oborech jako
je lékastvi (nap. farmakokinetické modely), ekologie (model vyvopopulaci velryb
pouzivané IWC — International Whaling Commision,daly klimatu), ekonomie a dalsi.

V mé praci se budu émovat modalm z rekolika netechnickych disciplin, a to
z farmakokinetiky, epidemiologie, chemické kinetityekologie. Modely budou voleny tak,
aby nebyly pilis slozité a nefehledné, na druhou stranu musi respektovat chaeaiiého
systému, ktery iedstavuji. Kazdy okruh bude obsahovat aléspalen model realného
systému s jeho realnymi parametry, kma bude mozno ilustrovat vlastnosti simulovaného

systému.



Kapitola 2

Farmakokinetika

Farmakokinetika je oblasti farmakologie. Je to obdery se zabyva zkoumanim a
popisem pohybu Iéku v organismu, a to od jeho podanpo jeho vyloteni z €la. Cilem
farmakokinetiky je sledovatasovou zavislost koncentrace aplikované latky wita
pacienta, rychlost distribuce a nasledychlost vylogeni latky z organismu.

Zefektivnit a zkvalitnit aplikaci |ék je moZzné, pokud budeme znat mechanismy,
kterymi se jejich §eni fidi. Fi studiu €chto pochod je vyhodné pouziti matematickych

modefi, jenZz pomoci soustavy diferencialnich rovnic smjildmiréné dje.
2.1 Farmakokinetické modely

Pfi modelovani ve farmakokinetice s#at popisuje prosednictvim tzv. kompartmeint
(sekci), jenz zastupuji jednotlivéasti €la, do nichz se lék distribuuje. Kompartment je
charakterizovan svowlhi tekutinou (nap plazma, krev, voda v organismu...). Vyjduli
pohybu léku mezi jednotlivymi kompartmenty je pakchodiskem k sestaveni pebného

matematického modelu. Obrazek 2.1 oldemmazoiiuje pohyb Iéku v organismu.



podani Iéku
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Obrazek 2.1: Pohyb Iéku v organismu

Modely v této praci fedpokladaji jista zjednodusSeni:

* |ék se v kompartmentu okam&jednorazow rozpusti

» koncentrace Iéku v kazadsti kompartmentu je stejna
Ke stanoveni koncentrace Iéku itém kompartmentu je piwba znat jeho objem,
resp. objemdni tekutiny, kterou v modelu zastupuje. Tento abjee nazyva distrikdni

objem.

Tabulka 2.1: Rehled specifickych tekutin pro lidsk&d

Tekutina Objem [I]
Extracelularni kapalina 3-16
Plasma 3-4
Intersticialni kapalina 10-13
Intracelularni kapalina 25-28
Celkovy objem vody 40-46

Vzhledem k tomu, Ze ne vSechny latky se zcela noZjo v dané tekutis, nybrz se

Mt 7

takové latky véle nizSi nez by bylo mozno podle zakladni Gvaligdpokladat. Proto se



zavadi také tzv. zdanlivy distriboi objem, ktery mize byt dokonce i &Si, nez je fakticky
objem €la.
Zname-li distribdni objem, nfiZzeme spéitat koncentraci |éku vifsluSném

kompartmentu pomaoci traghiho vztahu

Ve sveé praci se budwrovat modealm linearnim, u nichZ sef@dpoklada, Ze rychlost zmy

koncentrace Iéku v kompartmentu jénpo unerna jeho koncentraci.
2.2 Jednokompartmentovy model

Jednokompartmentovy model t¥geden kompartment, jenZz obeécpredstavuje do
pacienta nebodkterou jehotast. V nasledujicim textu budou popsany jednokotnpartove

modely Sfeni Iéku v organismuipintravendzni a oralni aplikaci Iéku.

2.2.1 Intravendzni aplikace

—p  Vylouceny lék

Obrazek 2.2: Jednokompartmentovy model intravenaglikace

Jednokompartmentovy model, ktery je schematickyzamén na obrazku 2.2 je
zakladnim modelem pro vyjéehi koncentrace l€ku ¥lé. Distribuce Iéku probiha tak, Ze po
jeho zavedeni dala se 1€k rozsi v téle a nasled® je postups vylucovan. ¥ ma kinetiku
prvnihotradu.

JelikoZz naSim za#mem je pouzivani modelu i pro simulace, kdy bude pécientovi
aplikovan opakova¥ je teba do systému zavest vstup, ktery aplikaci |€lalizge. Vstup

systému je tedy. Model intravendzni aplikace 1éku je potom popsamicemi (2.1).
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u(t
c=X({t)+—=
(t) v
kde
c [mg-dm?] koncentrace Iéku
X(t) [mg-dm”] stavova veltina systému
kel [N eliminasni konstanta
V [dm?] distribuzni objem
u(t) [mg] aplikovana davka,ipdstavuje celkové mnozstvi Iéku, které pacient

dostal wase 0 a%

Na obréazku 2.3 vidime simulinkové schéma model@irgnozni aplikace.

—»( 1 _,@7_>I:I

X1 koncentrace
leku v plasme

[ f—

davka v

Obrézek 2.3: Simulinkové schéma intravendzni apékaku

Dulezitym parametrem &va je jeho poloas eliminacer, ktery je definovan jako doba, za

kterou klesne jeho koncentracesletna polovinu pvodni hodnoty.

In2
r=——

el



2.2.2 Oralni aplikace

Pri orélIni aplikaci 1éku jeieba brat v potaz to, Ze 1ék se do krevnigdsté nedostane
ihned po podéani, nybrZz se musi d@tnejprve vaebat z traviciho traktu. Proto do schématu
modelu oralniho podani lékufipude jest cast, kterd bude zastupovat ieftavani léku

z traviciho traktu. Schéma je znazéwa na obrazku 2.4.

koncentracg
[éku v tr.
astroji

—p  Vylouceny Iék

Obrazek 2.4: Schéma intravendzni aplikace

Model je popsan soustavou diferencialnich rovni2)(2Simulinkové schéma modelu je
na obrazku 2.5. Vstup jsem zavedl obdokénjako v gipact intravenézni aplikace, nyni

ovSem samdejn¢ Iék vstupuje do téasti modelu, ktera odpovida travicimu traktu.

P = ok x,0)+u)
dc,(t) _k,
2 = (3,0 +ult) -k, €, ) 22
dX.(t) _
)= v )
kde
Xa(t) [mg] stavova vetiina (X; +u predstavuje mnozstvi Iéku v travicim ustroji)

Co(t) [mg-dm®]  koncentrace léku v plasm

Xe(t) [mg] mnoZstvi vylogeného léku

u(t) [mg] aplikovana davka,ipdstavuje celkové mnozstvi léku, které pacient
dostal wase 0 a%

V [dm?] distribusni objem

ka [hod?] absorgni konstanta

kel [nod?] eliminasni konstanta



N

1

s | > ) mnozstvi leku v tr.

X1 ustroji
_K_}‘

ka/V

o[

koncentrace leku v plasme

o|lwlr

'
Py
9]

|

kel*V Xe mnozstvi
vylouceneho leku

nlF

i &

davka

Obrazek 2.5: Simulinkové schéma oralni aplikake Ié
2.3 Porovnani intravenodzni a oralni aplikace léku

V nasledujicim fikladu je ukdzana aplikace farmakokinetického matekého
modelu na konkrétnich udajich. Jde o simulovanbjgrkoncentrace latky v plagnpacienta
nejdiive @i intravendznim podani, nasledpii oralnim podani.

V prvém gipad bylo pacientovi nitrozila podano 100 mg léku a v pravidelnych
¢asovych odstupech byla zpgt koncentrace l1éku v plagniVysledky n&feni jsou uvedeny
v tabulce 2.2 (fevzato z [2]).

Tabulka 2.2: Nari¥ené hodnoty koncentrace I1éku v pl&simtravendzni podani

Cas [N] 0 1 2 3 4 5 6
Koncentrace

6,7 5,72 4,88 4,14 3,56 3,04 2,56
[mg/l]

Z nantfeného ¢asového pibéhu koncentrace Iéku ¥le je mozné Wit polocas
eliminace 1éku jakor = 4,25 h,éemu? odpovida elimisai konstantak,=0,1631 K. Pro
simulaci v tomto fipadt sestavime jednokompartmentovy model intravenogiikace, ktery

byl popsan vySe. Graf na obrazku 2.6 ukazuje paovchovani modelu s na&fenymi daty.



Koncentrace leku v plasme

intravenosni podani
7 T T

¢ [mg/l]

t [h]
Obrazek 2.6: Porovnani modelu a reélnych dat, bpldani
Druhym moznym zfisobem, jak podat lék, je oralni podani. V tomtpadk pacient
dostal tabletku s 300 mg@iané latky a ogt byla mefena klesajici koncentrace Iéku v plasm

V tabulce 2.3 vidime ziskana data.

Tabulka 2.3: Nargené hodnoty koncentrace Iéku v plgsralni podani

Cas [N] 0 1 2 3 4 5 6 7
Koncentrace

0 9,7 13 135| 12,7 11,5 10,2 8,9
[mg/1]

Nyni bylo nutné zjistit hodnotu absa@rg konstantyk, tak, aby model odpovidal de.
Hodnotu této konstanty jsemdilrjako 0,71 K. Porovnani pitbéhu dosaZeného modelem a

naneienych dat ukazuje obrazek 2.7.



Koncentrace leku v plasme
oralni podani

¢ [mg/l]

4 5 6 7 8
t [h]

Obrazek 2.7: Porovnani modelu a reélnych dat

Jednim z pozadavkpii aplikaci léku niize byt poteba udrZzovat koncentraci |éku
v plasng¢ pacienta trvale na &ité stanovené hodnbtSimulace provedené pomoci madel
sestavenych v Simulinku nam pomohou znazornit ciituedy 1€k podavame opakowan
v urtitych intervalech. Dikydmto simulacim mizeme také zhodnotit, jak velké davky Iéku
jsou zapatebi a v jakych intervalech je mame podavat, abk®eentrace léku v plagm
trvale pohybovala v Zadaném rozmezi.

V nésledujicich fikladech bylo navrzeno podavani I1éku, jeho mnoZsintervaly mezi
davkami tak, aby se jeho koncentrace v pkagpwhybovala mezi 10 az 16 mg/l. Je ukazana

intravendzni i oralni aplikace.

Pri intravendzni aplikaci se koncentrace |éku v plasiai vztahem (2.3)

c(t) =c e (2.3)

10



Je-li lék podavan opakovanv casovych intervalech o délce T, pak se podle [1]
s nafistajicim pdétem aplikovanych davek blizi koncentrace |éku \spia k rovnovazné
hodnot

Co

Co T en

00

(2.4)

Tuto situaci ilustruje obrazek 2.8. Jako intervavkbvani jsem si zvolil 2,5 h. Ze
vztahu (2.4) potom po vyj&eni ¢, vyjde pro finalni koncentraci I€ku v plagrhié mg/l jedna
davkacy,=80 mg.

Koncentrace leku v plasme
opakovane intravenosni podani
16 ‘ ‘

141 .

12 8

10 8

¢ [mg/l]

t [h]

Obrazek 2.8: Koncentrace léku v plaspii intravendznim podavani 80 mg léku pravideln

po 2,5 hodinach

Graf na nasledujicim obrazku 2.9 ukazuje, Ze pokelikost prvni davky zvolime jiz

jako hodnotuC,, urcenou vztahem (2.4) a vSechny nasledujici davkybug pak ihned po

11



podani prvni davky dosahne koncentrace Iéku v glasmnovazné hodnoty. Nebude k ni
tedy zp@atku nejprveiist, jako tomu je na obrazku 2.8.

Simulace na obrazku 2.10 zn&fmge situaci, kdy je pacientovi opakovapodavana
oralre pilulka s Iékem, oft s cilem dosahnout stalé koncentrace 10-16 mglasn€. Mimo
koncentrace léku v plasimobrazek obsahuje také graf sledujici mnoZzstvi hekravicim
astroji, z ®hoz je patrné, jak se |ék absorbuje do krve pagient

Je patrné, Ze vhodnym davkovanimizeme zajistit poZzadovanou koncentraci Iéku
v plasné ob¢ma zpisoby aplikace, tedy intravenazn oralrg. Grafické porovnani a shrnuti
obou moznosti aplikovani Iéku vidime na obrazku 2\Me spodnim grafu je znazémvstup

u, tedy kumulované davky, jak byly pacientovi podaya case.

Koncentrace leku v plasme
opakovane intravenosni podani

16

14 4

12+ -

10

¢ [mg/l]

t [h]

Obrazek 2.9: Koncentrace léku v plaspii intravendznim podavani. Prvni davka 239 mg,

dale pak 80 mg pravideipo 2,5 hodinach

12



Koncentrace leku v plasme

¢ [mg/l]

o 1 1 1 1 | 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
t [h]
Mnozstvi leku v tr. ustroji
300 ‘ ‘ ‘
— 200 x n
[=2] | \
E \
> 100\ \ \ A
\ AN AN \ \
A N \. \\ \\ g .
0 s [— ! ! — | T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t[h]

Obrazek 2.10: Koncentrace Iéku v plasajeho mnozstvi v travicim Ustrojfiralni
aplikaci 200 mg Iéku v intervalech 6 h

15
= 10
(@]
£
(&) . .
5 intravenozni
oralni
o | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35
1500
= 1000 (-
E
©
=
3 500 intravenozni
‘ / oralni
O ‘ | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35

t [hod]

Obrazek 2.11: Porovnani intravenozni a oralni apkkéku
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Kapitola 3

Epidemiologické modely

Vhodné matematické modely dokazi simulovaeri a vyvoj infeknich chorob a
mohou tak pedpowdét epidemiologicky pibéh téchto chorob. Krom tohoto zakladniho
pouziti mohou byt epidemiologické modely pouZzitpro modelovani principiathblizkych
proces.

Jednoduché epidemiologické modely vychazejiredgtavy uzatené populace o
konstantnim p&u N jedinai. V danéméasovém okamziku se v populaci nach&gi dosud
zdravych, nemoci nepostihnutych jedind(t) infikovanych jediné, ktefi infekéni nemoc
zarover prenaseji R (t) jedinay, ktef jiz chorobu prodlali, a jsou vi¢i ni jiz imunni.

Pri konstrukci jednoduchych modese vychazi z nasledujicicheplpokladi:

* nemoc se &i pii kontaktu infikovanych a zdravych, nemoci ohrozemjedind

» choroba propuké ihned po nékaze infikovanym jedince

* populace je homogennigili vSichni zdravi jedinci jsou stefn ohroZeni,
pravdpodobnost jakychkoliv dvou jedifige stejna

* pro populaci plats(t)+I(t)+R(t)=N, méa tedy konstantni velikost

14



3.1 Model SIR

O-0~C

Obrazek 3.1: Schéma SIR modelu

SIR model je zéakladnim jednoduchym modelem pro rdovdai epidemii. Jeho

principialni schéma dZeme vidt na obrazku 3.1. Vychazi z existen¢ewyse uvedenych
skupin S, |, R a z nasledujicickepgpoklad:

e nanmst pcatu infikovanych jedind je umerny paitu ohroZzenych a infikovanych
jedinal, miru Sfeni nemoci charakterizuje parametd

rychlost uzdravovani (resp. zbavovani se choroley)aperna p@tu osob, miru
uzdravovani charakterizuje paramat0

o S(t)+I(t)+R(t)=N
Na zaklad téchto predpoklad mizeme systém popsat soustavou diferencialnich rd@uig.

% = —rsft)i 1)

d('j_(t) =rs(t) (t)-al ()
ﬂ =al (t)

3.1
. (3.1)
t
dt
Podle parametra, r je mozné rozhodnout, zda-li epidemie propuknaikoliv. Ma-li

epidemie propuknout, musi byt vd&ku kladny pirastek (derivace) infikovanych. Z druhé
rovnice (3.1) vyplyva, ze

di

at:o = Io(rSo _a)

15



Je-li tedy S>alr, bude derivace kladna, a qg nemocnych zme nafistat, tzn.
epidemie propukne, v opaém gipadt, kdy S<a/r epidemie nehrozi. Simulinkové schéma
SIR modelu je na obrazku 3.2. Ukazky simuladizymi hodnotami r, které jsou rozhodujici

pro vypuknutici nevypuknuti epidemie, jsou na obrazcich 3.3 a 3.4

>

0|l nlk~

Gain  Product 1

<
< g

4

o
By

Product 2

X

<

1
s
R

Gain 2

Obrazek 3.2: Simulinkové schéma SIR modelu
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S,I,R

S,I,R

10

10

Obrazek 3.4: Nepropuknuti epidemie:
a) $=10,10=1,r=0,003,a=0,15
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3.2 Model epidemie zloutenky typu A v Praze

Na prelomu léta a podzimu roku 2008 zasabflkeskou republiku epidemie Zloutenky
typu A. Tabulka 3.1 ukazuje, Ze Uhrnny¢pb nakaZzenych Zloutenkou v roce 2008 byl

v porovnani s fedchozimi léty skutan¢ znané vyssi.

Tabulka 3.1: Rehled celkového ptu nemocnych ¥eské republice v letech 1999-2008

Nemoc 1999 2000 | 2001| 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

Hepatitida A| 794| 498 283 121 90 5§ 298 128 111 1429

Této epidemii byla weskych médiich &novana velka pozornost¢koliv ve srovnani
s vyznamnymi epidemiemi v minulosti nedosahla epigezloutenky v roce 2008 takové sily
a tak velkych rozrra. Presto je ndist nemocnych evidentni, proto je cilem této kapitol
pokusit se aplikovat model SIR pgéra epidemii Zloutenky z roku 2008.

Pro identifikaci modelu je nezbytné ziskat pokudzmm kompletni reéalna data
vztahujici se k problematice. Konkrétpottebujeme Gdaje o tom, kolik nemocnych bylo
v danénxase. V tabulce 3.2 jsou uvedena realné datatu pakazenych Zloutenkou v Praze
v pribéhu roku 2008. Udaje nelze oztitaza finalni, nebo v dok® ziskani nebyla databaze
nemocnych jegtzcela hotova, ovSentipadné rozdily by uz nefty byt vyrazné. V datech se
musi p@itat s ugitymi malymi negesnostmi, najklad u rékterych jedind mize byt
prodleva mezi propuknutim a nahlaSenim, tedy zaenamim nemociCisla v tabulce

vyjadiuji patet now nahldSenychijpadi v daném tydnu.
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Tabulka 3.2: Hrastky nemocnych Zloutenkou typu A v Prazédém roku 2008

Patet novych

Patet novych

Tyden Tyden
pripadi piipadi

1 1 30 6
2 2 31 10
3 0 32 18
4 2 33 7
5 5 34 38
6 1 35 7
7 1 36 19
8 1 37 46
9 2 38 41
10 1 39 82
11 0 40 88
12 0 41 91
13 1 42 62
14 3 43 53
15 2 44 34
16 1 45 30
17 3 46 50
18 0 47 22
19 2 48 26
20 2 49 10
21 3 Celkem 812
22 7
23 3
7 5 Zdroj: Epidat
25 1
26 12
27 4
28
29 2
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Tabulka 3.2 zaznamenava ronahlaSené fijpady, ovSem skupina | v modelu SIR
piedstavuje nikoliv firastky, ale péet nemocnych ¥¢ase t. Proto jei¢ba data z tabulky
3.2 ukitym zpisobem petransformovat. Doba trvani onemech Zloutenkou typu A je
v praméru 4 tydny. Uvazoval jsem tedy, Ze nemocny se widra 4 tydny, z toho potom
plyne vztah (3.2), podle¢hoz jsem pepciital piiristky nemocnych na celkovy pet
nemocnych ¥ase t.

1(t)=1(t-2)+Alt)-Al{-4) (3.2)

Takto gepaitané hodnoty vedou k realnérasovému pibéhu skupiny I. Grafdchto

hodnot je znazokm na obrazku 3.5.

350

300 - -

250+ R

200+ R

| [osoby]

150 - R

100 - R

i 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
t [dny]

Obrazek 3.5: Vyvoj p&tu nemocnych
Vidime, Ze vrcholu epidemie v Praze dosaldlagm zdi roku 2008, kdy nemocnych

Zloutenkou bylo fes 300 lidi. Snahou je nyni najit parametry mo&Ri tak, aby kivka |

co nejlépe odpovidalafisehu z obrazku 3.5.
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3.2.1 Simulace

Jako peatek simulace jsem volil dobu, kdy jiz bylo nemochyvice,¢ili okamzik,
kdy mela epidemie pedpoklad propuknout. Tento okamzik jsem volil jd&@0. den a jako
vychozi paet infikovanych 20, coZz odpovida ¢io infikovanych v tomtocase. Na
obrazku 3.6 je vysledek prvni simulace, kdy jserolizv&=10°, tedy vSechny obyvatele
Prahy. Optimalizaci paramétmodelu jsem dosk hodnotanr=1,5633-10, a=1,5255.

350 ‘
realna data

SIR model
300 | Ve \

250 | / \ ,

200 / \ 8

| [osoby]
s

150 - / ‘ §
100} y

50| - .

| | | | | | | |
200 220 240 260 280 300 320 340 360
t [dny]

Obréazek 3.6: Srovnani modelu a realnych 810’ r=1,5633-10, a=1,5255
Vidime, Ze nejdleZitgjsi skupinu | model nasimuloval uspokajivJskalim modelu
s €mito parametry je ovSem vygenerovany celkovy¢egtdidi, ktgi Zloutenku prodali.
Z Udaji v tabulce 3.2 vime, Ze nemoc v Praze plaid 812 lidi. U této simulace je ale
konena hodnota skupiny R zhruba 45 000. Situaci iljstolorazek 3.7.
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10 ‘ ‘ ‘ -

(63}
T
1

S,I,R [osoby]

0 | | | _ _ — -
180 200 220 240 260 280 300 320 340 360

x 10"

R [osoby]

177”7"41'”'"""""' | |

0 | | | |
180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
t [dny]

Obrézek 3.7Casové pitbshy skupin S, I, Rr=1,5633-16, a=1,5255

Ke snizeni nefméierg velkého potu osob ve skupth R prispéje omezeni
pocateniho pa@tu skupiny S, tedy snizei®. Da se to otlvodnit tim, Ze Praha je velka
svou rozlohou a nestykaji se tim padem mezi sebeomonerné a efektivié vSichni jeji
ob¢ané, jak to pedpoklada SIR model, nybrz se nemat Blavre v ohniscich, kde jsou
lidé delSi dobu v uzaenych skupinach, néilad Skoly apod. Model SIR tyto skdteosti
jako je prostorovy faktor nezohlgdie.

Snizenim poéateniho patu lidi ve skupig S na =10 dojdeme k nejlépe
vyhovujicim parametm modelur=5,11-1C, a=0,472. Konény paet lidi ve skupig R
se snizil naittinu, coz je oproti redlu stale hadrmovsem vysledek je lepSi. DalSim
shizenimS by opst doslo ke zmenseni i lidi, ktefi nemoc prodali.

Za zminku také stoji, Ze ve skéesti secloveék uzdravuje po wité dok& nezavisle
na ostatnich, kdezto SIR model realizuje procesavovani (pesun do skupiny R) jako
uzdraveni ufité ¢asti nemocnych, coz tedy glnerespektuje skutrost.

Na obrazku 3.8 a 3.9 jsou vysledky druhé simul&dg, bylo voleno jakoS=10" .

se skupinou R sicergtrvava, ale jiz ve zmenSenéimi
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R [osoby]

| [osoby]
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+
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_— + *
Tk,
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t [dny]

Obrazek 3.8: Srovnani modelu a realnych 8at10° , r=5,11-1F, a=0,472

x 10
10 T T T T
"~
o]
(@]
[%2)
S 5 1
o
0 | | . T — 7777\ | |
180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
15000
10000} - i
///
_
////
5000 - g 1
0 1 | | | | | |
180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
t [dny]
Obrézek 3.9Casové pitbshy skupin S, I, R§=10°, r=5,11-1CF, a=0,472

23



Kapitola 4

Chemicka kinetika

Oblasti, kde najdou uplatni matematické simuiai modely, je také chemick&
kinetika. Jedn& se odni disciplinu zabyvajici se fgx¢hem chemickych reakci. Studuje
jejich rychlost a faktory, které re&ki rychlost ovlivuji.

V této kapitole budou uvedeny a vyHeny postupy fi modelovani pibéhi
z&kladnich typ chemickych reakci i sloZjgich reaknich mechanisin

4.1 Chemicka reakce, jeji rychlost a réailkady

Chemickou reakci nazyvamegjdprobihajici na arovni elektronovych obal
strukturalnichéastic reagujicich latek. Vznikajitipni nové latky s odliSnou chemickou

stavbou. Obeanse chemicka reakce uvadi v zapisu

REAKTANTY - PRODUKTY
2H, + 0, - 2H,0

Cisla u reaktarita produkh se nazyvaji stechiometrické koeficienty a udavagjlik
castic reagujicich latek se podili na zakladnim teimk obratu. Ve spraenzapsané
chemické rovnici jsou vSechny stechiometrické koefity nejmensSimi moznymi

piirozenymigisly.
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Rychlost pibechu chemické reakce vyjadgi veliciny rychlost konverze& a rychlost
chemické reakce. Rychlost konverze je definovana jako rychlosttmynrozsahu dané

reakce:
o061 dn,
dt v, dt’
kde
& [mol-sY] rychlost konverze
ng [mol] latkové mnozstvi reagujici latky, ob&éamznaenéB
Vg stechiometricky koeficient sloZzig;, se zapornym znaménkem pro

reaktanty, kladnym pro produkty.

Nemeni-li se @i reakci objem soustavy/= konst, zavadi se veéina rychlost reakce

v, ktera je definovana vztahem:

yo1de_1de
Vdt vy dt
kde
v [mol-dmi*s']  rychlost chemické reakce
V [dm?] objem soustavy
cg [mol-dm?] latkova koncentrace reaguijici latky, ob&oznaenéB
Vg stechiometricky koeficient sloziB;, se zdpornym znaménkem pro

reaktanty, kladnym pro produkty.

Pro vySe uvedenou chemickou reakci tedy bude platit

g':£:_1dnHz :—}dnoz :ldnHzo
dt 2 dt 1dt 2 dt
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Vztah mezi rychlosti reakce a sloZzenim tgdksnesi se d4 matematicky popsat
rovnici. U elementarnich reakci plati, Ze rychlostkce je fmo un€rna sodinu

koncentraci reaktaint Pro reakci
aA+ B+ )C [ - PRODUKTY
muzeme tedy napsat rychlostni rovnici:
v=kle,” [&,” 6.,
kdeca, Cg, Cc,.. jsOu koncentrace reaguijicich latkke rychlostni konstanta Ghrnné reakce.

Souwet exponent p=a+ [ +y se potom nazyvddd reakce. Nizeme se tedy setkat

s reakcemiiznéhotfadu, jak je ukazano naigladech. Na obrazku 4.1 je potom ukazan
obecny rozdil mezi gbéhem koncentraci reagujicich latekhem jednotlivych typ

reakci.

Reakce Ofadu:

2N,0 O f®Y , 2N, + 0,

v=k[5,, kdeS,, je povrchzlata

Reakce 1radu:

H,O, M - H,0+0

v=kIH,0,]
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Reakce 2radu:

CH,CH,NO, +OH ™ [ - H,0 +CH,CHNO,

v=kICH,CH,NO,]oH "]
Reakce 3fadu (neelementarni reakce [8]):
(C4H;),CCl+CH,OH M - (C,H,),COCH, + HCI

v=k)(C,H,),cCl|ficH,oH]?

Koncentrace reaktantu

2 ) T T T T
“‘\‘ reakce 0. radu
18ﬁ reakce 1. radu ||
reakce 2. radu
16r —— reakce 3. radu ||
14+ 1
— 120\ ]
32 \
E \
2 1 .
o
E
o 0.8- N
0.6 ]
0.4r I
0.2+ ]
0 | | L
0 0.5 1 2.5 3

t ['s]

Obrazek 4.1: Porovnani rychlosti gny koncentrace u reakci odliSnyiddi, k=1
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4.2 Simultanni reakce

JednoduSe vyjad vztah popisujici zrny koncentrace jednotlivych latekehem
reakce je mozné pouze &ch nejjednodusSich reakci. Mnohdy se ale setkastim, Ze
souwasreé probiha vice reakci a navzajem se auliy, jsou spjaty¢imZz se matematické
vztahy utujici koncentrace vase komplikuji a jejich analytické vyjgghi byva podstatn
sloZitjsi.

Je ovSem mozné popsat je pomoci soustavy difetaicharovnic, které poslouzi
k vytvoreni matematického modelu. Vysledky sintmiéno modelu jsou nasledivyhodné
pro demonstraci fibéhu slozZigji probihajicich reakci.

V néasledujicim textu fiedvedu simulace fikladi takovychto reakci, a to reakce

bo¢né a protisrrné.
4.2.1 B@&né reakce

Bocné reakce jsou takové reakce, u kterych mohou kiae# sowasré vznikat
odliSné produkty. Reakce se tedy rétx¥ a probihaji zarove dw reakce s odliSnou
rychlostni konstantou.

Piikladem niize byt katalyticky rozklad kyseliny mrawd@n4]. Ten miZze v plynné

fazi probihat zarowedvéma reakcemi.

HCOOH [T% - H,0+CO
HCOOH O — H, +CO,

Pii teplo& 510 K maji rychlostni konstanty hodnoky=0,1692 hod a k,=0,009 hod.

Jedna se o [koé reakce prvnihtadu, vztahy pro koncentrace latek tedy jsou:

_d[HCOOH] _

= (k, +k, JHCOOH]
% = k[HCOOH]
% = k,[HCOOH]
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¢ [mol.dm-3]

d[H,]
dt
d[co)]

Q.
—

1

k,[HCOOH]

= k,[HCOOH]

[HCOOH]

=

c (t)

Obrazek 4.2: Simulinkové schéma modelu rozkladelkyg mraveri

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Rozklad kyseliny mravenci pri 510 K

[HCOOH]
[H20],[CO]
[H2],[CO2]

Obrézek 4.3: Rozklad kyseliny mrawémpii teplo 510 K

10

t [hod]
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Na obrazku 4.3 vidime pbéh reakce fi teplo& 510 K. Na rychlost fibéhu reakce
méa ovSem vliviada fakto#i, mimo jiné pra¢ taky teplota. Ta ovliuje rychlostni

konstantu podle Arrheniova vztahu

£

k=ALe R
A predexponenciélni faktor, jednotka shodna s rychidgsinstantou,
E* [J-mol] aktivasni energie,
R[J-mot-KY]  molarni konstantaRe8,314 J-mat-K™)
T[K] teplota
Aktivagni  energie uvedenych reakci  jsou E’1 =50,2kJ[mol™,

E’> =1025 kJ [ol™. Diky rozdilné aktivani energii dojde z#mou teploty ke zmrng
poneru rychlosti probihajicich reakci a tim padem i Z®eené ponerového slozeni
produkti, jak to ukazuje obrazek 4.4, zde probihala regkicelO K.

Rozklad kyseliny mravenci pri 710 K
1 T T T T T T T

[HCOOH]
[H20],[CO] []
[H2],[CO2]
'MT| T -
S
o _
©
E
o _
0 / ! ! ! ! T e S
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

t [hod]

Obrézek 4.4: Rozklad kyseliny mrawéipii 710 K
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4.2.2 Protisrérné (vratné) reakce

Protisneérné reakce jsou n&sgjSim typem simultannich reakci, neébprodukty
mohou reagovat tak, Ze vznikaji @pvychozi latky. Krond reakce pimé probiha také
reakce zptna, pozorovatelna rychlost se zmenSuje, az seneakastanovi dynamicka
rovnovaha mezimito reakcemi.

Jako piklad takovéto reakce uvedu esterifikaci ethanojgeknou mravegi [3],

ktera probiha podle rovnice
C,H,OH + HCOOH & - HCOOC,H, +H,0O

pricem? k;=1,85-10° min™, k;=1,76-10° min™. Jedna se o reakci vratnoujdemz ols
dil¢i reakce jsou druhéh@du, kinetické rovnice tedy jsou

v, = k,[C,H OH]([HCOOH]
v, =k, [HCOOCH,][H,0]

Na obrazku 4.5 je simulinkové schéma tohoto modeha obrazku 4.6 nasleduji
ukazky simulaci  riznych koncentracich reaktén¥idime, Ze model splje podminku,
Ze pokud sktery reaktant ma nulovou koncentraci, veisntedy neni, reakce neprdine.

Po uskutenéni reakce plati, Ze rovnovazna konstanta v rovno#dz stavu je

BB
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Product

[H20]

<
" e
—»@—»Q > < >
[C2H50H] cl()
e [
[HCOOH] c2()
Productl
X
<
e p|[]
[HCOOC2H5] c3(t)
.{.kz > [

c4(t)

Obrazek 4.5: Simulinkové schéma esterifikace etluiano
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Obrazek 4.6: Ribéhy reakce fi riznych péateinich koncentracich latek

a) pa@ateini koncentrace: [HsOH] = 0 mol-dn? , [HCOOH] = 1 mol-drt

b) paéatesni koncentrace: [#4s0H] = 1 mol-dri? , [HCOOH] = 1 mol-drt

c) paateni koncentrace: [§s0H] = 1 mol-dri , [HCOOH] = 0,5 mol-dri

d) pasatesni koncentrace: [§HsOH] = 0,8 mol-dit , [HCOOH] = 1 mol-dr,
[HCOOGHSs] =0,8 mol-dn
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4.3 Oscil&ni reakce

Dosud uvadné reakce ®ly jednorazovy pibé¢h. Po jejich zapeeti prokghl urtity
piechodovy ¢j, po jehoZz ukodeni doslo k ustanoveni rovnovahy a sloZeni febknesi
se jiz dale negnilo.

U nekterych slozitych chemickych reakci vSakiie dochazet k oscilacim. Za
urcitych podminek se dostavaji do stadia, kdy jejigbhlost periodicky stoupa a klesa.
Takoveé reakce oziajeme jako reakce oscéiai.

Nejlépe prostudovanymi osciaimi reakcemi jsou redoxnkatalyzované oxidace
organickych latek anionty BrD zndme jako Blousovova — Zabotinského reakce.
Modelovou situaci reakci tohoto typu je oxidace analvé kyseliny HOOC-CHCOOH,
katalyzovana redoxnim systémem “@@e** probihajici v pitomnosti bromidovych
anionfi.

Mechanismus této reakce navrhli v roce 1972 RAIAFE. Korés a R.M. Noyes,
podle nichz je také nazyvan FKN mechanismus. Cedghanismus lze roztt do t

hlavnich proceas které nmizeme popsat Uhrnnymi rovnicemi:

Proces A

BrO; +2Br~ +3H,0" + Mal I - 3BrMal +6H,0

Proces B

BrO; +H,0" +2Ce* M - 2Ce*" + HBrO, +4H,0

Proces C

BrMal +4Ce** +7H,0 M -~ HCOOH +4Ce* +Br~ +2CO, +5H,0"

Ve FKN mechanismu jsou reakce spjaty spojen pisobenim gkterych pro reakci
zasadnich latek, nasledketehoz se jejich koncentrace vzajemaovliviuji, rostou i

klesaji, coz inhibuje nebo aktivuje jednotlivé reekv mechanismu a dochazi tak
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k periodickému s$tdani proces a reakce dostdva oscitd raz. Detailni popis celého

mechanismu je uveden v [5].

4.3.1 Oregonator

Pro modelovani slozittho FKN mechanismu navrhlildFi@ Noyes v roce 1973
matematicky model nazvany nadest univerzity, kde {sobili, oregonator. Sklada se z
rovnic druhéhdadu, které popisuji zasadni kroky ostrlereakce. Vyznam symhbple:

A BrOs3

B kyselina malonova
X HBroO,

Y Br’

Z ce”

P HBroO

* vznik HBrO, (reakce 1)

A+Y D — X +P v=k[A Y]
BrO; +Br~ Ol - HBrO, + HBrO

e autokatalyticka produkce HBe(Qreakce 3)

A+ X D - Z +2X v = k,[A] X ]
BrO; + HBrO, 0 [ fi] — 2Ce* + 2HBrO,

* spoteba HBrQ (reakce 2 a 4)

X +Y D - 2P v = k,[X] Y]
HBrO, + Br~ Ot - 2HBrO

2X M » A+P v=k,[x]?
2HBrO, M - BrO; +HBrO+H "
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» oxidace organickych reaktantreakce 5)

B+Z M - fY v =k,[B]z]
CH,(COOH), + Br, I - BrCH(COOH), +H* +Br~
Ce™ +1CH,(COOH), + BrCH(COOH), T — (f /2)Br~ +Ce* + produkty

Z téchto chemickych rovnic fkeme sepsat soustavu diferenciélnich rovnic (4.1),
diky niZ budeme moci vyt¥id simulinkovy model v Matlabu, jehoZz schéma jeatsazku

4.7.Cislo f je parametr modelu.

X0 ]t i ]
(A el (43
d(gf] 2k, [AIX] -k [8]Z]

Gain 3

Kidq
D =
[HBrO2] [HBro2] (1)
Gain Product
« g
¢

Gain 1 Product 1

%«—Xf p |

[Br1 ()

Gain 2

-

pl

[Ced+] (1)

Obrazek 4.7: Simulinkové schéma oregonatoru
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Na obrdzku 4.8 je vysledek simulace provedené nadelnooregonatoru s parametry

uréenymi podle FKN mechanismuir@vzato z [6]).

x 10
1.4 . : 4
‘\ \ ““ [HBro2]
I I [Br]
1.2 | “ ‘ | ‘ [Ced+] |
| i
B R ‘
| \
[ | [
1 BN | .
I |
|
| | |
& 0.8 ‘ §
=
S
E \
£
o 0.6F ‘\ _
\
\
\ | \ |
0.4+ | =
\ ! ‘ \
| \ \ \
0.2f \ ‘ \ | \ E
| N\
| \ \ s \
‘ |
N N A I
= *'»»T,,,,,iiJ | — | | | T~
300 400 500 600 700 800 900 1000

0
0 100 200
t[s]

Obrazek 4.8: Simulaced®usovo — Zabotinského reakce.
A, =0,06,B,=0,02,X,=2.10", Y, = 2.10°, Z, = 1.10% 2f = 1,5,k; =1,8,ks = 8,0,
k,=8,0.10, k, =2.1C , ks =1,0
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Kapitola 5

Modelovani jezer

Tato kapitola je ®novana zkoumani zavislosti a pochpdkteré se uplauji
v ekosystému jezera, resp. soustavy vice jezerorRogt je konkréth zaméiena na
sledovani vyvoje koncentrace vodu &séujicich latek, které se do jezera dostavaji.

Matematicky model, ktery zde bude studovan, um@ na zaklad informaci o
jeze'e (jeho objemu, iitocich, odtocich) simulovat stav zin&eni vody v jezée v jeho

casovém vyvoiji.
5.1 Model jezera

Zakladnim krokem je vytieni modelu jednoho jezera. V tomto modelu je jezero

charakterizovana:tito parametry:

V [km?] objem jezera

fi, [km®>rok?]  ptitok do jezera

fout [km*rok?]  odtok z jezera

Pin [kg-km™3] koncentrace zrigst'ujicich latek ve vod pritékajici do jezera

X(t) [kg] mnoZstvi zn&st'ujicich latek, které se nachazi v jezegcaset
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Obrazek 5.1: Model samostatného jezera

Vyznam velEin je viditelny z obrazku 5.1. Do jezera o objemwtéka gitokem
voda rychlostifi,. V této itékajici vo@d je koncentrace polutaintrovna parametryoi,.
Z jezera odtéka voda rychlodtj,. Sowet rychlosti pitékajici vody by se # rovnat
sou’tu rychlosti vytékani vody z jezera, aby se objeryw jezée nengnil.

Z uvedenych vetin je mozné formulovat diferencialni rovnici pogisil casovy
pribéh mnozstvi zn&@Stujicich latek v jezie. MySlenka pro popsanfasové zrany

mnozstvi zn&stujici latky v jezée je nasledujici:

» v jezdge pibude takové mnoZstvi polutantu, které je rovno¢sau objemového

piitoku vody a koncentrace polutantu v této &od

e vjezdge ubude takové mnoZzstvi polutantu, které je rovaiisu objemového

odtoku vody a koncentrace polutantu v této odtékapd (ktera se rovnX(t)/V)

Vysledna rovnice tedy ma tento tvar:

dX(t) = pin fin - f\c}ut X(t)

dt
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Tento model je samégjmeé velmi zjednoduSenym obrazem skintesti a nevystihuje
zcela realnou situaci. NHRglad pedpoklada, Ze zaneseny polutant se okamzit
rovnonerné rozptyli v celém objemu jezera, coZ se ve skuisti samoiejme nedje.

Modely jednotlivych jezer se daji kombinovat tale a4 si’ propojenych jezer,

mezi nimiz dochazi k vysmé vody a tim padem i polutaintPro ilustraci uvedu soustavu

dvou jezer na obrazku 5.2.

\fimpn

fio

—
f2in1 pZin

Obrazek 5.2: Model dvou propojenych jezer

Nyni jsou jezera propojena a voda z jezera 1 péojé&t jezerem 2 nez se dostane
Ze soustavy ven. Jezero 2 ma navic druhy samogiéitole. Podle logiky vyjateni znény

polutantu v jezie za jednotk@asu dojdeme kémto rovnicim:

dt in "in Vl
dxz(t) - h _ 1:out
dt p2in f2in + Vl Xl(t) V2 XZ(t)
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5.2 Systém Velkych jezer (The Great Lakes)

Quebec
Minnesota

Obrazek 5.3: Velkéa jezera

Velka jezera (anglicky The Great Lakes, na obrd&z) je skupina jezer v Severni
Americe. Jezery prochazi statni hranice mezi Kangdmvincie Ontario) a USA. V USA
zasahuji jezera na Uzemi 8 &télinois, Indiana, Michigan, Minnesota, New Yorktét),
Ohio, Pennsylvania a Wisconsin. Jezera leZi v pioteky svatého Vatnce.

Mezi Velka jezera se @taji HorejSi jezero, Huronské jezero, Michiganské jezero,
Erijské jezero a Ontarijské jezero. Jediné Michiga@ngzero lezi celé v USA, ostatnimi
prochazi statni hranice s Kanadou, kteréipgiiblizné s rozlohy jezer. Redstavuji
nejwtsi skupinu sladkovodnich jezer nastv Casto byvaji ozngvana za vnitrozemskéa
more.

Je teba rozliSit pojem Velka jezeragtginou oznaujici pouze pt nize jmenovanych
jezer) a systém Velkych jezer, ktery zahrnuje i gigezera aeky, které cely systém
spojuji [10].
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Nasledujici tabulky uvagi realné parametry jednotlivych jezer v oblastiefzato z [9]):

Tabulka 5.1: Parametry jezer

Index Jezero Objem [kt Pritok [km®-rok’]
1 Horejsi 12100 63
2 Michiganskeé 4923 159
3 Huronské 3547 63
4 Erijské 484 71
5 Ontarijské 1640 58

Z obrazku 5.3 je patrné, jak jsou jezera v systé&velkych jezer propojena fitoky.

Tabulka 5.2 tuto skuteost vyjaduje ciselre.

Tabulka 5.2: Parametryjgoka

Pratok Z jezera Do jezera Bk [km’-rok™]
f13 HorejSi Huronské 63
fo3 Michiganské Huronské 159
fa4 Huronské Erijské 285
f45 Erijské Ontarijské 356
fse Ontarijské ven ze systému 414

Nyni, kdyz je znamo, jak voda Velkymi jezery prd¢kmizeme napsat soustavu
rovnic (5.1), ktera systém popisuje. JelikoZ Udaj#itocich a odtocich z jezer jsou udany
v ro¢nich intervalech, rozhodl jsem se wyiNodiskrétni model soustavy. Na zaksad

rovnic (5.1) jsem sestavil v Simulinku model, jelszhéma ukazuje obrazek 5.4.
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Xy(k+D) = X, (k) +p, fy ——

1

X, (k)

f23

Xy (k+1) = X, (k) +p, f ——— X, (k)

2

f13 f23 f34
Xalk+d) = Xg(k)+pafy + = Xy (k) + 7= X, ()= 7= X (k) (5.1)

1 2 3
_ f34 f45
Xy(k+D) = X, (K)+p, fy +— X5 (k) ——— X, (k)
V., Vv,
_ f45 f56
Xs(k+1) = Xy (k) + s F5 +—— X, (K) =— X (K)
V4 5
b
Pritok 1 Gain 9 X1 Horejsi
Gain i A
K-

1l

Pritok 2 Gain 10

X2 Michiganske
Gain 1

X3 Huronske Scope 1

Gain 2

4%%‘ ‘ Gain 15
Pritok 3 Gain 11 ‘>

Py L]

1
na /v ; Gain 17 Gain 24 Scope 11
X4 Erijske
Pritok 4 Gain 12 . P K-
Gain 6

e

Pritok 5 Gain 13

X5 Ontarijske

Gain 8

Obrézek 5.4: Simulinkové schéma modelu systémuyealezer
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5.2.1 Simulace na modelu Velkych jezer

Uvedeny model charakterizuje ziteni jezera pomoci hmotnosti Zfi&ujici latky
vném. Kazdé jezero ovSem zadrzuje jiné mnozstvi vadgiz pouha informace o
hmotnosti zné&stujici latky v rem nam neda nazornourguistavu, jak moc je jezero
znetisténo. Pro lepSi fedstavu tedy budu pracovat s koncentracemi polutajgzee. Tu
ziskam vydlenim hmotnosti polutantu objemem jezera. Budenie neci adekvaté
porovnavat miru kvality vody.

Jako indikator znasténi nam bude slouzit néglad koncentrace rtuti rozpusie ve
vodé. Uvazujme, Zze maximalni dovolend koncentrace rpwt povrchovou vodu je
Cmax=0,005 mg/I.

Prvni simulace bude ukazkou moznosti jezéstd se od polutantu. Budeme vzdy
piedpokladat zn#Steni pouze jednoho jezera. fiP této simulaci parametry
P,=p,=P; =P, = P, =0kgkm?, coZ znamena, Ze do soustavy jezer potitéka cista
voda bez znasténi. Vysledky simulace vidime na obrazku 5.5.

Je patrné, Ze nejpomaleji se polutantu zbavujéefdb jezero, které ma nepéi
objem a zarove nejmensi odtok, tudiz obnova kvality vody je velpomala. Nejrychleji
sedisti jezero Erijské, nachazi v dolasti systému jezer, ma tudiz jiz Zng pritok a je

Z jezer nejmensi, takZe se &mvoda nejrychleji obgni.
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Obrazek 5.5: Schopnost satigeni jezer
Py =P, = P; = P, = Ps = Okgkm™

DalSi simulace ukazuje, co se stane, pokud do Zstéasoustavy jezer Zae proudit
silné zn&istena voda, v naSemtipad to znamena voda o koncentraci rtuti 0,005 mg/I.
Nejprve budeme simulovat situaci, kdyma zneisténa voda vtékat pouze do kg§iho
jezera, poté situaci, kdy bude Zi#ena voda vtékat pouze do Michiganského jezera a jako
posledni simulace budéipad, kdy vSechnyiftoky do soustavy budou z&igtené.

Vysledky simulaci vidime na obrazcich 5.6 az 5.§rvhim gipac (obrazek 5.6)
vtéka zneéisttna voda do jinakéisté soustavy jezeriges HdejSi jezero. Vidime, Ze
zneistovani probiha pominé pomalu, nebt polutant se relativh malym gitokem
dostava do velikého HejSiho jezera, kde tedy jeho koncentrace jen poZvohrista. |
pronikani polutantu do jezer nize v kaskd@l relativie mirné, také diky malému odtoku
z HoejSiho jezera.
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Jinak vypada situace, kdy zti&teéna voda pitéka do Michiganského jezera (obrazek
5.7). To zadrzuje oproti HejSimu jezeru podstatrmére vody a jeho fitok/odtok je vice
jak dvojnasobny. To ma za nasledek daleko rychlefe€isténi celé soustavy jezer.
Koncentrace polutantu v Michiganském jezenaroste na vyslednych 0,005 mg/l a
koncentrace v ostatnich jezerech je obBegr$si nez v fedeslém fipact. Za zminku stoji
fakt, Ze pi ptitoku zneisSt¢né vody do HéejSiho jezera istane neddéené Michiganskeé
jezero a naopak, pokud zm&ena voda ptéekd do Michiganského jezeraisté Zistane
HorejSi jezero. Vyplyva to z geografického usgaani jezer, které model respektuje.

Béhem simulace na obrazku 5.8 Zi8&na voda fitékd do vSech jezer v soustav
tudiz vysledna koncentrace polutiane vSech jezerech se ustali na hodra@incentrace

polutanti v pritékajici vodck.

x 107 Koncentrace polutantu v jezerech
5 T T
4.5¢ o -
Horejsi jezero
4l Michiganske jezero | |
Huronske jezero
3.5F Erijske jezero .
Ontarijske jezero
3 L ]
g 25} .
(&)
2 L -
151 -
1L e
-
0.5 e ]
. =
L
0 i I | | |
0 200 400 600 800 1000
t [roky]

Obréazek 5.6: $éni polutantu kaskadou jezer, polutant ddej&iho jezera
p, =5000kg (km™, p, = Okg [km™, p, = Okg [km™®, p, = Okg [km™, p, = Okg [km™
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x 107 Koncentrace polutantu v jezerech
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Obréazek 5.7: $éni polutantu kaskadou jezer, polutant do Michigéhs jezera

p, = 0kgkm™, p, =5000kg (km™, p, = 0kg [(km™, p, = 0kg [km®, p, = Okg [km™

1

Horejsi jezero
Michiganske jezero | |
Huronske jezero
Erijske jezero B
Ontarijske jezero

¢ [mg/l]

0 | | | |
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Obréazek 5.8: $éni polutantu kaskadou jezer, polutant do v3eatrjez

P, =P, = P; = P, = ps = 5000kg km™®
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Posledni simulace ukazujeftipad, ktery modeluje ekologickou havarii u
Michiganského jezera v ddpkdy ostatni jezera jsatista. Havarie je simulovana velkym
pulsem na fitoku do Michiganského jezera. Tento puledstavuje velké jednorazove
uvolnéni polutantu do vody v jete. V modelu jsem tuto situaci navodil vysokym
p,=2-10°%kg-km™ (coZ fredstavuje koncentraci 2 mg/l) po dobu jednoho roku.

Vysledek simulace na obrazku 5.9 zndzge, jak se zn@Steni rozSfi do jezer, ktera
jsou v kaskadl pod Michiganskym jezerem. Pajaké dol se jezera diky naslednému

pritékanicisté vody polutantu afp zbavi.

Koncentrace polutantu v jezere

007 T T T T T
Horejsi jezero
0.06 + Michiganske jezero ||
Huronske jezero
Erijske jezero
0.05 |- : .. J .
Ontarijske jezero
— 0.04¢ i
D
E
© 0.03r i
0.02
0.01f
0 § | | I I I |
0 10 20 30 40 50 60 70

t [roky]

Obréazek 5.9: $éni polutantu v soustaw disledku ekologické havéarie u Michiganského

jezera
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Kapitola 6

Psani této bakaigké prace znamenalo mimo jiné také obeznamenijisgts obory
nez jen <isté technickymi, na & je CVUT FEL specializovana. Uk&zalo se, Ze
v n¢kterych oblastech je nutné znat alaspaklady jiného odstvi, jinych zangeni, neb6
pii praci na rozhrani dvou ohblje poteba orientovat se v obojim. Je takéjmé, ze
znalosti z jednoho odwi je s vyhodou mozné uplatnit i v jiné ne®vpdni aplikaci. A tak
byly v této praci vyuZzity znalosti z teorie sysi&rpro modelovani procésa systém
v oborech jinych nez technickych.

Byly sestaveny a zkoumany modely sysiéme ¢tyi oblasti, a to farmakokinetiky,
epidemiologie, chemické kinetiky a ekologie. deba brat v Gvahu, Ze pouzité modely
byly modely zakladni a nizSi slozitosti)i dobie ilustrovaly chovani daného systému a
jeho vlastnosti, ovSem pro reélné nasazeni v fimakiylo Zejmé zapotebi je zdokonalit.

Ve lékastvi se matematické modely pouZzivaji fiklad pro simulace distribuce
léCiva v €le pacienta. Po ziskani udapro dany Iék a pacienta je mozniegpowdst
¢asovy vyvoj koncentrace¢inné latky v pacientay téle. Sestavil jsem modely pro
intravendzni a oralni aplikacid&a, které toto umailji. Ukazalo se, Ze éma zmisoby
aplikace nizeme vhodnym davkovanim nastolit poZzadovanou kdreanéku v plasra
Vysledky jsou zaznamenany v druhé kapitole.

Zkoumani epidemii a jejich pioéha, jemuz jsem se &noval ve feti kapitole, je
obecrk velmi komplikovany ukol, a to i za pouziti soflaivargjSich matematickych
modeh. Sieni nakazy je slozity proces ovlmy mnoha faktory, jako je doba inkubace

nemoci, koncentrace lidi v méstepidemie, iizna frekvence a délka jejich setkavani.

49



Epidemie se diky tomu tie Sfit nehomogen& a ve vice ohniscich. | ziskani feiinych
kompletnich dat pro sestaveni modelu je 8@ nebd je nutné shromazdit idaje o vSech
nakazenych. NMize dojit k opozéhému nahlaseniékterych gipadi apod. Data o epidemii
Zloutenky z roku 2008 mi poskytl Statni zdravotrsta¥ prostednictvim databaze
programu Epidat, ktery zajije evidenci a analyzu infékich nemoci R. Na tato data
jsem aplikoval SIR model tak, aby se jeho chovanhejvice bliZzilo skutému ptibéhu
epidemie.

Dobie prostudovanou oblasti vyuziti siméiéch model je chemicka kinetika.
V této kapitole jsem sestavil modely reprezentugigkladni druhy chemickych reakci a
proved| simulace na konkrétnich reakcich s reélrjauy.

Experimenty na modelu v kapitole o systému Velkyeber v Severni Americe
ukazaly, Ze proces sakisiéni jezer je velice pomaly.ipadné samovolné odplaveni
polutanti z jezer je zalezitost natkolik desitek let a i nasledky jednorazoveé ekolk§ic
havarie zanechaji v soustgezer néivou stopu po dlouhou dobu.

Napiiklad prae simulace zn&sSteni na modelu systému Velkych jezer nam
umoziuji nahlédnuti do chovani systému v takovych sitttgckteré nerizeme nebo
nechceme ffivodit, a pouziti abstraktniho matematického modelu tom gipad jedinou
Sanci, jak dsledky dané situacei udalosti odhalit. Matematické modely tedy jsou
nezbytné ve vSech oborech’, @z ve svych jednodusSich, ilustrativnich variantaebo

v sofistikovanych verzich genych pro praktické vyuziti.
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Obsah plozenéeho CD

K této préaci je filozeno CD, na kterém je uloZena elektronicka vetakumentu v pdf a

simulinkové modely vytviené v Matlabu.

\valenp2_BP2009.pdf — bak#ska prace ve formatu pdf

\Farmakokinetika
0 intravenozni.mdl — jednokompartmentovy model ingradzni aplikace Iéku

o oralni.mdl - jednokompartmentovy model oralni apti& |eku

\Epidemiologie
o SIR.mdl — epidemiologicky SIR model
\Chem_kintetika

o bocna.mdl — model rozkladu kyseliny mraven
o vratna.mdl — model esterifikace ethanolu kyselinoaveri

o oregonator.mdl — model osailai reakce

\Jezera

o velka_jezera.mdl — model Velkych jezer v Severnietice
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