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Abstrakt
Tato práce se věnuje konceptu dynamického plotru - jednoosého jeřábu s proměnnou délkou
závěsu a pohyblivým mı́stem zavěšenı́. Na rozdı́l od většiny jeřábů, našı́m cı́lem nenı́ potlačit
dynamiku tohoto systému, a tı́m eliminovat kmitánı́ kyvadla, ale naopak tuto dynamiku vyžı́t pro
zkrácenı́ času a snı́ženı́ akčnı́ho zásahu potřebného pro projetı́ zadané trajektorie. V rámci této
práce byl postaven reálný model systému z běžně dostupných komponent a součástek tištěných
na 3D tiskárně. Model byl uzpůsoben pro vyžitı́ prostředı́ Simulink za účelem vývoje a simulace
navržených regulátorů. Pro daný fyzický model byl odvozen matematický model a jeho konstanty
jsme identifikovali několika experimenty. Pro takto připravený systém byl formulován problém
hledánı́ časově optimálnı́ trajektorie jakožto nelineárnı́ optimalizačnı́ úlohu, která byla vyřešena
pomocı́ nástroje CasADi. Zı́skanou trajektorii byla následně testována na matematickém modelu
i experimentálně ověřena na reálném systému. Vzhledem k rozdı́lům mezi reálným a matema-
tickým modelem, byly testovány LQR a PID regulátory pro sledovánı́ předpočı́tané trajektorie.

Klı́čová slova: Dynamický plotr, plánovánı́ trajektorie, sledovánı́ trajektorie, časově optimálnı́
řı́zenı́, modelovánı́ dynamického systému

Abstract
This thesis investigates the concept of dynamic plotter - single axis crane with variable placement
of suspending of the pendulum and a length of the hanger. The main difference is that our goal
is not to suppress the dynamics of this system and therefore eliminate the swinging motion of
the pendulum. We are trying to make use of the dynamics of the system to decrease the time
and required actuator effort to go through predetermined path of the pendulum. As a part of this
thesis a real model of such system was built from commonly accessible parts or from printed on
3D printer. Model makes use of Simulink environment for development and testing of proposed
regulators. Mathematical model was derived and its constants identified. We formulated problem
of searching time optimal trajectory as a non-linear optimization task using the mathematical
model. This optimization problem was solved using CasADi tool. Created trajectory was then
tested on mathematical model as well as on the physical one. Few regulator types were tested at
following of the precalculated trajectory.

Keywords: Dynamic plotter, trajectory planning, trajectory following, time-optimal control, dy-
namic system modeling
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5.3.2 Numerické metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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5 Návrh upraveného kyvadla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
6 Kalibrace kyvadla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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čı́tač kvadraturnı́ho enkodéru
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Kapitola 1

Úvod

Mnoho mechanických systémů má nežádoucı́ dynamické vlastnosti, někdy se jedná o druhy kmitánı́,
jindy přı́mo o nestabilitu systému. Nejčastějšı́m přı́stupem k takovýmto problémům jsou různá opatřenı́
k potlačenı́ nežádoucı́ch vlastnostı́. V určitých přı́padech je však možné tuto dynamiku využı́t pro
dosaženı́ zadaného cı́le. Typickým cı́lem je projetı́ určité trajektorie s minimálnı́ potřebovanou energiı́
nebo minimálnı́m časem. Právě využitı́m vlastnostı́ systému je možné snı́žit potřebný čas a energii.
Pro dosaženı́ těchto cı́lů je zapotřebı́ pokročile analyzovat vlastnosti systému a na základě těchto po-
zorovánı́ odhadnout způsob ovládánı́ pro dosaženı́ zadaného cı́le.

Jako model pro demonstraci těchto principů jsme zvolili dynamický plotr. Jde o zařı́zenı́ podobné
jednoosému jeřábu. V principu se jedná o kyvadlo na vozı́ku s proměnnou délkou závěsu. Vstupem
do systému jsou proudy do dvou BLDC motorů a výstupem jsou data ze třı́ enkodérů. Jeden z motorů
pomocı́ řemenu přı́mo ovládá polohu vozı́ku a jeho otočenı́ je měřeno enkodérem. Druhý motor ovládá
délku lanka závěsu, i k tomuto motoru je připevněn enkodér. Třetı́ enkodér snı́má úhel kyvadla.

Tento model byl zvolen předevšı́m, protože jeho dynamika se dá výhodně použı́t a navı́c jsou
všechny veličiny systému dobře pozorovatelné pouhým lidským okem. Výsledkem práce má být
předevšı́m demonstrace principů řı́zenı́ a tedy možnost vizualizovat trajektorii kyvadla je pro tyto
účely ideálnı́.

Cı́lem projektu je stavba fyzického modelu, jeho zprovozněnı́ a připojenı́ na prostředı́ Simulink,
dále analyzovat fyzikálnı́ zákonitosti a vytvořit matematický model, který maximálně věrohodně si-
muluje fyzický systém.

Pro matematický model je pak možné vypočı́tat trajektorii, při které kyvadlo nakreslı́ zadanou
křivku v minimálnı́m čase. Matematický model se však nikdy dokonale neshoduje s reálný modelem,
proto se využı́vajı́ různé regulátory, kterými je tato neshoda částečně kompenzována.
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Kapitola 2

Mechanický model

Cı́lem této práce je vyvinout experimentálnı́ platformu pro testovánı́ teoretických konceptů plánovánı́
trajektorie. Vzhledem k tomu, že se jedná o začátek projektu, bylo nutné tuto platformu od základu
postavit. Platforma by měla mı́t dostatečný výpočetnı́ výkon, aby bylo možné testovat i náročnějšı́
regulátory. Model by měl být připojitelný na vývojové prostředı́ Simulink [2] za účelem optimali-
zace trajektorie, návrhu a testovánı́ regulátorů. Model by měl být dále upravitelný a replikovatelný,
předevšı́m využitı́m volně dostupných součástek, přı́padně 3D tisku.

Prvnı́ verze mechanického modelu byla postavena v rámci letnı́ stáže ve skupině AA4CC na ka-
tedře řı́dicı́ techniky Elektrotechnické fakulty ČVUT. V této fázi vývoje se počı́talo, že kreslı́cı́ me-
chanismus bude kontaktnı́, půjde o fix kreslı́cı́ na tabuli a tedy celé zařı́zenı́ bude připevněno na tabuli.
Tento koncept byl nakonec opuštěn, jelikož kontakt s tabulı́ by komplikoval dynamiku systému a činil
ji závislou na stavu tabule apod., což by zbytečně komplikovalo hlavnı́ cı́l práce, tedy snahu demon-
strovat možnosti plánovánı́ trajektorie.

Druhá verze byla navržena s myšlenkou kreslenı́ pomocı́ laseru na plexisklo s luminoformnı́m
nátěrem pro lepšı́ vizualizaci trajektorie. Celý mechanismus je postaven na samostatné nosné kon-
strukci. Bohužel vzhledem ke karanténě způsobené virem COVID-19, nebylo v rámci této práce
možné konstrukci plně dostavět. Hlavnı́m nedostatkem je absence zmı́něného plexiskla s luminofo-
rem, ale jinak je model plně funkčnı́.

2.1 Mechanický návrh
Celá kontukce byla nejprve modelována v programu Fusion 360 [3] a následně vytištěna na 3D
tiskárně [4] pro lepšı́ možnost dále model upravovat. Zmenšený návrh (zkrácenı́m vodı́cı́ch tyčı́) je
vyobrazen na obrázcı́ch 1 a 2.

Obrázek 1: Vizualizace návrhu mechanického modelu - pohled izometrický shora
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2.1 Mechanický návrh

Mechanicky byl zvolen koncept vozı́ku pojı́ždějı́cı́ho po dvou vodı́cı́ch tyčı́ch mezi dvěma stoji-
nami. Tento vozı́k je zároveň mı́stem zavěšenı́ kyvadla. Poloha vozı́ku je určována jednı́m z motorů
a jeho otočenı́ a tı́m i poloha vozı́ku je měřena inkrementálnı́m enkodérem připevněným přı́mo na
rotor motoru. Délka závěsu je řešena analogicky pomocı́ druhého motoru. Systém má dvě vstupnı́
veličiny: momenty sı́ly generované dvěma motory.

Jelikož pro stavbu modelu byly vybrány výkonné motory, byly vzhledem k jejich váze oba umı́stěny
mimo vozı́k. Oproti umı́stěnı́ jednoho z motorů na vozı́k jsou hlavnı́mi výhodami jednoduššı́ kabeláž
a zároveň lehčı́ vozı́k, tedy s lepšı́ dynamikou. Nevýhodou toho přı́stupu je zkomplikovánı́ modelu,
jelikož délka samotného závěsu kyvadla je závislá na poloze obou motorů.

Obrázek 2: Vizualizace návrhu mechanického modelu - pohled izometrický zdola

Samotné kyvadlo je zavěšeno na lanku, které vede od jednoho z motorů přes vozı́k viz obrázek 1.
Kyvadlo je zavěšeno na dvou lanech, pro omezenı́ pohybu mimo manipulačnı́ prostor. Použitá lanka
jsou velmi tenká, aby při navı́jenı́ lanka na buben nedocházelo k výrazným změnám poměru otočenı́
motoru ku délce lanka. Byly testovány i jiné přı́stupy k tomuto problému, ale při nich docházelo k
prokluzu lanka při rychlých změnách rychlosti otáčenı́ motoru.

Pro měřenı́ polohy samotného kyvadla byly zvažovány dvě možnosti: mechanická a optická. Op-
tická, neboli zı́skávanı́ polohy kyvadla z kamery, by poskytovala lepšı́ ověřenı́ polohy kyvadla a na
rozdı́l od mechanické by neovlivňovala dynamiku systému, ale naopak by do řı́zenı́ přidala výrazné
zpožděnı́ způsobené zpracovánı́m obrazu. Nakonec byla zvolena mechanická metoda. Lanka závěsu
jsou spojena s malými pevnými měřı́cı́mi kyvadly. Lanka jsou umı́stěna v drážce těchto malých kyva-
del. Úhel výkyvu malých kyvadel je stejný jako hlavnı́ho kyvadla. Tato malá kyvadla jsou vzájemně
spojená společnou ocelovou osou a na nı́ je namontovaný inkrementálnı́ enkodér, který přes tento
mechanismus určuje úhel výkyvu. Poloha kyvadla je určena všemi třemi veličinami: úhlem výkyvu,
délkou závěsu a polohou vozı́ku.
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2.2 Elektrické zapojenı́

2.2 Elektrické zapojenı́
V prvotnı́ verzi modelu bylo použito Raspberry Pi jako hlavnı́ výpočetnı́ jednotka systému. Pro vyčı́tánı́
třetı́ho enkodéru umı́stěného na vozı́ku se využı́valo Arduino Nano. Po zavrženı́ myšlenky snı́mánı́
polohy kyvadla pomocı́ kamery došlo také ke změně výpočetnı́ jednotky za BeagleBone Black. Tato
změna byla motivována dvěma důvody. Raspberry Pi má pouze jeden vyvedený UART a pro jeho
správné fungovánı́ na vyššı́ch rychlostech je potřeba výrazných softwarových úprav. Na druhou stranu
BeagleBone má možnost připojit až 4 linky UART, které jsou v základu stavěné na vyššı́ rychlosti
přenosu. BeagleBone má navı́c zabudované tři jednotky pro snı́mánı́ kvadraturnı́ch enkodérů (eQEP).

2.2.1 Odrive
Odrive je open-source platforma vyvinutá Oskarem Weiglem pro řı́zenı́ BLDC motorů. Platforma je
otevřena jak v hardwaru, tak v softwaru, což umožňuje dalšı́ úpravy pro účely našeho projektu. Odrive
využı́vá enkodérů pro určovánı́ přesného otočenı́ motorů. Odrive umožňuje řı́zenı́ pomocı́ reference
polohy, rychlosti nebo přes zadávánı́ samotného proudu. Odrive také podporuje ”feedforward”, neboli
předávánı́ očekávaných hodnot rychlosti nebo proudu. Smyčka regulátoru (obrázek 3) běžı́ na 8 kHz.
Pozičnı́ kontrolér je realizován jako čistě proporcionálnı́, rychlostnı́ kontrolér je realizován jako PI
(proporcionálnı́, integračnı́). Dohromady je možné tyto dva popsat jako jeden PID (proporcionálnı́,
integračnı́, derivačnı́) regulátor.

Pokud je zvolen pozičnı́ regulátor, tak jsou použity všechny regulátory. Při použitı́ rychlostnı́ho
řı́zenı́ je regulátor polohy odpojený a při proudovém řı́zenı́ je odpojen i regulátor rychlosti.

Obrázek 3: Řı́dı́cı́ smyčka Odrive [1]

2.2.1.1 Komunikace s Odrive

Odrive umožňuje komunikaci přes PWM, USB, UART i CAN. Hlavnı́mi kritérii byly rychlost ko-
munikace, spolehlivost a snadnost zprovozněnı́. Vzhledem k implementaci jednotlivých rozhranı́, byl
vybrán UART, jelikož dosahoval největšı́ maximálnı́ rychlosti.

Odrive umožňuje přes UART dva rozdı́lné komunikačnı́ protokoly - nativnı́ a ascii. Nativnı́ je
primárně určen pro komunikaci na principu paketů, obsahuje ochrany proti chybě přenosu a většina
zpráv má přibližně stejnou délku. Samotné zprávy jsou pro člověka však nečitelné. Ascii protokol
je častěji použı́vaný a tedy i lépe zdokumentovaný a pro člověka lépe čitelný. Pro většinu přı́kazů
je pomalejšı́, ale pro několik nejpoužı́vanějšı́ch má zkrácené zprávy a ty jsou již rychlejšı́ než jejich
ekvivalent z nativnı́ho protokolu. Nevýhodou ascii protokolu je nulová ochrana proti chybě přenosu.
Předevšı́m vzhledem k vyššı́ přenosové rychlosti je v tomto projektu použı́ván ascii protokol.
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2.2 Ascii protokol

2.2.1.2 Ascii protokol

Přı́kazy v ascii protokolu se dajı́ rozdělit na dvě skupiny - obecné a speciálnı́. Obecnými přı́kazy je
možné nastavit nebo přečı́st libovolnou hodnotu na Odrive. Přı́kladem takovéhoto přı́kazu je napřı́klad
vyčtenı́ proudu motorem: r axis0.controller.cur setpoint. Nevýhodou těchto přı́kazů
jsou dlouhé zprávy a tedy snı́žená rychlost komunikace. Pro zrychlenı́ komunikace jsou implemen-
továny i speciálnı́ kratšı́ přı́kazy pro vybrané instrukce. Přı́kladem takového přı́kazu je přı́kaz na na-
stavenı́ požadovaného proudu motorem: c motor current, který v praxi může vypadat napřı́klad
c 0 5.12

2.2.1.3 Úpravy komunikace s Odrive

V základnı́m nastavenı́ byl Odrive schopen komunikovat pouze na frekvenci 50 Hz, pokud byly
vyčı́tány všechny důležité hodnoty. Pro vyššı́ přesnost při následném řı́zenı́ bylo potřeba tuto frek-
venci navýšit. To spočı́valo v úpravě firmwaru Odrivu i nastavenı́ BeagleBone.

Prvnı́ možnostı́ na zvýšenı́ frekvence bylo zefektivněnı́ komunikačnı́ho protokolu přidánı́m spe-
ciálnı́ho přı́kazu pro vyčı́tánı́ všech důležitých veličin daného motoru, jelikož v době stavby modelu
tento přı́kaz v ODrivu neexistoval. Na základě připomı́nek vzniklých v souvislosti s touto pracı́ a pracı́
mnoha jiných autorů je nynı́ takovýto přı́kaz již součástı́ oficiálnı́ho firmwaru Odrive.

Druhou možnostı́ bylo vhodné uspořádánı́ přı́kazů v jednotlivých cyklech. Pomocı́ osciloskopu
bylo pozorováno, že Odrivu trvá přibližně 0.7 ms než začne odesı́lat odpověd’ na dotaz, proto jsou
nejprve odesı́lány dotazy na výstupnı́ veličiny, následně jsou odeslány nové přı́kazy trajektorie a až
potom jsou přečteny odpovědi na dotazy.

Třetı́ možnostı́ je zvýšenı́ přenosové rychlosti sběrnice. V základu je UART Odrive nastavený na
rychlost 115200 baud. Tato hodnota byla zvýšena na 460800 baud. Byla testována i možnost 912800
baud, ale zde již často docházelo k různým chybám. Na osciloskopu byla pozorována nezanedbatelná
doba náběhu. Při snaze zkrátit tento čas, byl sériový odpor 3.3 kΩ v linkách UART na desce Odrive
vyměněn za odpor 1 kΩ. I po této změně se však při rychlosti 912800 baud objevovaly často chyby v
přenosu.

S těmito úpravami bylo dosaženo stabilnı́ komunikace na frekvenci 350 Hz, což by mělo být
dostatečné vzhledem k charakteru systému. Snahy o dalšı́ zrychlenı́ komunikace byly v této fázi
ukončeny.

2.2.2 BeagleBone Black
BeagleBone je jednodeskový počı́tač s 1 GHz procesorem, 512 MB DDR3 RAM. Obsahuje také
mnoho periferiı́: 4x UART, 2x SPI, 2x I2C, 2x CAN. Dále má také tři kanály pro vyčı́tánı́ kvadraturnı́ch
enkodérů (eQEP) a dva zabudované 32-bitové mikrokontroléry pro časově kritické aplikace.

Tato vývojová deska nabı́zı́ podporu různých operačnı́ch systémů. Pro tento projekt je nejvhodnějšı́
Debian, jelikož je spolu s touto deskou podporován prostředı́m Simulink. Vzhledem k mı́rné zastara-
losti této podpory je nutné použı́t staršı́ verzi operačnı́ho systému Debian pro BeagleBone. V přı́padě
potřeby disponuje skupina AA4CC na katedře řı́dicı́ techniky potřebnými znalostmi 1 pro úspěšné
propojenı́ novějšı́ verze tohoto operačnı́ho systému k prostředı́ Simulink. Tato možnost však nebyla
zkoumána, jelikož nenabı́zela žádné zlepšenı́ systému.

1 https://github.com/aa4cc/ert linux
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2.2 Kvadraturnı́ enkodér

2.2.2.1 Kvadraturnı́ enkodér

Dynamický plotr má celkem tři enkodéry pro měřenı́ polohy. Ve všech přı́padech se jedná o AMT102-V
s rozlišenı́m 2048 pulzů na otáčku, tedy s maximálnı́m rozlišenı́m 8192 jednotek na otáčku. Vyčı́tánı́
z dvou enkodérů provádı́ Odrive. Poslednı́ enkodér se vyčı́tá pomocı́ čı́tače kvadraturnı́ho enkodéru
(eQEP) zabudovaného na BeagleBone. Použitý enkodér pracuje však s napětı́m 5 V, zatı́mco Beagle-
Bone použı́vá napětı́ 3.3 V. Pro vyžitı́ch tohoto zabudovaného čı́tače byl zkonstruován jednoduchý
převodnı́k úrovnı́ viz schéma 4a.

(a) Schéma převodnı́ku úrovnı́ (b) Provizornı́ deska plošných spojů

Obrázek 4: Elektrické zapojenı́

2.2.3 Deska plošného spoje

Pro BeagleBone Black a Odrive byla navržena deska plošných spojů (DPS), která by přı́mo spojo-
vala obě desky. Kromě nutných spojů byl prostor na DPS využito pro dalšı́ možné funkcionality pro
přı́padný dalšı́ vývoj tohoto projektu, či jiné projekty spojené s BeagleBone a Odrive. Připraveny byly
převodnı́ky úrovnı́ pro enkodéry, všechny důležité komunikačnı́ linky byly vyvedeny na vlastnı́ konek-
tory a přı́padně by byla možnost desku osadit i mikrokontrolérem z řady STM32F100. Vzhledem ke
karanténě způsobené COVID-19, nebyl tento návrh využit a mı́sto toho byl potřebný obvod provizorně
napájen na univerzálnı́ plošný spoj viz obrázek 4b.

2.3 Problémy mechanického modelu
V původnı́m konceptu se počı́talo s použitı́m horizontálně položeného válce (laserem) jakožto závažı́m.
Tento koncept se ve spojenı́ s použitou konstrukcı́ ukázal jako neproveditelný kvůli parazitnı́m os-
cilačnı́m módům kyvadla. Pro popis těchto módů jsme zavedli souřadný systém, kde osa y je rov-
noběžná s lanem závěsu viz obrázek 5. Translačnı́ pohyb ve směru os x a y pak odpovı́dá kývánı́
a změně délky závěsu kyvadla. Pohyb ve zbylých čtyřech stupnı́ch volnosti je nežádoucı́.

Při použitı́ horizontálnı́ho válce jakožto závažı́ docházelo k výrazným nežádoucı́m oscilacı́m,
předevšı́m rotaci kolem osy y a translaci ve směru osy z. Rotace kolem osy x byla znemožněna
zavěšenı́m kyvadla na dvě lana.
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2.4 Pozdějšı́ úpravy mechanického modelu

2.4 Pozdějšı́ úpravy mechanického modelu

Obrázek 5: Návrh upraveného kyvadla

Vzhledem k problémům popsaným v kapitole
2.3 bylo nutné vylepšit model, aby byly tyto
nežádoucı́ jevy potlačeny. Translačnı́ pohyb ve
směru osy z byl potlačen snı́ženı́m těžiště závažı́
pod úroveň spoje s lany a zvýšenı́m rozchodu
mezi jednotlivými lanky na vozı́ku. Lanka mezi
vozı́kem a závažı́m již nejsou rovnoběžná, jak s
tı́m počı́tal původnı́ návrh.

Rotace kolem osy y byla potlačena snı́ženı́m
momentu setrvačnosti, aby došlo ke zvýšenı́
vlastnı́ frekvence těchto oscilacı́. Po zavedenı́
této úpravy již nedocházelo k vybuzovánı́ těchto
parazitnı́ch oscilacı́.

Rotace kolem osy z nebyla plně potlačena
a při pozdějšı́ch experimentech se tato parazitnı́
oscilace projevila viz kapitola 6.4.

2.5 Kalibrace modelu
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Obrázek 6: Kalibrace kyvadla

Inkrementálnı́mi senzory zjistı́me pouze vzdálenost
relativnı́ vůči času, kdy byly zapnuty. Po každém
zapnutı́ modelu je nutné zjistit absolutnı́ po-
lohu kyvadla. Pro správné fungovánı́ je zapotřebı́
znát přesnou délku závěsu, přesněji jeho délku
k těžišti kyvadla. Jak se ukázalo při identifikaci
systému v kapitole 4.1, tak samotná frekvence
kmitánı́ velmi přesně odpovı́dá délce závěsu.
Model je tedy kalibrován při umı́stěnı́ vozı́ku
na střed pojezdů a nastavenı́ délky závěsu na
0.5 ± 0.2 m. Následně je provedeno rozpo-
hybovánı́ kyvadla pomocı́ řı́zenı́ polohy přes
ODrive a je změřeno kmitánı́ kyvadla při kon-
stantnı́ poloze vozı́ku a délce lanka. Naměřená
data úhlu výkyvu jsou proložena křivkou od-
povı́dajı́cı́ slabě tlumenému oscilátoru, z čehož
je určena jak délku závěsu, tak přı́padná od-
chylka úhlu výkyvu od svislé pozice.

7



2.6 Dı́ly a ceny

2.6 Dı́ly a ceny

Dı́l použité množstvı́ Cena za jednotku [Kč] Celková cena [Kč]

ODRIVE V3.5 48V 1 ks 3 530 3 530

Motor - D5065 270KV 2 ks 1 530 3 060

Enkodér AMT102-V 3 ks 865 2 595

BeagleBone Black 1 ks 1 430 1 430

Vodı́cı́ tyč W10 2 m 280 560

SK uchycenı́ vodı́cı́ch tyčı́ SK10 4 ks 70 280

Kuličkové pouzdro LM10UU 4 ks 60 240

vodı́cı́ tyč W8 0,2 m 260 52

Ložisko 626 2 ks 10 20

Ložisko 826 2 ks 20 40

Kladka GT2 1 ks 59 59

Řemenice GT2 5 ks 59 295

Řemen GT2 2 m 89 178

Hlinı́kové profily 4 m 170 680

PLA filament pro 3D tisk ∼0.5 kg 1 300 650

Total 13 669

Tabulka 1: Cena materiálu za dynamický plotr.
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Kapitola 3

Odvozenı́ matematického modelu

V této kapitole se budeme věnovat aplikaci fyzikálnı́ch zákonů na model, abychom pro něj mohli
vytvořit jeho matematický popis. Nejprve zavedeme značenı́ a potřebné konstanty, potom pomocı́
Lagrangeových rovnic druhého druhu odvodı́me matematický model. Během celého odvozenı́ a při
následné práci s rovnicemi budeme použı́vat notaci pro časové derivace (3.0.1).

d(·)
dt

= ˙(·) d2(·)
dt2

= (̈·) (3.0.1)

3.1 Zavedenı́ proměnných a konstant

Pro popis systému jsme zavedli tři veličiny a čtvrtou pro zvýšenı́ přehlednosti rovnic. Těmito třemi
veličinami jsou: délka odvinutého lana L, poloha vozı́ku p a úhel kmitu ϕ viz obrázek 7. Pozice vozı́ku
p je brána jakožto vzdálenost od jeho motoru. Úhel kmitu ϕ měřen vůči svislé ose v záporném smyslu
otáčenı́. Pro zpřehledněnı́ jsme zavedli délku závěsu l(t) = L(t)− p(t).

Obrázek 7: Náčrt mechanického systému

Každý z motorů popisujeme jako lineárnı́ model druhého řádu [5] definovaný zobecněnou se-
trvačnostı́, převodnı́ konstantou, tedy poměrem sı́ly ku proudu, a koeficientem tlumenı́. Předpokládáme
tlumenı́ lineárně úměrné rychlosti otáčenı́. Motory můžeme takto modelovat, jelikož o regulovánı́
proudu protékajı́cı́m motorem se stará kontrolér BLDC motorů ODrive. Sledovánı́ reference proudu
považujeme za dokonalé, tedy s nulovou odchylkou. Vozı́tko modelujeme též pomocı́ jeho hmotnosti
a koeficientu tlumenı́, analogicky modelujeme i pohyb samotného kyvadla. Všechny konstanty defi-
nované pro tento systém jsou sepsány v tabulce 2.
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3.1 Zavedenı́ proměnných a konstant

L celková délka odvinutého lanka

p poloha vozı́tka

ϕ úhel kyvadla počı́tán v záporném smyslu otáčenı́

l délka závěsu (L− p)

iP vstupnı́ proudy motoru vozı́ku

iL vstupnı́ proudy motoru lanka

mk hmotnost kyvadla

mv hmotnost ekvivalentnı́ momentu setrvačnosti motoru a vozı́ku

mm hmotnost ekvivalentnı́ momentu setrvačnosti motoru

bm tlumenı́ motoru lanka

bv součet tlumenı́ vozı́tka a jeho motoru

bk tlumenı́ kyvadla

tmP převodnı́ konstanta pro motor vozı́k

tmL převodnı́ konstanta pro motor lanka

Tabulka 2: Zavedené konstanty a proměnné pro systém
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3.2 Odvozenı́ přes Lagrangeovy rovnice druhého druhu

3.2 Odvozenı́ přes Lagrangeovy rovnice druhého druhu
Za zobecněné souřadnice jsme zvolili pozici vozı́ku p, délku lanka L a úhel kmitu ϕ. Vektor zo-
becněných souřadnic je určen q =

[
ϕ,L, p

]T . Poloha kyvadla xk, yk se vypočı́tá dle vzorců (3.2.1)
až (3.2.2).

xk(t) = p (t) + sin (ϕ (t)) (L (t)− p (t)) (3.2.1)
yk(t) = − cos (ϕ (t)) (L (t)− p (t)) (3.2.2)

Pouze kyvadlo se pohybuje ve směru kolmém na tı́hové zrychlenı́ g. Polohová energie V je následně
počı́tána dle vzorce (3.2.3).

V = gmk yk (3.2.3)

Systém modelujeme pomocı́ třı́ sdružených hmotnostı́ pro jednotlivé pohyby. Hmotnost odpovı́dajı́cı́
vozı́ku a jeho motoru mv se pohybuje rychlostı́ ṗ. Hmotnost ekvivalentnı́ momentu setrvačnosti mo-
toru lanka mm se pohybuje rychlostı́ L̇. Poloha a tı́m i rychlost kyvadla jsou určeny rovnicemi (3.2.1)
až (3.2.2). Výsledná kinetická energie T je dána dle vzorce (3.2.4).

T =
mk

(
ẋk (t)2 + ẏk (t)2

)
2

+
mm L̇ (t)

2

2
+
mv ṗ (t)2

2
(3.2.4)

Z rovnic (3.2.3) až (3.2.4) vyjádřı́me Lagrangeovu funkci L = T − V a definujeme vnějšı́ sı́ly a
Lagrangeovu rovnici (3.2.5).

d

dt

∂L
∂q̇
− ∂L
∂q

=

 −∂D
∂ϕ

−∂D
∂L +QL
−∂D

∂p +Qp

 =

 −bk l(t)2 ϕ̇ (t)

tmL iL (t)− bm L̇ (t)
tmP iP (t)− bv ṗ (t)

 (3.2.5)

Pro pohyb lanka a vozı́ku jsou vnějšı́ sı́ly přı́mo úměrné rychlosti a vstupnı́m proudům. Za povšimnutı́
však stojı́ disipativnı́ sı́la pro úhel ϕ. Derivacı́ disipativnı́ funkce D podle úhlu je moment sı́ly. Disi-
pativnı́ sı́lu jsme definovali jako lineárně úměrnou rychlosti pohybu kyvadla. Tato disipativnı́ sı́la pro
úhel ϕ je tedy přı́mo úměrná kvadrátu délky závěsu.

Vzhledem ke komplexnosti výsledných rovnic bylo nutné pro zpřehledněnı́ zavést výrazné substi-
tuce. Po analýze fyzikálnı́ podstaty rovnic byly vyžity substituce:

Flanko = mk

(
l(t) ϕ̇ (t)2 − l̈(t)− sin (ϕ (t)) p̈ (t) + g cos (ϕ (t))

)
(3.2.6)

Fmoment = mk

(
cos (ϕ (t)) p̈ (t) + l (t) ϕ̈ (t) + 2 l̇ (t) ϕ̇ (t) + g sin (ϕ (t))

)
(3.2.7)

Substituce Flanko vyjadřuje sı́lu, kterou kyvadlo napı́ná závěs. Pokud bychom ji rozebrali po členech,
takmk l(t) ϕ̇ (t)2 je odstředivá sı́la,mk l̈(t)+mk sin (ϕ (t)) p̈ (t) jsou setrvačné sı́ly amk g cos (ϕ (t))
je působenı́ gravitačnı́ sı́ly.

SubstituceFmoment vyjadřuje sı́lu, kterou kyvadlo působı́ kolmo na závěs, kdemk cos (ϕ (t)) p̈ (t)
je setrvačná sı́la, mk g sin (ϕ (t)) je gravitačnı́ sı́la, mk l (t) ϕ̈ (t) + 2mk l̇ (t) ϕ̇ (t) jsou sı́ly spojené
se zákonem zachovánı́ momentu hybnosti.

Výsledné rovnice (3.2.8), (3.2.9) a (3.2.10) popisujı́ dynamiku systému.

l (t) (Fmoment + bk l (t) ϕ̇ (t)) = 0 (3.2.8)
mv p̈ (t) + Flanko (1− sin (ϕ (t))) + Fmoment cos (ϕ (t)) = tmP iP (t)− bv ṗ (t) (3.2.9)

mm L̈ (t)− Flanko = tmL iL (t)− bm L̇ (t) (3.2.10)
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Kapitola 4

Identifikace modelu

V této kapitole se věnujeme předevšı́m určenı́ jednotlivých konstant matematického modelu, který
jsme odvodili v předchozı́ kapitole. Při odvozovánı́ konstant jsme se dopustili několika aproximacı́,
proto jsme nakonec výsledné hodnoty ručně upravili a zhodnotili přesnost našeho modelu.

4.1 Identifikace vlastnostı́ kyvadla
Hmotnost kyvadla byla změřena pomocı́ váhy s výsledkem: mk = 0.101 kg. Pro určenı́ konstanty
tlumenı́ kyvadla bk bylo měřeno kmitánı́ při různých délkách závěsu a konstantnı́ poloze vozı́ku.
S předpokladem konstantnı́ délky lanka a polohy vozı́ku jsme upravili rovnici pro dynamiku kyva-
dla (3.2.8) na rovnici (4.1.1).

mk l (t)
2 ϕ̈ (t) + bk l (t)

2 ϕ̇ (t) + gmk sin (ϕ (t)) l (t) = 0 (4.1.1)

Zavedenı́m aproximace sin(ϕ)
.
= ϕ zı́skáme lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici tlumeného kmitánı́.

mk l (t)
2 ϕ̈ (t) + bk l (t)

2 ϕ̇ (t) + gmk ϕ (t) l (t) = 0 (4.1.2)

Zavedenı́m substituce (4.1.3) upravı́me rovnici (4.1.2) do tvaru (4.1.4).

δ =
bk l(t)

2

2mk l(t)2
=

bk
2mk

ω2
0 =

gmk l(t)

mk l(t)2
=

g

l(t)
ω =

√
ω2
0 − δ2 (4.1.3)

ϕ̈+ 2 δ ϕ̇+ ω2
0ϕ = 0 (4.1.4)

Za předpokladu ω2
0 > δ2 je řešenı́ této rovnice součin sinu a exponenciály (4.1.5).

ϕ = A0 e
−δ t sin(ω t+ ϕ0) (4.1.5)

Pro každou délku závěsu jsme naměřená data proložili touto křivkou a výsledky zanesli do grafů 8.
Jelikož kyvadlo modelujeme jako hmotný bod, což nenı́ úplně přesné, upravili jsme výslednou hodnotu
na bk = 0.004, aby lépe odpovı́dala i jiným měřenı́m. Dále jsme zkoumali úhlovou frekvenci ω0 v
porovnánı́ v závislosti na délce závěsu za účelem zjišt’ovánı́ přesné délky závěsu po zapnutı́ fyzického
modelu.
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Obrázek 8: Naměřené vlastnosti kmitánı́ v závislosti na délce závěsu
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4.2 Identifikace převodnı́ konstanty motoru

4.2 Identifikace převodnı́ konstanty motoru
Převodnı́ konstanta motoru určuje poměr sı́ly ku proudu protékajı́cı́m motorem a je odvozena z mo-
mentové konstanty, tedy poměru momentu sı́ly ku proudu. Momentovou konstantu jsme zı́skali třemi
způsoby s různými výsledky. Prvnı́ hodnota byla nalezena ve skromné dokumentaci motoru [1]. Tam
je uveden moment sı́ly 1.99 Nm při 65 A, tedy momentová konstanta KT = 0.031 Nm A−1.

Druhé měřenı́ probı́halo pomocı́ pružinového siloměru na rameni délky 50 mm. Problémem to-
hoto měřenı́ bylo zajištěnı́ kolmosti mezi siloměrem a ramenem sı́ly. Proud byl měřen do hodnoty
8 A, pro měřenı́ vyššı́ho proudu by bylo nutné vylepšit přı́pravu experimentu. Ze změřených dat
v grafu 9a je zřejmý vliv stacionárnı́ho tlumenı́ motoru na výsledná data, při tomto měřenı́ byla
KT = 0.033 Nm A−1
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(a) Závislost momentu sı́ly na vstupnı́m proudu
při pokusu s ramenem délky 5 cm
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(b) Závislost momentu sı́ly na vstupnı́m proudu
při měřenı́ na modelu

Obrázek 9: Měřenı́ převodnı́ konstanty motoru

Třetı́ měřenı́ již probı́halo přı́mo na modelu. Mı́sto kyvadla bylo připojeno závažı́ o hmotnosti 2kg
a jeho tı́ha byla měřena. Když se zvyšoval proud protékajı́cı́ motorem, tak docházelo ke snižovánı́
této tı́hy. Experiment byl zastaven, když doházelo k viditelnému namáhánı́ konstrukce vozı́ku, aby
nedošlo k jeho poškozenı́. Ze změny tı́hy jsme vypočı́tali moment sı́ly, který motor vyvinul při daném
proudu. Naměřené hodnoty byly zaneseny do grafu 9b a momentovou konstantu jsme vypočı́tali
KT = 0.026 Nm A−1.

Kromě měřenı́ momentové konstanty sloužilo toto měřenı́ také k hodnocenı́ maximálnı́ sı́ly, ja-
kou je možné napı́nat lanko, aby nedošlo k poškozenı́ vozı́ku. Tuto hodnotu jsme odhadli na 15 N,
což odpovı́dá maximálnı́mu zrychlenı́ lanka přibližně 15 m s−2 pro kyvadlo o hmotnosti 0.1 kg. Toto
zrychlenı́ je však možné dosáhnout pouze ve směru zkracovánı́ lanka, prodlužovánı́ závěsu je limi-
továno gravitačnı́m zrychlenı́m.

Sı́lu zı́skáme z momentu sı́ly vynásobenı́m ramenem sı́ly, tedy poloměrem převodového kola.
Tento poloměr je pro motor vozı́ku rp =̇ 6.4 mm a pro lanko rL =̇ 16 mm. Dosazenı́m těchto hodnot
zı́skáváme převodnı́ konstanty pro jednotlivé motory v rozsahu:

1.66 N A−1 ≤ tmL ≤ 2.07 N A−1 4.15 N A−1 ≤ tmP ≤ 5.18 N A−1
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4.3 Identifikace hmotnostı́ vozı́ku a motorů

4.3 Identifikace hmotnostı́ vozı́ku a motorů
Nejprve byla změřena hmotnost samotného vozı́ku mvozik = 0.41 kg. Následně bylo potřeba od-
hadnout hmotnost ekvivalentnı́ momentu setrvačnosti motorů a tedy i samotný moment setrvačnosti.
Konfigurace motorů je takzvaně ”outrunner”, tedy rotorem je jejich plášt’. Hmotnost každého z mo-
torů je 425 g a průměr 5 cm, hledaný moment tedy můžeme dle vzorce J =

∫
M r2 odhadnout jakožto

J ∼ 0.5m r̄2 ∼ 0.5 · 0.425 · 0.0202 = 8.5 · 10−5 kg m2, kde r̄ je střednı́ kvadratická vzdálenost ele-
mentu hmotnosti rotoru od osy otáčenı́. Uvažujeme, že samotný rotor tvořı́ polovinu hmotnosti celého
motoru m. Námi spočı́taný odhad je v souladu s nalezenou hodnotou momentu setrvačnosti pro po-
dobný motor J = 9.2 · 10−5 kg m2 2.

T =
1

2
J ω2 =

1

2
J r2p

ω2

r2p
=

1

2
J r2p ṗ

2 =
1

2
mmotor voziku ṗ

2 (4.3.1)

Ve vzorci (4.3.1) je odvozen převod momentu setrvačnosti na ekvivalentnı́ hmotnost pro motor
vozı́ku. Kinetickou energii rotačnı́ho pohybu motoru modelujeme tedy jako kinetickou energii tran-
slačnı́ho pohybu. Pro motor lanka je odvozenı́ analogické. Po dosazenı́ poloměrů převodových kol
(pro vozı́k rp =̇ 6.4 mm a pro lanko rL =̇ 16 mm) do vzorce (4.3.1) zı́skáváme:

mmotor voziku = J r2p = 1.9 kg mmotor lana = J r2L = 0.32 kg

mv = mvozik +mmotor voziku =̇ 2.3 kg mm = mmotor lana = 0.32 kg

4.4 Identifikace tlumenı́ vozı́ku a lanka
Pro měřenı́ konstant tlumenı́ jsme navrhli experimenty, ve kterých se neprojevujı́ sı́ly spojené s pohy-
bem kyvadla. Pro vozı́k se jednalo o pohyb bez zavěšeného kyvadla a s nulovým proudem protékajı́cı́m
přı́slušným motorem. Přesněji Odrive byl konfigurován na proudové řı́zenı́ a referenčnı́ hodnotu 0 A.
Vozı́k byl manuálně rozpohybován a měřili jsme průběh zpomalovánı́. Z hlediska rovnic tyto podmı́nky
odpovı́dajı́ stavu, kdy mk = 0, ip = 0 a z rovnice (3.2.10) vzniká (4.4.1).

mv p̈ (t) + bv ṗ (t) = 0 (4.4.1)
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Obrázek 10: Průběh zpomalovánı́ vozı́ku

2 Odrive motor guide - https://docs.google.com/spreadsheets/d/12vzz7XVEK6YNIOqH0jAz51F5VUpc-
lJEs3mmkWP1H4Y/edit#gid=1296943276
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4.5 Hodnocenı́ identifikovaného modelu

Při měřenı́ konstant lanka jsme postupovali analogicky, avšak tentokrát nebylo možné kyvadlo
odpojit. Vozı́k jsme zafixovali v konstantnı́ poloze a kyvadlo se pohybovalo ve vertikálnı́m směru.
Z hlediska matematiky je tyto podmı́nky možné popsat jakožto ṗ = 0, ϕ̇ = 0. S těmito úpravami se
rovnice popisujı́cı́ dynamiku lanka (3.2.9) změnı́ na (4.4.2).

mm L̈ (t) + bm L̇ (t)− gmk cos (ϕ (t)) = 0 (4.4.2)
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Obrázek 11: Průběh zpomalovánı́ kyvadla

Charakter zpomalovánı́ (viz obrázky 10 a 11) se však nedá vysvětlit pouze pomocı́ tlumenı́, které
je přı́mo úměrné rychlosti, proto pro přesné modelovánı́ je potřeba přidat i konstantnı́ tlumenı́, které
je závislé pouze na směru. Rovnice (4.4.1) a (4.4.2) jsme tedy upravili na rovnice (4.4.3) a (4.4.4).

mv p̈ (t) + bv ṗ (t) + bvs sign (ṗ (t)) = 0 (4.4.3)

mm L̈ (t) + bm L̇ (t) + bms sign
(
L̇ (t)

)
− gmk cos (ϕ (t)) = 0 (4.4.4)

Prokládánı́m naměřených hodnot jsme zı́skali konstanty tlumenı́:

bm = 2.1 bv = 4.2 bvs = 4.5 bms = 0.7

4.5 Hodnocenı́ identifikovaného modelu
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Obrázek 12: Testovánı́ chovánı́ samotného kyvadla

Vzhledem k povaze systému bylo možné tes-
tovat různé části dynamiky tohoto systému
odděleně. Nejprve jsme testovali chovánı́ sa-
motného kyvadla matematického modelu v po-
rovnánı́ s reálným modelem viz obrázek 12. Pro
tento účel vnikla druhá verze matematického
modelu, v nı́ se za akčnı́ zásah považovala druhá
derivace polohy vozı́ku a délky lanka. S těmito
úpravami bylo možné zajistit, že matematický
model dokonale sledoval naměřená data polohy
vozı́ku a délky lanka. Při tomto přı́stupu se ma-
tematický s reálným modelem schodujı́ rela-
tivně dobře. Největšı́ chyba nastává při změně
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4.5 Hodnocenı́ identifikovaného modelu

zamı́nka úhlové rychlosti, což je pravděpodobně způsobeno způsobem měřenı́ této veličiny viz
obrázek 1.

Druhou částı́ je testovánı́ chovánı́ délky lanka L a pozice vozı́ku p. V tomto přı́padě se matema-
tický model výrazně odchyloval od naměřených dat. Tato neshoda je pravděpodobně způsobena sa-
motnými motory. Na grafu na obrázku 11 je vidět výrazné kmitánı́ rychlosti. Toto kmitánı́ je způsobeno
magnetickými silami a změnami permeability při otáčenı́m pólů permanentnı́ch magnetů rotoru vůči
pólům statoru. Vzhledem k tomu, že toto chovánı́ nenı́ pozorováno, pokud motorem procházı́ proud,
tak se pravděpodobně jedná o důvod neshody matematického a reálného modelu.
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Obrázek 13: Porovnánı́ modelů

Z těchto důvodů jsme konstanty tlumenı́ ručně upravili. Vznikly dva sety těchto konstant. Jeden
obsahoval konstantnı́ tlumenı́ viz podkapitola 4.4 a druhý tuto část dynamiky zanedbával. Konstantnı́
tlumenı́ přinášı́ drobné zlepšenı́ přesnosti modelu, avšak za cenu výrazného zvýšenı́ náročnosti simu-
lacı́. Z toho důvodu bylo toto tlumenı́ zanedbáno a budou dále využı́vány konstanty viz tabulka 3.
Porovnánı́ matematického a reálného modelu je vidět v grafech 13.

mk 0.101 kg hmotnost kyvadla

mv 2.3 kg hmotnost vozı́ku a hmotnost ekvivalentnı́ momentu setrvačnosti motoru vozı́ku

mm 0.32 kg hmotnost ekvivalentnı́ momentu setrvačnosti motoru lanka

bm 3.1 N s m−1 tlumenı́ motoru lana

bv 9 N s m−1 součet tlumenı́ vozı́tka a jeho motoru

bk 0.04 N s m−1 tlumenı́ kyvadla

tmP 4.25 N A−1 převodnı́ konstanta pro motor vozı́ku

tmL 1.92 N A−1 převodnı́ konstanta pro motor L

Tabulka 3: Zavedené konstanty a proměnné pro systém
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Kapitola 5

Plánovánı́ trajektorie

Hledánı́ optimálnı́ trajektorie je problémem hledánı́ sekvence stavů a vstupů, která minimalizuje
ztrátovou funkci. Výsledná trajektorie musı́ respektovat dynamiku systému a jeho fyzické limity.
Akčnı́ zásah i jednotlivé stavové proměnné jsou omezené a to často i nelineárnı́mi funkcemi. Vzhle-
dem ke všem těmto omezenı́m je tato úloha často analyticky neřešitelná, dokonce i při numerickém
řešenı́ se jedná o výpočetně náročný problém.

Existuje mnoho různých přı́stupů k této problematice. Věnujı́ se jı́ napřı́klad autoři [6,10]. V rámci
této kapitoly popı́šeme postupy použité na projektu Dynamického plotru.

5.1 CasADi
CasADi [7] je open-source nástroj pro numerickou optimalizaci zaměřený mimo jiné i na možnosti
hledánı́ optimálnı́ trajektorie. Software vznikl na Katolické univerzitě v Lovani. Zadánı́ samotného
problému je předáváno ve formě rovnic, nerovnic a prvotnı́ho odhadu řešenı́. CasADi je použitelné
pro řešenı́ mnoha nelineárnı́ch optimalizačnı́ch problémů. CasAdi podporuje velké množstvı́ rozhranı́,
pro tento projekt byl využit Matlab, pro samotné řešenı́ problému pak software IPOPS.

5.2 Formulace problému
Obecně je problém hledánı́ optimálnı́ trajektorie možné zapsat jako hledánı́ optimálnı́ch stavů a vstupů
(x∗(t), u∗(t)), které minimalizujı́ ztrátovou funkci při dodrženı́ všech omezujı́cı́ch podmı́nek. Všechna
omezenı́ je možné zapsat pomocı́ rovnic (5.2.1) až(5.2.5) jako nelineárnı́ optimalizačnı́ úlohu [8].
Rovnice (5.2.1) je zmı́něnou ztrátovou funkcı́, (5.2.2) popisuje dynamiku systému, (5.2.3) definuje
maximálnı́ a minimálnı́ akčnı́ zásah, (5.2.4) omezuje jednotlivé stavy systému, což je v našem přı́padě
napřı́klad rozsah vozı́ku nebo maximálnı́ délka lanka. Rovnice (5.2.5) popisuje různé dalšı́ vlastnosti
systému. Pro námi navržený systém to napřı́klad znamená, že lanko musı́ být neustále napnuté a poloha
samotného kyvadla je omezená, jak samotnými mechanickými limity reálného systému, tak nároky na
hledanou trajektorii.

min
x(·)∈R6

u(·)∈R2

tf =

∫ tf

t=0
dt (5.2.1)

kde
dx(t)

dt
= f(x(t), u(t)) ∀t ∈ [0, tf ] (5.2.2)

umin ≤ u(t) ≤ umax ∀t ∈ [0, tf ] (5.2.3)
xmin(t) ≤ x(t) ≤ xmax(t) ∀t ∈ [0, tf ] (5.2.4)
ymin(t) ≤ g(x(t)) ≤ ymax(t) ∀t ∈ [0, tf ] (5.2.5)

Tento popis nenı́ však možné použı́t pro přepis na nelineárnı́ optimalizačnı́ problém řešitelný pomocı́
IPOPT, jelikož optimalizovaná proměnná nenı́ nezávislá na omezenı́ch. Celkový čas tf by pak zároveň
musela být předem známá konstanta a zároveň proměnný optimalizačnı́ parametr, což je nemožné.
Z tohoto důvodu je potřeba problém přeformulovat. V následujı́cı́ch podkapitolách představı́me dvě
možnosti, jak rovnice (5.2.1) až (5.2.5) upravit, aby je bylo možné použı́t [8].
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5.2 Škálovánı́ času

5.2.1 Škálovánı́ času
Tato metoda spočı́vá v substituci θ = t/tf , která oddělı́ optimalizovaný čas od omezenı́ hledané trajek-
torie. Zavedenı́m této substituce zı́skáme rovnice (5.2.6) až (5.2.10). Krom samotných stavů systému
a akčnı́ch zásahů (x(t), u(t)) je navı́c přidána dalšı́ vstupnı́ proměnná pro optimalizaci celkového času
trajektorie tf .

min
x(·)∈R6

u(·)∈R2

tf =

∫ 1

θ=0
tfdθ tf > 0 (5.2.6)

kde
dx(θ · tf )

dθ
= tff(x(θ · tf ), u(θ · tf )) ∀θ ∈ [0, 1] (5.2.7)

umin ≤ u(θ · tf ) ≤ umax ∀θ ∈ [0, 1] (5.2.8)
xmin(θ · tf ) ≤ x(θ · tf ) ≤ xmax(θ · tf ) ∀θ ∈ [0, 1] (5.2.9)
ymin(θ · tf ) ≤ g(x(θ · tf )) ≤ ymax(θ · tf ) ∀θ ∈ [0, 1] (5.2.10)

5.2.2 Převod na prostorové souřadnice
Pro tento přı́stup nehledáme trajektorii v závislosti na čase, ale naopak hledáme závislost času na
poloze. Všechny funkce je tedy potřeba přepsat jako funkce polohy, nikoliv času. Pro zpřehledněnı́
tohoto převodu zavedeme substituci

d(·)
dt

= ˙(·) (5.2.11)

Pro převod je potřeba určit derivaci stavů x podle postupu v trajektorii s.

dt

ds
=

1

ṡ
→ t(s) =

∫ sf

s=0

1

ṡ
ds (5.2.12)

dx

ds
=

dx
dt
ds
dt

=
dx

dt

dt

ds
=
ẋ

ṡ
(5.2.13)

(5.2.14)

V tomto přı́stupu je potřeba vhodně definovat funkci s(x). Tato funkce musı́ zároveň vystihovat postup
v trajektorii, ale zároveň nesmı́ přı́liš omezovat výslednou trajektorii. Tato funkce musı́ být diferenco-
vatelná a surjektivnı́. Pokud bychom napřı́klad vzali pohyb po kružnici, tak je možno za s použı́t úhel
ve středu kružnice, ale samotný poloměr pouze omezit na vhodný interval. Pro pohyb po přı́mce je
možné použı́t skalárnı́ součin pozice s vektorem cı́lového směru pohybu, ale vzdálenost od této přı́mky
také omezit pouze na vhodný interval.

min
x(·)∈R6

u(·)∈R2

tf =

∫ sf

s=0

1

ṡ
ds (5.2.15)

kde
dx(t(s))

ds
=

1

ṡ
f(x(t(s)), u(t(s)) ∀s ∈ [0, sf ] (5.2.16)

umin ≤ u(t(s)) ≤ umax ∀s ∈ [0, sf ] (5.2.17)
xmin ≤ x(t(s)) ≤ xmax ∀s ∈ [0, sf ] (5.2.18)
ymin ≤ g(x(t(s))) ≤ ymax ∀t ∈ [0, tf ] (5.2.19)

Problémem této metody je jejı́ většı́ nepřesnost a vyššı́ výpočetnı́ náročnost pro ṡ ∼ 0. Pro některé
přı́pady hledánı́ optimálnı́ trajektorie však dosahuje rychlejšı́ konvergence [8].
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5.3 Numerická implementace

5.3 Numerická implementace
Vzhledem k složitosti problému je téměř nemožné problém řešit ve spojitém čase, proto jsme problém
řešili v diskrétnı́ podobně. Pro zı́skánı́ časově optimálnı́ho řešenı́ jsme použili přı́stup škálovánı́ času
a přı́mou metodu. V této části popı́šeme tři testované diskretizačnı́ metody a omezenı́, které klademe
na trajektorii.

5.3.1 Popis trajektorie
Trajektorii pro kyvadlo jsme definovali jako posloupnost M bodů spojených úsečkami a tı́m jsme ji
rozdělili na M − 1 úseků. Od těchto úseček jsme dovolili optimalizačnı́mu programu se vzdálit o ma-
ximálně vzdálenost εl,max. V rámci popisu trajektorie je možné definovat také maximálnı́ vzdálenost
trajektorie εp,max od M bodů trajektorie, kterými jsme ji definovali.

Pro každé po sobě jdoucı́ body A, B z trajektorie jsme nalezli ortogonálnı́ projektor P na orto-
gonálnı́ doplněk prostoru definovaného přı́mkou A, B. Polohu kyvadlaK(t) každého bodu trajektorie,
který náležı́ úseku mezi A a B, jsme omezili dle vzorce (5.3.2).

P = I − (A−B) · (A−B)T

‖A−B‖22
(5.3.1)

‖P · (K −A)‖2 ≤ εl,max (5.3.2)

5.3.2 Numerické metody
Pro výpočet v diskrétnı́ doméně je nutné převést i všechny omezujı́cı́ podmı́nky. Ty spojené s mecha-
nickými limity modelu jsou časově neměnné, tedy je můžeme ponechat i pro diskrétnı́ model. Dyna-
miku samotného systému jsme simulovali pomocı́ třı́ různých disretizačnı́ch metod. Jak bylo zmı́něno
v části 5.3.1 trajektorie je definována pomocı́ sekvence bodů. Diskretizace je provedena po částech
mezi jednotlivými body trajektorie. Při zadánı́ je nutné určit do kolika kroků má být rozdělen jeden
úsek trajektorie, avšak nenı́ předem znám čas pro tento úsek. V rámci našı́ implementace škálovánı́
času v diskrétnı́ doméně jsme trajektorii mezi každými dvěma po sobě jdoucı́mi body rozdělili na
stejný počet kroků N a každý tento krok má délku Ti, kde i je pořadové čı́slo dané přı́mky. Ztrátová
funkce (5.2.6) je tedy pro diskrétnı́ přı́pad přepsána dle vzorce

min
x(·)∈R6

u(·)∈R2

tf =
M−1∑
i=1

N · Ti ∀i ∈ [1,M − 1] : Ti ≥ 0 (5.3.3)

kde umin ≤ u(n) ≤ umax ∀n ∈ [1, (M − 1) ·N ] (5.3.4)
xmin ≤ x(n) ≤ xmax ∀n ∈ [1, (M − 1) ·N ] (5.3.5)
ymin ≤ g(x(n)) ≤ ymax ∀n ∈ [1, (M − 1) ·N ] (5.3.6)
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5.3 Dopředná Eulerova metoda

5.3.2.1 Dopředná Eulerova metoda

Dopředná Eulerova metoda je metodou prvnı́ho řádu pro diskretizaci dynamiky systému. Předpokládá
konstantnı́ akčnı́ zásah u(t) a derivaci stavů ẋ v rámci každé periody Ti. Pokud tyto předpoklady
nejsou dodrženy, tak je chyba metody v řádu O(h2). Výhodou této metody je předevšı́m jejı́ jednodu-
chost a rychlost.

x(n+ 1) = x(n) + Tif (x(n), u(n)) ∀n ∈ [1, (M − 1) ·N ] (5.3.7)

5.3.2.2 Rungeova–Kuttova metoda čtvrtého řádu

Rungeova–Kuttova vycházı́ ze stejného základu, jako Eulerova metoda, tedy z Taylorova polynomu.
Na rozdı́l od Eulerovy metody dosahuje menšı́ chyby řádu O(h5).

k1,n = f(x(n), u(n)) (5.3.8)
k2,n = f(x(n) + Ti/2 · k1,n, u(n)) (5.3.9)
k3,n = f(x(n) + Ti/2 · k2,n, u(n)) (5.3.10)
k4,n = f(x(n) + Ti · k3,n, u(n)) (5.3.11)
x(n+ 1) = x(n) + Ti/6 · (k1,n + 2 k2,n + 2 k3,n + k4,n) ∀n ∈ [1, (M − 1) ·N ] (5.3.12)

5.3.2.3 Hermitova-Simpsonova kolokačnı́ metoda

V tomto přı́padě se jedná o kolokačnı́ metodu diskterizace dynamiky systému. Stavy jsou mezi jednot-
livými body aproximovány kubickou rovnicı́. Akčnı́ zásah je aproximován lichoběžnı́kovou metodou.
Bod uprostřed mezi krajnı́mi body musı́ splňovat tyto aproximace a to jak v hodnotě, tak v derivaci.
Přepsánı́m těchto úvah do rovnic zı́skáváme rovnice:

k1,n = f(x(n), u(n)) (5.3.13)
k2,n = f(x(n+ 1), u(n+ 1)) (5.3.14)
xc,n = (x(n) + x(n+ 1))/2 + Ti · (k1,n − k2,n)/8 (5.3.15)
kc,n = f(xc,n, (u(n) + u(n+ 1))/2) (5.3.16)
Ti · kc,n + 3 · (x(n)− x(n+ 1))/2 + Ti · (k1,n + k2,n)/4 = 0 (5.3.17)

5.4 Hodnocenı́ nalezené trajektorie
Pro porovnánı́ přesnosti disretizačnı́ch metod jsme každou metodou vygenerovali trajektorii. Zı́skané
sekvence vstupů jsme proložili přı́slušnými křivkami a použili jsme je jako vstup pro simulaci na ma-
tematickém modelu. Ten přesněji simuluje dynamiku systému, jelikož použı́vá přesnějšı́ diskretizačnı́
metody a menšı́ délku kroku oproti diskretizacı́m použitým při plánovánı́ optimálnı́ trajektorie.

Sekvence vstupů do systému byla pro Eulerovu a Rungeovu-Kuttovu metodu proložena meto-
dou levého odhadu, tedy brána byla vždy nejbližšı́ předchozı́ hodnota. Pro Hermitovu-Simpsonovu
kolokačnı́ metodu byly vstupy proloženy lichoběžnı́kovou metodou.

Trajektorii jsme omezili pěti body (začátek a konec jsou identické) a k nim se musı́ trajektorie
přiblı́žit minimálně na vzdálenost εp,max = 10 mm. Zároveň se trajektorie nesmı́ vzdálit od úseček
spojujı́cı́ tyto body o vı́ce než εl,max = 30 mm. Každý úsek mezi dvěma po sobě jdoucı́mi body, které
definujı́ trajektorii, je úsek rozdělen na sekvenciN = 35 bodů. Omezenı́ trajektorie, trajektorie zı́skané
při generovánı́ trajektorie a simulace těchto trajektoriı́ na matematickém modelu jsou zakresleny na
obrázku 14.
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5.4 Hodnocenı́ nalezené trajektorie

Obrázek 14: Návrh upraveného kyvadla

Všechny diskretizačnı́ metody našli
téměř identickou trajektorii kyvadla,
ale trajektorie polohy vozı́ku a délky
lanka se pro Eulerovu metodu výrazně
odlišovali viz obrázky 15.

Trajektorie naplánovaná s využitı́m
Hermitovy-Simpsonovy kolokačnı́ me-
tody a Rungeovy–Kuttovy metody
čtvrtého řádu dosahovali podobné
přesnosti i času konvergence viz ta-
bulka 4. Kolokačnı́ metoda dosáhla
kratšı́ho času i vyššı́ přesnosti, proto
je v tomto přı́padě vhodnějšı́. Eulerova
metoda byla výrazně rychlejšı́, ale po-
lohy kyvadla při následné simulaci se
výrazně neshodovaly s vygenerovanou
trajektoriı́.
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Obrázek 15: Porovnánı́ diskretizačnı́ch metod podle polohy vozı́ku a délky lanka

Diskretizace čas [s] max. chyba [m]
Eulerova 4.2 0.073
Rungeova–Kuttova 10.7 0.0063
Kolokačnı́ 10.5 0.0050

Tabulka 4: Porovnánı́ diskretizačnı́ch metod podle času a přesnosti
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Kapitola 6

Sledovánı́ trajektorie

Pro sledovánı́ trajektorie byly testovány tři přı́stupy. Prvnı́m je sledovánı́ polohy vozı́ku a délky lanka
pomocı́ PID regulátorů. PID regulátory byly následně použity v kombinaci se stavovou zpětnou vaz-
bou. Jejı́m účelem je sledovat referenci polohy kyvadla při dodrženı́ předpočı́tané trajektorie. K této
stavové zpětné vazbě jsme přistupovali jako k lineárně kvadratickému regulátoru, tedy minimalizovali
jsme součet kvadrik akčnı́ho zásahu a odchylky stavů od reference. Návrh regulátoru jsme provedli na
nekonečném horizontu pro časově invariantnı́ systém a na konečném horizontu pro časově proměnný
systém.

6.1 Sledovánı́ pomocı́ PID
V tomto přı́stupu jsme sledovali trajektorii vozı́ku p a délky závěsu L pomocı́ PID regulátorů, které
za vstup braly odchylky od reference polohy a výstupem byl proud procházejı́cı́ motorem. Oba re-
gulátory jsme navrhli pomocı́ nástroje root locus pro linearizovaný model systému s délkou lanka
L = 0.5 m a zbylými veličinami rovnými nule p, ṗ, ϕ, ϕ̇, L̇ = 0. Při tomto typu regulace nebyl brán
ohled na polohu kyvadla. Při sledovánı́ trajektorie lanka a vozı́ku byla odchylka od reference ma-
ximálně 8 mm viz obrázek 16.
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Obrázek 16: Sledovánı́ trajektorie pomocı́ PID
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6.1 Úprava modelu s PID regulátorem

6.1.1 Úprava modelu s PID regulátorem
V této fázi projektu bylo zřejmé, že dynamika vozı́ku a lanka nenı́ přesně určená. Problematické
je předevšı́m samotné tlumenı́, na modelu se projevuje statické třenı́, které po dosaženı́ určité rych-
losti přestává působit. Prvotnı́ pokusy se stavovou zpětnou vazbou ukázaly, že nenı́ vhodná při ta-
kovýchto změnách tlumenı́, jelikož často nenı́ schopná překonat toto statické třenı́. Experimenty s PID
regulátory ukázaly, že jsou vzhledem k jejich integračnı́ složce schopné problémy s proměnným tlu-
menı́m překonat. Návrh PID regulátorů je však často pro MIMO (mnoho vstupů, mnoho výstupů)
systémy problematický.

Pro přesnějšı́ řı́zenı́ byly PID a stavová zpětná vazba zkombinovány. PID regulátor zajišt’uje sle-
dovánı́ polohy zı́skané pomocı́ dvojité integrace zrychlenı́. Pomocı́ těchto úprav jsme zı́skali systém,
jehož vstupy jsou zrychlenı́ vozı́ku a délky lanka. Samotné zrychlenı́ zı́skáváme zároveň z předpočı́tané
trajektorie a pomocı́ stavové zpětné vazby viz schéma na obrázku 17. Touto úpravou jsme řı́zenı́
vı́ceméně rozdělili na problém regulace polohy vozı́ku s lankem a řı́zenı́ samotného kyvadla.

Pro zjednodušenı́ byly použity upravené regulátory polohy přı́mo v Odrivu, jemuž je předávána
cı́lová poloha, očekávaná rychlost a očekávaný proud procházejı́cı́ motory, viz schéma na obrázku
3. Zisky těchto regulátorů byly upraveny na základě znalostı́ zı́skaných z PID regulátorů. Proud
přepočı́tané trajektorie je zı́skáván ze zrychlenı́ pomocı́ nelineárnı́ funkce odvozené z rovnic popi-
sujı́cı́ch dynamiku systému (3.2.6) až (3.2.10).

iP (t) =
1

tmP
(mv p̈ (t) + Flanko (1− sin (ϕ (t)))− bk l (t) ϕ̇ (t) cos (ϕ (t)) + bv ṗ (t)) (6.1.1)

iL (t) =
1

tmL

(
mm L̈ (t)− Flanko + bm L̇ (t)

)
(6.1.2)

Flanko = mk

(
l(t) ϕ̇ (t)2 − l̈(t)− sin (ϕ (t)) p̈ (t) + g cos (ϕ (t))

)
(6.1.3)

Výraznou výhodou tohoto přesunu je vyššı́ frekvence smyčky regulátorů, která je 8 kHz pro
Odrive a zatı́mco pro řı́zenı́ z BeagleBone dosahuje pouze 250 Hz. Zvýšenı́m frekvence jsme dosáhli
přesnějšı́ho sledovánı́ reference polohy vozı́ku a délky lanka.

Obrázek 17: Schéma řı́zenı́ s kombinacı́ PID a LQR regulátorů
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6.2 Lineárnı́ kvadratický regulátor na nekonečném horizontu pro časově invariantnı́ systém

6.2 Lineárnı́ kvadratický regulátor na nekonečném horizontu
pro časově invariantnı́ systém

Vzhledem ke změnám popsaným v předchozı́ podkapitole, budeme navrhovat regulátor pro upravený
systém, jehož vstupy jsou zrychlenı́ vozı́ku a lanka. Pro návrh stavové zpětné vazby jsme jako stavy
systému definovali polohy a rychlosti zı́skané pomocı́ třı́ enkodérů systému. Tyto enkodéry měřı́ po-
lohu vozı́ku, délku lanka a úhel kmitu.

Systém jsme linearizovali ve stabilnı́ poloze při svislé poloze kyvadla, s délkou závěsu L = 0.5 m,
zbylé stavy rovny nule p, ṗ, ϕ, ϕ̇, L̇ = 0. Linearizacı́ jsme zanedbali proměnný stav systému. Re-
gulátor by však měl fungovat pokud výchylky úhlu kyvadla a velikosti závěsu nebudou přı́liš velké.

Následně jsme navrhli stavovou zpětnou vazbu s cı́lem minimalizovat ztrátovou funkci (6.2.1)
na neomezeném čase. Takovýto tvar ztrátové funkce se použı́vá, protože je schopen dobře popsat
požadované chovánı́ a zároveň se dobře optimalizuje.

J(x(n),u(n)) =

inf∑
n=0

xT (n)Qx(n) + uT (n)Ru(n) + 2xTNu(n) (6.2.1)

Jelikož hlavnı́m cı́lem řı́zenı́ je sledovánı́ polohy kyvadla, byla zvolena matice:

Q = 0.5 I + KT
xyLin ·KxyLin + KT

V xyLin ·KV xyLin

kde matice KxyLin je jakobiánem funkce
[
xk(t) yk(t)

]T podle stavů x a reprezentuje důraz na mini-

malizaci odchylky polohy kyvadla od reference. Člen KV xyLin je jakobiánem funkce
[
ẋk(t) ẏk(t)

]T
podle stavů x a reprezentuje důraz na odchylku rychlosti kyvadla od reference. Člen 0.5 I reprezentuje
snahu sledovat předpočı́tané stavy trajektorie. Matice N byla vzhledem k charakteru systému zvolena
nulová. Matice R byla iterativně upravována podle chovánı́ reálného systému s výsledkem R = 0.05 I.
Pokud byl regulátor agresivnějšı́, docházelo k neočekávaným rotacı́m závažı́ popsané v části 6.4.

6.3 Lineárnı́ kvadratický regulátor na konečném horizontu
pro časově proměnný systém

Tento přı́stup je podobný jako výše popsaný, ale započı́tává proměnný charakter linearizovaného
systému. Tomuto tématu se věnujı́ autoři napřı́klad ve článcı́ch: [11–13]. V tomto přı́padě nelineárnı́
model linearizujeme podél trajektorie. Pro proměnný lineárnı́ systém minimalizujeme ztrátovou funkci
(6.3.1) na konečném časovém horizontu. Výsledkem je časově proměnná zpětná vazba. Matice N a
R byly použity stejné, jako v předchozı́m přı́padě. Matice Q byla použita obdobně, ale jejı́ přesná
hodnota byla v každém bodě trajektorie vypočı́tána podle aktuálnı́ch hodnot stavů systému.

J = xT (N)Qx(N) +
N∑
n=0

(
xT (n)Qx(n) + uT (n)Ru(n) + 2xTNu(n)

)
(6.3.1)
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6.4 Porovnánı́ navržených regulátorů
Pro testovánı́ jednotlivých způsobů sledovánı́ trajektorie byla navržena trajektorie pomocı́ Eulerovy
metody. Poloha kyvadla v této trajektorii se však výrazně neshodovala se simulacı́ na matematickém
modelu. Tato neshoda vznikla použitı́m nedostatečně přesné diskretizačnı́ metody. Cı́lem bylo testovat
schopnost regulátorů opravit chyby vzniklé při generovánı́ trajektorie a zároveň věrohodnost simulace
pro budoucı́ experimenty. Výsledky jsme zaznamenali do obrázků 18.

V prvnı́m přı́padě, kdy je řı́zena poloha vozı́ku a délka lanka pomocı́ PID regulátorů a na úhel
výkyvu nenı́ brán ohled, je pozorovatelná výrazná odchylka polohy kyvadla vůči naplánované trajek-
torii. Data však odpovı́dajı́ simulaci, proto se nejedná o chybu regulátorů.

Při zapojenı́ stavové zpětné vazby podle obrázku 17, tak docházı́ ke snı́ženı́ odchylky polohy
kyvadla od reference. Při návrhu regulátoru na konečném horizontu pro časově proměnný systém je
dosaženo lepšı́ch výsledků než při návrhu na nekonečném horizontu pro časově neměnný systém. To je
v souladu s teoretickými předpoklady, jelikož druhá zmı́něná metoda návrhu lépe modeluje charakter
systému při průchodu trajektoriı́.

V naměřených datech je viditelná oscilace s vyššı́ frekvencı́ než je vlastnı́ frekvence kmitánı́ kyva-
dla. V tomto přı́padě se však nejedná o kmitánı́ celého kyvadla, ale o kmity samotného závažı́ kolem
osy z, jak bylo popsáno v kapitole 2.4. Tyto kmity se následně projevujı́ v naměřených datech.
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jednotlivých regulátorů

Obrázek 18: Odchylky polohy kyvadla od trajektorie navržené s Eulerovou metodou diskretizace pro
jednotlivé způsoby regulace
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Navržené regulátory dobře fungujı́ pro nedostatečně přesně předpočı́tanou trajektorii. Dále byla
testována trajektrorie navržena s využitı́m Hermitovy-Simpsonovy kolokačnı́ metody pro diskretizaci
systému. Simulace na matematickém modelu velmi přesně odpovı́dá předpočı́tané trajektorii s ma-
ximálnı́ odchylkou přibližně 6 mm. Výsledky pro jednotlivé způsoby řı́zenı́ jsou zakresleny v obrázku
19. Pro všechny regulátory byla výsledná přesnost sledovánı́ trajektorie podobná. LQR regulátor na
nekonečném horizontu měl mı́rně horšı́ výsledky než samotné PID regulátory. Pravděpodobně hlavnı́m
limitujı́cı́m faktorem tohoto řı́zenı́ je nepřesný popis kyvadla a výrazné chyby v měřenı́ jeho výkyvu.
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Obrázek 19: Odchylky polohy kyvadla od trajektorie navržené s kolokačnı́ metodou diskretizace pro
jednotlivé způsoby regulace
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6.5 Vliv PID regulátorů
V této podkapitole se budeme věnovat vlivu kombinace dvou regulátorů. Předevšı́m se budeme věnovat
vlivu jednotlivých částı́ PID regulátorů v Odrive. Ten umožňuje pozičnı́, rychlostnı́ a proudové řı́zenı́.
Prozatı́m jsme v této kapitole použı́vali vždy pozičnı́ řı́zenı́ s využitı́m ”feedforward”, tedy předávánı́
očekávané rychlosti a proudu.

Při testovánı́ na matematickém modelu je však možné použı́t pouze proudové řı́zenı́. Proud je totiž
vypočı́tán tak, aby přesně odpovı́dal cı́lenému zrychlenı́ polohy vozı́ku a délky závěsu na matema-
tickém modelu. Regulátory polohy a rychlosti (viz kapitola 2.2.1) majı́ při použitı́ na matematickém
modelu vždy nulový výstup. To však neplatı́ pro reálný model.

V Odrivu jsme postupně volili způsoby řı́zenı́: pozičnı́, rychlostnı́ a proudové. V obrázku 20
jsme zakreslili naměřená data polohy kyvadla. Mezi polohovým a rychlostnı́m řı́zenı́m nebyl výrazný
rozdı́l. Při proudovém řı́zenı́ však docházelo k výrazným odchylkám od trajektorie. Problémem je
předevšı́m silné proměnné tlumenı́ polohy vozı́ku a délky lanka. Pokud je použito rychlostnı́ řı́zenı́,
tak je toto tlumenı́ překonáno integračnı́ složkou tohoto regulátoru.
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Kapitola 7

Závěr

V této práci je popsána stavba a zprovozněnı́ platformy zvané dynamický plotr. Jde o zařı́zenı́ po-
dobné kyvadlu na vozı́ku. Jako stavebnı́ dı́ly jsme použili běžně dostupné součástky nebo výrobu po-
mocı́ 3D tiskárny. Některé zakoupené komponenty jsme upravili pro použitı́ v našı́ platformě. Hlavnı́
úpravy se týkaly předevšı́m zrychlovánı́ komunikace mezi BeagleBone a Odrive. Platforma splňuje
zadané požadavky a umožňuje řı́zenı́ až na frekvenci 350 Hz z prostředı́ Simulink.

Postavený model byl analyzován a různými experimenty byly identifikovány jeho konstanty. Cho-
vánı́ matematického modelu ve většině aspektů odpovı́dá reálnému modelu. Hlavnı́m nedostatkem je
problematické chovánı́ třenı́ při pohybu vozı́ku a odvı́jenı́ lanka, které se nepodařilo přesně modelovat.
Kyvadlo jsme modelovali jako hmotný bod, což se pro agresivnějšı́ řı́zenı́ ukázalo nedostatečně přesné.

V prostředı́ Matlab jsme vytvořili skript, který pro matematický model vypočı́tá optimálnı́ trajek-
torii jako sekvenci vstupů a stavů. Skript umožňuje upravovat parametry trajektorie a způsob diskreti-
zace systému. Pro sledovánı́ této trajektorie jsme navrhli regulátory pro sledovánı́ polohy kyvadla. Pro
překonánı́ problematického třenı́ jsme využili PID regulátoru v kombinaci se stavovou zpětnou vaz-
bou. PID regulátor řı́dı́ polohu vozı́ku a délku lanka. Stavová zpětná vazba upravuje reference polohy
vozı́ku a délky lanka, za účelem sledovánı́ polohy kyvadla.

Výsledný systém je schopen nakreslit kyvadlem křivku zadanou sekvencı́ bodů. Mezi jednotlivými
body kyvadlo sleduje přı́mku spojujı́cı́ tyto dva body a nemělo by se od této přı́mky vzdálit vı́ce než
o předem definovanou vzdálenost. Fyzický model je schopen tuto předpočı́tanou trajektorii sledovat s
dostatečnou přesnostı́.

7.1 Budoucı́ práce
Vzhledem k časové náročnosti nemohl být v rámci bakalářské práce projekt plně dokončen, ale bude
nadále pokračovat 3. Plánováno je dokončenı́ průsvitné desky s luminoformnı́m nátěrem a ovládánı́
zavěšeného laseru pro lepšı́ vizualizaci nakreslené trajektorie. Samotné kyvadlo při použitı́ agresivnı́ch
regulátorů vykazuje nežádoucı́ oscilace, které se prozatı́m nepodařilo plně potlačit ani modelovat. Jsou
zapotřebı́ dalšı́ úpravy mechanismu kyvadla, či zpřesněnı́ jeho modelu pro zvýšenı́ rychlosti a přesnosti
kyvadla dynamického plotru.

Pro prezentačnı́ účely je vhodnějšı́ použı́t komplikované trajektorie. S rostoucı́m počtem bodů
trajektorie velmi rychle roste výpočetnı́ náročnost hledánı́ optimálnı́ trajektorie. V této oblasti je
plánováno zkoumat dvě alternativy. Jednou z možnostı́ je implementovat hledánı́ optimálnı́ trajektorie
pomocı́ prostorových souřadnic, jak bylo popsáno v této práci. Druhou možnostı́ je rozdělit problém
plánovánı́ celé trajektorie na několik menšı́ch úseků a ty následně spojit.

V oblasti sledovánı́ trajektorie je plánováno testovat pokročilejšı́ algoritmy, předevšı́m nelineárnı́
na modelu založený prediktivnı́ regulátor, kterými se pro různé systémy věnujı́ napřı́klad autoři [14,
15].

3 https://gitlab.fel.cvut.cz/aa4cc/DynamicPlotter
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