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Abstrakt

Tato prace je zaméfena na podporu vyuky predmétu Systémy a modely na Katedie
iidici techniky fakulty elektrotechnické CVUT v Praze. Jejim cilem je navrhnout sadu
reSenych a nefesenych piikladu s klicem, které budou soucasti sbirky piikladu k vyuce
tohoto predmétu. V prvni kapitole jsou pripraveny piiklady a teoreticky uvod ke kapitole
Vnitini popis systému, ve druhé pak ke kapitole Vnéjsi popis systému. Treti kapitola
se zabyva modelovanim systému magnetické levitace v prostfedi Simulink a tvorbou

virtudlni reality k tomuto modelu pomoci Virtual Reality toolboxu v Matlabu.
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Abstract

This thesis is focused on support of education of the Systems and models course on
the Department of Control Engineering on Faculty Of Electronics of CTU, Prague. The
main objective is to suggest set of solved and unsolved examples with the key, which
will be a part of examples collection for teaching this course. In the first chapter you
can find prepared examples for a chapter named State space continuous time models
and in the second chapter there are prepared examples for chapter called Input-Output
models of continuous time.The Third chapter is engaged in modelling of the magnetic
levitation system in Simulink environment and making a Virtual Reality using Virtual

Reality toolbox in Matlab.
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Kapitola 1
Uvod

Kapitoly zpracované v této praci jsou jakymsi ivodem do matematickych popisu dy-
namickych systému. Budouci ¢tenar by se mél jasné a srozumitelné na resenych prikladech
seznamit, jak se zdkladnimi matematickymi popisy pracovat a pochopit zakladni rozdily
mezi nimy. NefeSené priklady s pfilozenym klicem pak ¢tenari poslouzi k tomu, aby si své
do dvou kapitol, z nichz kazda se zabyva specifiky jednoho typu matematického popisu
dynamickych systému. Nicméné oba popisované typy jsou natolik provazané, ze se obé
kapitoly v mnoha aspektech dopliuji.

Prvni kapitola se zabyva vnitinim popisem dynamickych systémii. Ten je jednou
z forméalnich metod popisu systému a slouzi nam k detailnimu zachyceni vnitini struktury
zkoumaného modelu. Tento popis ziskdme matematicko-fyzikalni analyzou zkoumaného
systému, ptipadné pak odvozenim pomoci metody vykonovych grafu.

Tato metoda spociva v transformaci vektoru vstupnich proménnych w na vektor sta-
vovych proménnych & a ten pak teprve na vektor vystupnich proménnych y. Pravé vektor
stavovych proménnych ndm umoziuje nahlédnout do vnitini struktury (stavi) modelu.
Nejvhodnéjsi forma takového popisu je pomoci soustavy diferencidlnich rovnic prvniho
radu.

Druha kapitola se zabyva vnéjsim popisem dynamickych systémii, tedy chovanim
vystupu systému na zakladé privedeného vstupu. Ten je piimou transformaci vstupnich
trajektorif u(¢) na vystupni y(t). Tohoto pristupu s vyhodou vyuzijeme, pokud se snazime
systém identifikovat na zakladé experimentu tzn., ze k systému pristupujeme jako k ¢erné
skiinice a identifikace probiha na zdkladé namétenych dat. Nevyhodou vnéjstho popisu
je, ze nezname, vnitini stavy systému. Ty z vnéjsiho popisu uréime pomérné obtizné a

neptresné, pripadné je nelze uréit vibec.
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Ve treti kapitole je vymodelovan matematicky model systému magnetické levitace v
prostiedi Simulink, kde je k nému pomoci Virtual Reality toolboxu v Matlabu vytotena

virtudlni realita.



Kapitola 2

Vnitrni popis dynamickych systému

2.1 Teoreticky tivod

2.1.1 Stavové rovnice

Jak jiz bylo feceno v tvodu, k vnitfnimu popisu systému pouzivame soutavy dife-
rencidlnich rovnic prvniho radu. Soustavu ve tvaru,
z(t) = f(z,u,t),
y(t) = g(xv u, t),

nazyvame stavovymi rovnicemi systému, kde

w(t) = [ui(t), ug(t), ..., uy ()"

(2.1)

je vektor vstupnich proménnych,
w(t) = [21(1), 22(1), .., 2;(1)]
je vektor stavovych proménnych a

je vektor vystupnich proménnych.

Pro linedrni systémy, pfipadné pro linearizované modely nelinearnich systému lze

pouzit maticovy zapis, kde

i) = A@®)x(t) + Bt)u(t) (2.2)
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Kde A(t) je matice systému, B(t) je matice Fizeni a matice C(t) a D(t) jsou vystupni
matice. Pokud ma zkoumany systém casové stalé parametry, pak matice A, B, C a D

nejsou casové zavislé, tedy jsou konstantni. Pak muzeme psat,

Takovy systém nazyvame linedrni, casové invariantni, anglicky Linear Time-Invariant,

oznacovany zkratkou LTT.

2.1.2 Parametry dynamickych systému

Zde si vysvétlime vyznam zakladnich parametru dynamickych systémi, se kterymi se

budeme setkavat v této a i v nékterych dalsich kapitolach.

Pély systému charakterizuji vnitini dynamiku systému. Oznacuji komplexni frekvence,
které se na vystupu systému objevuji, aniz by byly obsazeny ve vstupnim signdlu. Svym
charakterem pfipominaji jakési rezonance systému. Poly systému jsou vlastni ¢isla matice

A.

Nuly systému oznacuji komplexni frekvence, pii kterych systém blokuje pfenos mezi
jeho vstupem a vystupem. To znamenad, ze pokud na vstup systému privedeme signal,
jehoz frekvence je rovna nékteré z jeho nul, pak jeho stavy budou po odeznéni prechodovych

déju nenulové, ale vystup systému bude roven nule.
R4d systému n je uréen dimenzi matice A neboli poctem stavi systému.
Statické zesileni k je pomér ustdlené hodnoty piechodové odezvy h(oo) a velikosti

skoku, ktera ji vyvolala. Statické zesileni definujeme pouze pro stabilni systémy, tedy pro

systémy kde plati, ze h(oo) < oc.
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2.2 Piiklady

Priklad 2.1: Napiste stavové rovnice RLC obvodu podle obr. 2.1, kde vstupem je napéti
u(t) [V] a vystupni veli¢inou je proud ¢, [A]. Ddle napiste matice A, B, C, D systému,
znate-li hodnoty soucastek v obvodu, R=1 [Q], L=0,1 [H aC =1 [mF].

L
XK A
— >
|L(t)
u(t) ix(t) R i)  C u(t)
\V/ ‘ N/
o

Obrazek 2.1: RLC obvod

Reseni: Abychom ziskali stavové rovnice, je nejprve nutné dany systém matematicky po-
psat. U naseho obvodu pouzijeme metodu uzlovych napéti (viz (CMEJLA, R. a HAVLICEK, V.,
2002, strana 38)). Podle obr. 2.1/ pro uzel A plati

Z.L (t) - iR<t> - ic (t> =0.

Pro jednotlivé proudy pak plati

Dosazenim do rovnice pro proud i, (t) z rovnic pro proudy i, () a i,(t) dostaneme

%@:z/ﬁW%wAMﬁ—%glzéw&w. ,
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Nyni tedy muzeme nase rovnice prevést na stavovy popis. Abychom vyhovéli predepsanému

tvaru stavovych rovnic, provedeme nasledujici dpravy

diilt(t) _ % (u(t) —u, (t),
du,. (1) B . u,, (1)
a  — 0T )
y(t) = UCR(t)

Timto jsme dostali diferencialni rovnice pro elektricky obvod z obr. 2.1, jako stavové
veli¢iny zvolme proud i, (t) a napéti u,(t), napéti u(t) je vstupni veli¢inou a proud i, (¢)
vystupni veli¢inou. Ozna¢me nyni standartné stavové proménné, zq(t) =1i,, z1(t) = u,

a vystupni y(t) = i,. Ziskame tak rovnice

ha(t) = —7 o)+ 7 ult),
C

I2<t) = Cl’l(t)—ﬁxz(t),

ye) = Hoal)

Toto jsou tedy vysledné stavové rovnice pro nas obvod. Pri zdpisu je vyhodné stavové
proménné v jednotlivych rovnicich radit vzestupneé a vystupy psat az na konec. Usnadnime

si tak prechod k maticim A, B, C, D, které piseme ve tvaru

kde x(t) je vektor stavovych proménnych a w(t) vektor vstupu systému. Jelikoz nas

obvod je linearni s ¢asové stalymi parametry, postaci nam prosty prepis rovnic do mati-
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cového tvaru. Pro obecné hodnoty soucastek pak plati

[mw] - [c —%”mw : 0]“”]’
v = [o ﬂ[z;x; (0] u(t)

Vsimnéme si, ze pro prechod k puvodnimu tvaru stavovych rovnic nam stac¢i maticovy

tvar roznasobit. Sami si to vyzkousSejte! Po dosazeni hodnot soucastek dostdvame matice

[0 —10
A = ,
[ 1-107% 1-1073
[ 10
B = ,
_0]
C - O 1]7
D = [0].

Toto jsou vysledné matice A, B, C, D obvodu z obr. 2.1. Matice A mé dimenzi dim(A) =
2, systém je tedy druhého tadu, je linearni s ¢asové stalymi parametry a ¢asové invariatni.
Priklad 2.2: Systém je popsan diferencialni rovnici

YO +35@) +290) +yt)=ul(t). (2.3)
Nakreslete integralni stavové schéma systému.

Reseni: Abychom ziskali integralni schéma zadaného systému, vyjadifme z rovnice (2.3)

nejvyssi derivaci y(t). Dostavame
V() =u(t)=3ij(t) =29 (t) —y (). v

Nyni je jiz mozné nakreslit pozadované schéma. Soucet na pravé strané realizujeme blo-
kem scitani, jednotlivé derivace y(t) realizujeme blokem integrétor a konstanty, kterymi
jsou nasobeny jednotlivé ¢leny realizujeme blokem zesileni. Vstup oznac¢ime blokem jed-

notkovy skok a vystup pak blokem osciloskop. Schéma kreslime tak, aby se ¢ary co
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nejméné kiizily, coz zvysuje celkovou prehlednost a usnadnuje zpétnou dekompozici. Na

obr. 2 je vysledné stavové schéma.

J_ y"” y” y y

u(® 1s 1s > 1s p ]
y(®)
3
Ol

Obrazek 2.2: Integrilni stavové schéma systému

Priklad 2.3: Systém sestavajici se ze zavazi zavéseného na pruzince umistény v oleji,

jehoz vstupem je pohyb zavésu, je popsan diferencidlni rovnici

24j(t) = — (y(t) — u(t)) — 2(y(t) — a(t)).
Nakreslete integralni stavové schéma systému.

Reseni: Oproti predchozimu prikladu 2.2 médme na pravé strané zadané rovnice navic
jesté derivaci u(t). Abychom ziskali integrélni stavové schéma naseho systému, je vhodné
dierencialni rovnici popisujici nas systém upravit na tvar integralni. Toho lze docilit

pouzitim Laplaceovy transformace.
2Y (s)s” + y(0+)s — g(0+) = U(s) = Y(s) = 2(Y (s) s — U (s) s).

Abychom prevedli rovnici na integralni tvar, vynasobime pravou i levou stranu rovnice
prevracenou hodnotou nejvyssi mocniny proménné s. Tim se nam tato proménnd piresune
do jmenovatele, coz v casové oblasti odpovida obrazu integralu. Vzhledem k tomu, ze v
nasem sytému mame zadany nulové pocateéni podminky, jiz déle neuvazujeme cleny
y(0+)s a g(0+). Dale celou rovnici vydélime dvéma, abychom na levé strané dostali

pouze samotné Y'(s). Dostdvame,
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Jelikoz ve stavovém popisu uvazujeme pouze prvni derivace, tedy pouze prvni mocniny
proménné s, upravime nasi rovnici tak, aby vyhovovala tomuto predpisu.
1 1 1
Y(s)=— (Uls)=Y(s)+ - -5 (U(s) = Y(s)) |-

S

v

Tuto rovnici jiz muzeme prekreslit do integralniho stavového schématu. Jako pomucku si
muzeme predstavit, ze blok integrator v prostiedi Simulink predavuje nésobeni vyrazu
na jeho vstupu prevracenou hodnotou proménné s. Na obr. 3| je nase vysledné schéma.

Opét se snazime schéma kreslit tak, aby se ¢ary co nejméné krizily.

[0.5(u=y)I 0.5(u-y)

é—b{ 0.5 » 1/s

I » 1/s
il y

Obrazek 2.3: Vysledné integralni stavové schéma systému

Priklad 2.4: Systém je popsan stavovymi rovnicemi

T1(t) = 4dxo(t) + 2ul(t),
To(t) = bxy(t) + 3a(t),
y(t) = x().

Nakreslete jeho integralni stavové schéma.

Resent: Zde méme oproti piedchozimu pifkladu 2.3 zadén stavovy popis systému, coz
nam pii feSeni ulohy dava urcitou vyhodu, ponévadz stavovy popis lze prakticky bez
jakychkoliv uprav a jednoznacné prevést na integralni stavové schéma. V nasem popisu
mame dvé stavové proménné, budeme tedy potiebovat dva integratory. Na vstupu jed-

noho zrealizujeme pomoci bloku zesileni a sc¢itani s ptislusnymi znaménky diferencidlni
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rovnici pro Z(t), stejny postup zopakujeme i pro druhy integrator, na jehoz vstupu
budeme realizovat diferencialni rovnici pro @5(t). Nyni tedy muzeme nakreslit zadané

schéma.

[

u
x2' x2 x1 x1
1/s P 0 1/s plL ]
y
3
5/«

Obrézek 2.4: Vysledné integralni stavové schéma systému z ptikladu 1.3

Timto jsme tedy ziskali integralni stavové schéma pro zadany stavovy popis.

Priklad 2.5: Systém je popséan integralnim stavovym schématem podle obrazku 2.5.

i

) 1s > 1/s —»{2
| >

<

Obrézek 2.5: Integralni stavové schéma systému

Napiste stavové rovnice a matice A, B, C, D tohoto systému.

Reseni: Pii feseni této tlohy bude postup pfesné opacny, nez v pifkladu 2.5, Ve sta-
vovém schématu jsou dva integratory, ve stavovych rovnicich budou tedy dvé stavové
proménné. Oznacme si vstup levého integratoru & (¢) a jeho vystup z(t). Vstup pravého

integratoru obdobné oznacéime i5(t) a jeho vystup pak xq(t). Prvni stavova rovnice (pro
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prvni stavovou proménnou) je ddna sou¢tovym ¢lenem na vstupu levého integrétoru, kde

plati
T1(t) = 3u(t) + 4z (t) + 2z4(t),

druhd stavova rovnice (pro druhou stavovou proménnou) je dédna souctovym ¢lenem na

vstupu druhého integratoru

Vystup celého systému je dan vystupem druhého integratoru vynasobenym dvéma, plati
tedy

Stavové rovnice pro nas systém tedy jsou

w1(t) = 4xz1(t) + 222(t) + 3u(t),
To(t) = w1(t) — 2xo(2),
y(t) = 2mxo(t).

Na&s systém je linedrni a ¢asové invariatni matice A, B, C, D tedy jsou

[iﬂﬂ] N [1 —2][x2 o |0l
y = [2 0}[;1 + [0] [u (2)] -

Vsimnéme si, ze dimenze matice A je, dim(A) = 2, systém je tedy druhého radu.

Priklad 2.6: Systém je popsan maticemi A, B, C, D

1 (t) _ -1 2 x1 (t) "
[mﬂw] N [o 3][xﬂﬂ o |0l
v = [1 o}[g 40 (1)

Zjistéte tad, zesileni a poly tohoto systému.
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Resent: RAd systému je uréen dimenz{ matice A (viz ¢ast 2.1.2 teoretického tivodu). Di-
menze matice A dim(A) = 2, systém je tedy druhého fadu.

Zesileni systému, jak je opét uvedeno v casti 2.1.2] teoretického uvodu, je pomér
ustdlené hodnoty vystupu h(oc) ku velikosti vstupniho skoku. Abychom tedy zjistili
zesileni systému, vyjadiime ze stavového popisu pomér vystupu ku vstupu. Mame-li

systém popsan maticemi A, B, C, D

vyjadiime si nejdiive z prvni rovnice vektor stavovych proménnych x(t). Jelikoz hleddme
ustalenou hodnotu pfechodové chrakteristiky, je ¢asova zména x(t) nulovd, tzn. (t) = 0.
Dostavame tedy

z(t)=—-A"" Bu(t).

Za x(t) dosadime do druhé rovnice
y(t)=—-C-A""-Bu(t)+ Du(t).
Po upravach dostavame vztah pro zesileni,

v oo
"y =F="CABiD

Nyni dosadime zadané matice a vypocteme zesileni.

-1
-1 2 1 —1 0.667 1
Dol [ o [ ] )
0 3 0 0 0.333 0
Pély systému (viz ¢ast 2.1.2 teoretického tivodu) jsou vlastnimi ¢isly matice A. (viz

(HAVLENA, V. a STECHA, J., 1999, strana 38 a 46) a (KRAJNIK, E., 2006, strana 63)).
Hledame tedy koreny charakteristického polynomu matice A. Plati tedy

det(sI — A) =0.

Vypocteme matici (sI — A) a jeji determinant. Dostavame

s 0 -1 2 s+1 =2
det(sI—A)zdet([O S]—[ 0 3]):det< 0 8_3>:(5+1)(5—3).
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Poély systému jsou tedy p, =1 a p, = —3.

Pro ziskani téchto parametru systému muzeme pouzit i prostredi Matlab.

[-1 2; 0 3];

[1; 01;

[1 0];

fol;

sys = ss(A,B,C,D);

pole(sys); //vypise pély systému

O Q w =
non

zero(sys); //vypise nuly systému
step(sys); //zobrazi pfechodovou charakeristiku, z které je

moZzné zjistit pomoci kurzoru zesileni

Priklad 2.7: Systém je popséan diferencialni rovnici

gt)+2y(t) +y ) =u(t).
Urcete poly, nuly, zesileni a tad systému.

Resent: V tomto piikladé vyuzijeme vlastnosti popisu systému diferencidlni rovnici. Kofeny
charakteristického polynomu pro (t), tedy v nasem ptipadé levé strany diferencialni rov-
nice jsou stejnd, jako vlastni ¢isla matice A, schvalné si to vyzkousejte! Poly vypocteme
tedy tak, ze najdeme jeho kofeny. Charkteristicky polynom levé strany zadané dife-
rencialni rovnice je

a(\) =N+ 2\ + 1.

Jeho kofeny jsou Ao = —1, systém ma tedy dvojndsobny pél p;o = —1. Réd systému je
urcen fadem tohoto polynomu, v nasem pripadé se tedy n = 2. Nuly systému jsou koteny
charakteristického polynomu pro u(t), tedy v nasem piipadé pravé strany diferencidlni
rovnice
b(A) =1.

Mnozina nul systému je tedy prazdna. Zesileni systému je pomér ustalené velikosti odezvy
h (00) a velikosti skoku, kterd ji vyvolala. Zesileni tedy vypocteme tak, ze derivace y(t)
polozime rovny nule (pracujeme s ustélenou velikosti odezvy h (00), ¢asové zmény y(t)

jsou tedy nulové) a vyjadifme pomér vystupu y(¢) ku vstupu u(t). Dostavame tedy

) = u(t),
— = 1.

Zesileni zadaného systému je tedy k = 1. v
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Priklad 2.8: Ptfenos mezi vstupem vystupem vodéarny je
Y(s) 12
U(s) s2—3s+2°

Napiste stavové rovnice a matice A, B, C, D tohoto systému.

G(s) =

Resent: Ptenos je definovan jako Laplacetiv obraz odezvy vystupu systému, pii nu-
lovych pocateénich podminkach. Abychom mohli piejit od prenosu ke stavovym rovnicim,

roznasobime ptrenosovou funkei tak, abychom rozlisili vstup od vystupu.

Y(s) (s —=3s+2) = 12u(s),
Y(s)s® = 3Y(s)s +2Y(s) = 12u(s).

Nyni jsme ziskali diferencialni rovnici v operatorové oblasti. Abychom ptesli do casové
oblasti, provedeme inverzni Laplaceovu transformaci, uvédomime si, ze z definice pfenosu

jsou pocatecni podminky nulové. Dostavame, diferencialni rovnici

G(t) = 3y(t) + 2y(t) = 12u(t).

Tuto rovnici musime za pomoci vhodné substituce upravit tak, aby vyhovovala predpisu
pro tvar stavovych rovnic (viz rovnice (2.1)). Zvolime x;(t) = y(t) a x2(t) = y(t), do-

sadime do rovnice a dostavame stavovy popis,

1(t) = 3xi(t) — 22(t) + 12u(t)
l‘g(t) = iL‘l(t
y(t) = z(t).

Podobné jako v piikladu 2.1 ziskdme matice A, B, C, D.

[@(z&)] a [1 0 ][xg(t) " o][(t)]
vt = [0 1] [Eg + 0] [ul®)




2.2. PRIKLADY 15

Priklad 2.9: Systém je popsén stavovym popisem

(0 = 201 (6) + 3 (1) +2u (1), (2.5)
Lo (1) = w1 (t), (2.6)
y(t) =

Vypoctéte hodnoty stavu xq (t) a x5 (t), jestlize u(t) = 10 a pocateéni podminky jsou
21(01) =0azy(04) =0.

Resend: Abychom zjistili hodnoty stavii ; (t) a x5 (t), vyfesime zadanou soustavu di-
ferencidlnich rovnic prvniho fadu. To muzeme provést napiiklad tak, ze z rovnice (2.6)
vyjadiime

1 (1) =22 (1),
pricemz pro derivaci x; plati

oy (t) = o (1)

a dosadime do rovnice (2.5). Dostavame tedy diferencidlni rovnici druhého réadu

Nejdiive fesime homogenni rovnici, tedy diferencialni rovnici bez pravé strany. Vyjadiime
si tedy charakteristicky polynom levé strany a vypocteme jeho koreny
M —21-3 = 0,
A+1)(A=3) = 0,
Moo= —1,
A = 3.

Hleddme feseni ve tvaru

Ty (t) = c1eMt + et

Dosadime za A\; a za A\; a dostavame obecné feSeni

Ty (1) = cre™" + cpe™. (2.8)
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Abychom dostali iplné feseni rovnice s pravou stranou, vypocitame prvni a druhou de-
rivaci To, dosadime do puvodni rovnice a vypocteme hodnoty konstant ¢; a cy. Pti deri-

vovani bereme konstanty c; a ¢y jako funkce casu, tedy
cp=c(t),ca=0co(t).
Nyni tedy vypocteme prvni derivaci
To(t)=¢1(t) e —cr (t) e +éo (1) e 4 3ey (1) €.

Aby bylo mozné vypocist hodnoty konstant ¢; a co, je nutné pred vypoctem druhé de-
rivace zavést libovolnou doplnujici poc¢atecni podminku, abychom si vypocet co nejvice
zjednodusili, zavedeme

é(t) ety (t) e =0. (2.9)

Nyni jiz vypocteme druhou derivaci Z,, pficemz vezmeme v tvahu pravé zavedenou
pocateéni podminku. Dostavame
d’Zq d(3cy (t) e — ¢y (t) e™)
dt? dt ’
Ty = 3é(t)e +9cy (1) e — ¢ (t) e 4 e (t) e

Vypoctené derivace T dosadime do puvodni rovnice (2.7) a po secteni vsech ¢lent ziskdme

tvar rovnice vhodny pro vypocet konstant c; a ¢y
Gy (t) e =3¢ (t) e =2u(t).

Abychom mohli vypocitat hodnoty obou konstant, potiebujeme jesté jednu rovnici, tou

je dopliujici pocdteéni podminka (2.9). Resime tedy soustavu rovnic

éo (t) e — 3¢ (t) et = 20, (2.10)
Ga(t) e +¢é (e = 0. (2.11)

Rovnici (2.11) odec¢teme od rovnice (2.10) a vypocteme c¢; (t). Pro ¢; (t) plati

5

e (1) = 20,60 (1) = —— 1 (1) = _5/etdt .

kde k; je integracni konstanta. Do rovnice (2.10) dosadime vypoctenou konstantu ¢; (t)
a vypocteme ¢ (t). Pro ¢ (t) plati

d 5
é2 (t) €3t = 57é2 (t) = g y C1 (t> = 5/€3tdt = —g 6737& + k27
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kde k9 je integracni konstanta. Dosazenim ¢ (t) a é (t) do rovnice (2.8)) dostaneme fesent

zadané rovnice pro s (t).
3
Ty (t) = =5+ ke — 3T koes.

Dosazenim tohoto vysledku do rovnice (2.6) vypocteme stav z; ().

dry (t)  d (=54 ke — 3 + ke
I (t): xfit() = ( e dt 3 2 ) :3k263t—]€16_t.

Integracni konstanty k; a ky vypocteme, ze dosadime pocateéni podminky do soustavy

rovnic

T (t) = 3]€2€3t - kleft,

5
2o (t) = —H4kie " — 3T koe™.

Po dosazeni pocatecnich podminek dostaneme soustavu rovnic

I (t) = 3]6’2 — k’l,
)
xo (t) = —5+/€1—§ + ka,

z niz vypocteme hodnoty konstant ki a ko,

b}
k1:5,]€2:§.

Pro x; (t) a x5 (t) pro zadané pocatecni podminky dostavéame

xy(t) = 5e¥ —b5e ™,

Y 20
xo (1) = 5e_t—|—§e3t—§.

Abychom ovérili spravnost naseho vypoctu, porovname vypoctené funkce se simulin-
kovym modelem sestavenym podle zadanych diferencialnich rovnic. Vysledné prubéhy by

se mély presné shodovat. Na obr. 2.6 je simulinkovy model zadaného systému.
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» x1mdl

J/ b 1(t)1
u(t) Q 1/s » 1/s x2mdl x1()

x2(t)1

\ 4

> X2 > xl

x2(t) x1(t)

fluy —

N

Obrazek 2.6: Simulinkovy model zadaného stavového popisu spolu s
uzivatelsky definovanymi funkcemi podle vypoctenych hod-

not stavu x1 a xs.

Kde bloky uzivatelské funkce ”f(u)” reprezentuji vypoctené fukce pro stavy z (t) a
x9 (t) a signél typu rampa na vstupu reprezentuje zvysujici se ¢as. Na obr. 2.7 je porovnéni
prubéhu rucné vypoétenych stavovych funkei xq () a x5 (¢) s vypocty provedenymi pomoci
prostredi Simulink, jak z obrazku patrné, tyto prubéhy se naprosto presné shoduji, tudiz

jsou nase vypocty spravné.



2.2. PRIKLADY

18

16

14

12

10

x 10"

Porovnani vypocteneho a namodelovaneho stavu X

19

I
— vypoctena funkce
simulinkovy model

x 10"

Porovnani vypocteneho a namodelovaneho stavu X,

— vypoctena funkce
simulinkovy model

Obrazek 2.7: Porovnani

vypoctenych pomoci prostiedi Simulink a vypoétenych ruéné

prubéhu

stavovych funkci

X1 (t)
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2.3 Ulohy

Priklad 2.10: Nakreslete integrélni simulinkové schéma systému popsaného diferencialni

rovnici,

g(t) = y(t) + 2y (t) + u(t).

Priklad 2.11: Nakreslete integrdlni simulinkové schéma systému popsaného diferencialni

rovnici

59 (t) — y(t) = 2y(t) + ult).

Priklad 2.12: Nakreslete integralni simulinkové schéma systému popsaného diferencialni

rovnici

Y(t) = 34i(t) + 4y(t) + 2u(t) + 3ii(t)
Priklad 2.13: SISO systém je popsan stavovymi rovnicemi

T1(t) = 2u(t) + 3z (¢),
To(t) = bri(t) + o,
y(t) = 3xy(t).

Nakreslete integralni simulinkové schéma tohoto systému.

Priklad 2.14: MIMO systém je popsan stavovymi rovnicemi

T1(t) = ui(t) + 3z1(t) + 224(t),
To(t) = 2ui(t) + ua(t) + z1(),
n(t) = 3wt

(t) (

yo(t) = 3z1(t) + z2(t).

t

Nakreslete integralni simulinkové schéma tohoto systému.

Priklad 2.15: Systém je popsan integralnim simulinkovym schématem, kde vstupem je

jednotkovy skok u(t) a vystupem je blok ”scope” y(t).
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1/s

u(t)

1/s

&)

Napiste stavové rovnice systému.

Priklad 2.16: MIMO systém je popsan integralnim simulinkovym schématem, kde vstu-

pem jsou dva jednotkové skoky wul(t) a u2(t) a vystupem je blok "scope” y(t).

|

ul(t)

)

Obrazek 2.8: Integralni stavové schéma systému

> a

u2(t)

<

Obrazek 2.9: Integralni stavové schéma systému pro tlohu 7

Napiste stavové rovnice systému.

y(t)
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Priklad 2.17: Systém je popsan maticemi A, B, C, D,
o(t) 2 —1 xo(t)

o =[]

1
0

_|_

[u(t)],

+ (0] [u(®)]

Nakreslete integralni stavové schéma systému.
Priklad 2.18: Systém je popsan stavovymi rovnicemi,

1(t) = 3u(t) + 5x1(t),
jﬁg (t) = I (t) + 3$2(t>,
y(t) = 3xa(t).

Napiste matice A, B, C, D systému.

Priklad 2.19: MIMO systém je popsan stavovymi rovnicemi,

T1(t) = 3Bui(t) + 2ua(t) + 41 (1),
a(t) = 2up(t) + 3w1(t) + 5aa(t),
y1(t) = x1(t) + dxo(t),

ya(t) = x2(t).

(2.12)
Napiste matice A, B, C, D tohoto systému.
Priklad 2.20: Systém je popsan diferencialni rovnici,
24(t) + 4y (t) + 2y = Su(t).
Napiste stavové rovnice systému.
Priklad 2.21: Systém je popsan diferencialni rovnici,
Y () 4 3i(t) + 129(t) + 15y(t) = 3u(t).

Napiste stavové rovnice systému.
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Priklad 2.22: Je zadén ptrenos systému,

1

Gls) = 252 +4s+ 4

Napiste stavové rovnice tohoto systému.

Priklad 2.23: Systém je popsan maticemi A, B, C, D,

] (1] e ]
[w] - [o 2”@@]*[0][ o

gy = [o 1}[””

(
o | O],

)
)
Vypoctem a za pomoci prostiedi Matlab zjistéte poly, nuly, zesileni a tad systému.

Priklad 2.24: Systém je popsan maticemi A, B, C, D,

nwy | [1 2 [« Sfrolfme
Ba(t) | [0 =3 || m(t) 1| | w(@) |’
[yl(t)_ _ | 0] B0 10 ul(t)].

Ya(t) | 2 1] | (1) uo (%)

Vypoctem a za pomoci prostiedi Matlab zjistéte pdly, nuly, zesileni a Fad systému.
Priklad 2.25: Systém je popsan diferencialni rovnici,
§ () + 59 () + 6y (t) = u(t).
Vypoctéte poly, nuly, zesileni a tad systému.
Priklad 2.26: Systém je popsan diferencialni rovnici,
j(t) =3y (t) +2y (t) = 6u(t).
Vypoctéte poly, nuly, zesileni a tad systému.
Priklad 2.27: Systém je popsan diferencialni rovnici,
() +3y(t) =u(t)—9u(t).

Vypoctéte poly, nuly, zesileni a fad systému.
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Priklad 2.28: Systém je popsan diferencialni rovnici,

Y () + 93 () + 25 (t) + 2Ty (t) = u (t) + 20 (t).

Vypoctéte poly, nuly, zesileni a fad systému.

Priklad 2.29: Systém je popsan integralnim stavovym schématem,

il

4>{ 3/2

u(t)

+_ » 1/s

Obrézek 2.10: Integralni stavové schéma systému

Vypoctéte poly, nuly, zesileni a fad systému.

1/s

1/2}47

y(t)




Kapitola 3

Vneéjsi popis dynamickych systému

3.1 Teoreticky tivod

3.1.1 Popis diferencialni rovnici

Vztah mezi vstupem a vystupem dynamického systému lze obecné popsat diferencialni
rovnici

Fly, g, . y™, u, 1, ..., u™) = 0. (3.1)

Pokud je systém linedrni prejde rovnice (3.1) na tvar
an (Y™ () + ... + ag(t)y(t) = by ()ul™ + ... 4 bo(t)u(t). (3.2)

Je-li navic systém staciondrni (Casové nezavisly), jsou koeficienty ag...a, a by...b,, kon-
stantni. Aby systém bylo mozné fyzikalné realizovat, musi platit tzv. podminka fyzikalni
realizovatelnosti

n>=m. (3.3)

Spliuje-li systém podminku (3.3), pak jej nazyvdme ryzi, pokud pro systém plati, ze
n > m, nazyvame jej prisné ryzi, vnitini popis takovych systému lze realizovat pomoci
stavovych rovnic (viz predchozi kapitola, vztahy (2.1) a (2.2)) to znamend, ze pro fyzikalni

realizaci takového systému nam postaci zesilovac¢, integrator a sumator.

3.1.2 Prenos v L-transformaci

Pro snazsi praci s matematickym popisem systému je vyhodnéjsi prevést diferencidlni

rovnici na algebraicky tvar, toho lze docilit pouzitim Laplaceovy transformace. Budeme

25
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predpokladat, ze pracujeme se stacionarnim systémem a pocatecni podminky jsou nulové.
Rovnici (3.2) podrobime Laplaceové transformaci a prevedeme do tvaru

Y(s)  bps™+ ... +bo
U(s)  aps"+..ap

G(s) =

Pomér Laplaceova obrazu vystupu k Laplaceovu obrazu vstupu systému pii nulovych

pocétecnich podminkach nazyvame pirenos systému a znacime G(s).

3.1.3 Souvislost mezi vnitinim popisem dynamickych systémiu

a prenosem

Vztah mezi vstupem a vystupem dynamického systému lze zjistit i z jeho vnitiniho
popisu. Nabizi se tedy tivaha, jestli existuje nejaky vztah mezi jeho vnitinim popisem a
jeho prenosem. Vzhledem k tomu, Ze prenos je linedrni matematicky popis (viz. rovnice
(3.2)), muzeme k nému piejit pouze od jiného linedrniho popisu. Takovym popisem je
stavovy popis maticemi A, B, C, D (viz. (2.2)). Nyni si tedy ukdzeme, jak ptejit od
tohoto popisu k prenosu. Systém je popsan maticemi A, B, C, D

©(t) = Ax(t)+ Bu(t),
y(t) = Cux(t) + Du(t).

Obé rovnice podrobime Laplaceové transformaci, dostavame

sX(s)—z(0) = AX(s)+ BU(s),
Y(s) = CX(s)+ DU(s).

Nyni je nasim ukolem prevést tuto soustavu maticovych rovnic, do tvaru vyjadiujiciho

prenos, tedy
Y(s)

U(s)

Ptenos je vnéjsi popis systému, nevyskytuji se v ném stavové proménné. Proto v nasi

G(s) =

soustavé vyjadiime z prvni rovnice obraz stavové proménné X (s)

X(s) = (sI — A) " z(0) + (sI — A)"' BU(s)
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a dosadime do druhé, ptricemz vezmeme v uvahu, ze pocatecni podminky jsou nulové,

tedy z(0) = 0. Dostavame
Y(s) = C (sI — A)"" BU(s) + DU (s).

Po dpravé dostavame

Je-1i nas systém ryzi, D = 0, dostdvame

Y(s) C-adj(sI-A)-B
U(s) det(sI — A) '

3.1.4 Parametry prenosu

Z ptrenosu muzeme velice snadno urcit parametry systému, které jsme si uvedli v ¢dsti
2.1.2 predchozi kapitoly. OvSsem s tim rozdilem, Zze prenos je lomena funkce, takze muze
dojit ke kraceni pélu s nulou, coz muze vést k tomu, Ze pocet a hodnoty nékterych para-

metru se mohou lisit. Definujeme tedy:

Pdly pienosu jsou kofeny polynomu polynomu ve jmenovateli pfenosu, neboli charak-

teristického polynomu matice A.
Nuly prenosu jsou koteny polynomu ve jmenovateli prenosu.
RA4d pienosu (systému), je roven nejvyssi mocniné s ve jmenovateli pfenosu.

RA4d astatismu, systém je staticky, pokud je absolutni ¢len ve jmenovateli prenosu

nenulovy. Je-li ay = 0, pak je systém astaticky. Rad astatismu je tedy roven nejnizs

mocniné s v polynomu ve jmenovateli prenosu.

U prenosu dale definujeme relativni ¥ad pienosu, ktery je definovan definovan jako

rozdil stupné jmenovatele pirenosu a stupné jeho citatele.
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3.2 Piiklady

Priklad 3.1: Napiste prenos RLC obvodu podle obrazku obr. 3.1, kde vstupem je napéti

uy(t) a vystupni veli¢inou je napéti us(t).

] L
e ° ° °
Us(t) R ~C Ua(t)
V \
° ) ) °

Obrézek 3.1: RLC obvod

Resent: Ptenos je definovan jako Laplacetiv obraz odezvy vystupu pii nulovych pocatecnich
podminkach. Pro nas systém tedy plati

UQ(S)

NN

Abychom ziskali prenosovou funkci, je nutné vyjadrit parametry obvodu v jejich Lapla-
ceovych obrazech. Oznac¢me si Laplaceovy obrazy impedance rezistoru Z,(s), impedance
kapacitoru Z(s) a impedance civky Z, (s). Pro tyto obrazy plati, ze

1
Cs
Obvod pak fesime jako zatizeny délic napéti (viz (CMEJLA, R. a HAVLICEK, V., 2002,
strana 11)). Plati,

Z.(s)=R,Z.(s)=—=,Z,(s) = Ls.

R

ZRHZC’ = m,

R

U2(S) — Ul(S) RCS +R1
Ls+

RCs+1
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Po jednoduchych upravach dostavame,

UQ(S) i R
Ui(s)  RLCs2+Ls+ R’ v

G(s) =
Timto jsme ziskali prenos obvodu z obr. [3.1.

Priklad 3.2: Systém je popsan nésledujici diferencidlni rovnici,

4y (t) + §(t) + 2y(t) = 15u(t).
Urcete pfenos G(s) tohoto systému mezi vstupem w a vystupem y.

Reseni: Je nutné tedy nasi diferencidlni rovnici vyjadiit ve tvaru,

Yl _ )
“IZT6) T et

kde a(s) a b(s) jsou polynomy v proménné s. Abychom mohli tohoto tvaru docilit,

podrobime nasi rovnici Laplaceové transformaci.
4Y (5)s® — y(04)s* + Y (5)s* — 9(0+)s + 2Y(s) — j(0+) = 15U(s)
Protoze ptenos je definovan pii nulovych poc¢atecnich podminkach, dostavame rovnici
4Y (s)s® + Y (s)s* + 2Y (s) = 15U (s).

Z tohoto tvaru jiz snadno vyjadiime prenos systému.

Y(s) 15
U(s) 4s3+s2+2° v

G(s) =

Priklad 3.3: Systém je popsan prenosem,

s—9
(s+3)(s+2)(s+1)

G(s) =

Urcete rad prenosu, relativni fad systému, zesileni systému, fad astatismu a poly a nuly

prenosu.

Reseni: Jak je uvedeno v ¢ésti[3.1.4 teoretického tivodu, fad prenosu je roven nejvyssi
mocniné s ve jmenovateli prenosu. Rad naseho prenosu je tedy n = 3. Relativni tad

systému je definovan jako rozdil stupné jmenovatele prenosu a stupné jeho citatele. V
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nasem pifpadé je tedy relativni f4d roven n, = 2. R4d astatismu uicuje nejnizsf mocnina
s ve jmenovateli pfenosu, coz je v nasem pripadé 0, fad astatimu je tedy roven n, = 0.
Nuly systému jsou takové hodnoty s, pro které je prenos G(s) = 0, nula naseho prenosu
tedy je z, = 9. Pdly pfenosu, jsou kofeny jmenovatele pfenosu, u naseho systému jsou
tedy 3 pdly, p, = =3, p, = —2, p, = —1. Zesileni systému je rovné ustalené hodnoté
prechodové charakteristiky v nekoneé¢nu. Tuto hodnotu zjistime, spocitame-li limitu ode-
zvy systému na jednotkovy skok v nekonecnu. Mezi limitou v ¢asové oblasti a limitou
v Laplaceové transformaci, za predpokladu, ze systém je stabilni (tedy existuje limita
funkce jeho prechodové charakteristiky), plati, ze

lim y(t) = lim sY'(s),

t—00 s—0

kde funkce Y(s) je Laplaceovym obrazem ¢asové funkce y(t). V nasem piipadé tedy

plati, ze 0
Y= raern U@

1
kde vstupni fukce U(s) = —. Rozndsobime jmenovatele a fesime limitu,
s

I s—9 1 9
im s -z _-_
s—0 $34+652+11s+6 s 6 2 v

3
Zesileni je tedy k = —5 Povsimneme si, ze pro nas a i jakykoliv dalsi stabilni systém

plati, Ze zesileni je rovno podilu absolutnich clenu v ¢itateli a ve jmenovateli.

Priklad 3.4: Systém je popsan maticemi A, B, C, D,

] - L2l )

Urcete prenos G(s) tohoto systému.
Resent: Pro prechod od matic A, B, C, D k pienosu, plati nasledujici vztah,

_ C-adj(sI-A)-B

G(s) det(sI — A)

(3.4)
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Nejdiive vypocteme matici (sI — A) a jeji determinant,

(T—A4) = [s 0]_[ 1 —1]213—1 1]7
0 s ~10 0 10 s

det(sI — A) = s*—s5—10.
Adjungovand matice k (sI — A) je,
s -1
adj(sI — A) = :
i( ) [ —10 s—1 ]

Nyni jiz muzeme dosadit do naseho vztahu (3.4) a vypocitat prenos,

ol s

Gls) = s2—5—10 ’
(3.5)
[s — 1] [ 100 ]
Gls) = s2—5—10
(3.6)
—10
Gls) = s2—s5—10"

Pro ziskani prenosu z matic A, B, C, D muzeme pouzit i nasledujici kéd v prostiedi
Matlab.

= [1 -1; -10 0];
[0; 101;

[1 0];

= [0];

sys = ss(A,B,C,D);
G = tf(sys);

O Q w =
1]

Priklad 3.5: Systém se dvéma vstupy a dvéma vystupy je popsan stavovym popisem,
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B(t) = w(t) + 3za(t)

Ta(t) = x1(t) + 22(t) + 2ua(t)
n(t) = =)

ya(t) = 3za(1).

Urcete pfenosovou matici G(s) systému.

Resend: Abychom ziskali pfenos systému, musime nejdifve napsat matice A, B, C, D.
Postup u MIMO systému je stejny, jako u SISO. Viz. priklad 2.1 v kapitole 1. Dostdvame
tedy stavovy popis,

n) | _03__xﬂ0_+_1 1 [ w@)
J]Q(t) ] i 1 L ZL’Q(t) ] i 0 Ug(t) 7
n@ | _ [ro][am], [oo]]wme
ya(t) | I 1 Lzt) ] | ] L ua(t)
Pro prechod od stavového popisu k prenosu plati nasledujici vztah (viz. odvozeni rovnice

(3.4)).
C-adj(sI-A)-B

Gls) = det(sI — A)

(3.7)

Nejdiive vypocteme matici (sI — A) a jeji determinant,

s -3
[sI — A] = [_1 3—1]7

det(sI — A) = s*—s5—3.

Adjungovné matice k matici (sI — A) je,

a@@I—A)zlszl j]. (3.8)
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Nyni tedy muzeme dosadit do vztahu (3.7) a vypocitat prenos. Dostavame tedy,

ol

§2—5—3

1 s—1 6
G(S) o 82—8—3.[ 3 68]‘

Timto jsme dostali prenos zadaného MIMO systému. Tento vysledek muzeme jesté roze-

psat podle néasledujiciho predpisu, kde mezi vstupem 1 a vystupem 1 je pfenos

s—1
Gi1(s) = ———,
1(s) s2—s5—3
dale mezi vstupem 1 a vystupem 2,
3
G = Q)
21(5) s2—s—3
mezi vstupem 2 a vystupem 1,
6
Gio(s) = ——
12( ) 82 — 5 — 3 Y
a nakonec mezi vstupem 2 a vystupem 2,
6s
Goy(s) = ——.
22(5) s2—s5—3

Toto jsou tedy vysledné prenosové funkce mezi jednotlivymi vstupy a vystupy systému.v’

3.3 Ulohy
Priklad 3.6: Systém je popsan diferencialni rovnici
107 (t) 4+ 2(t) + y(t) = u(t).
Urcete jeho pienos
Priklad 3.7: Systém je popséan diferencidlni rovnici
§(t) +2y(t) + 11y (t) = a(t) + 2u(t).

Urcete jeho prenos
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Priklad 3.8: Systém je popséan diferencidlni rovnici
Y () 4 3i(t) + g(t) + 2y(t) = ii(t) + 3u(t) + 4u(t).
Urcete jeho prenos
Priklad 3.9: Systém je popséan diferencidlni rovnici
27 (t) + 3ij(t) + 4y(t) = 2u(t) + 3ii(t).
Urcete jeho prenos

Priklad 3.10: Systém je popsan prenosem

1
s243s+2°

G(s) =
Urcete tad, relativni fad, zesileni, fad astatismu, pdly a nuly tohoto prenosu.

Priklad 3.11: Systém je popsan prenosem

s2+4s+4

G(s) = )
(5) 83+ 652+ 125+ 8

Urcete tad, relativni fad, zesileni, fad astatismu, pély a nuly tohoto prenosu.

Priklad 3.12: Systém je popsan prenosem

6= 2 )

Urcete tad, relativni tad, zesileni, fad astatismu, pély a nuly tohoto prenosu.

Priiklad 3.13: Systém je popsan prenosem

ot

Urcete tad, relativni tad, zesileni, fad astatismu, pély a nuly tohoto prenosu.
Priklad 3.14: Je zadana matice A systému
3 1
A= :
0 -3

Urcete poly pfenosu.
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Priklad 3.15: Systém je popsan stavovymi rovnicemi

it‘l = X9+ 2u
l"Q = 21‘2
y = I2

Urcete tad astatismu a poly prenosu.
Priklad 3.16: Systém je popsan diferencialni rovnici
U+ v+ 2y = 3u.
Urcete poly a nuly prenosu.
Priklad 3.17: Systém je popsan diferencialni rovnici
J—3y+2y=u—A4u
Urcete pély a nuly prenosu.

Priklad 3.18: Systém je popsan maticemi A, B, C, D,

) = L a e [ o]
wt) = [1 0] “2 +10]fu(®)]
Urcete prenos tohoto systému.
Priklad 3.19: Systém je popsan maticemi A, B, C, D,
Lol - L] le)(e]ee
v = [1 OHEZ 0] (1)

Urcete pfenos tohoto systému.

35
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Priklad 3.20: Systém je popsan maticemi A, B, C, D,

bl R R W K
v = [1 z}[x; 0] (1)
Uréete pienos tohoto systému.
Piiklad 3.21: Systém je popsén maticemi A, B, C, D,
R I e
v =1 o][iiii [ (0)

Urcete pfenos tohoto systému.

Priklad 3.22: MIMO systém je popsan maticemi A, B, C, D,

a1 2] a] RERAIR0
wat) | [0 3] e ] [0 1] [ u@®) ]’
[yl(t)_ (o] e ] _HO][ul(t)]'
ya(t) | 0 1] xo(t) | ua(t)

Zjistéte prenos tohoto systému.

Priklad 3.23: Systém je popsan stavovym popisem,

i (6) = 21 () + 222 () +2u(t),
To (t) = 3xy(t) + 229 (1) +u(t),
y(t) = x1(t)+xo(t).

Zjistéte prenos tohoto systému.
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Priklad 3.24: MIMO systém je popsan stavovym popisem,

t

)

Ty (1) = @ (1) — 229 () + uy (t) + Bug
t

(t)
@y (t) = 3w () + 22 (1) + uz (1)
y(t) = a1 (8) + 225 (1)

Y

Zjistéte prenos tohoto systému.

Priklad 3.25: systém je popsan integralnim stavovym schématem podle obr. 3.2,

&

1/s > 1/s p ]

I y(®)

u(t)

Obrazek 3.2: Integralni stavové schéma systému

Zjistéte prenos tohoto systému.
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Kapitola 4

Modelovani fyzikalniho procesu,

tvorba virtualni reality

Cilem této kapitoly je namodelovat fyzikalni proces v protiredi Simulink a vytvorit
k nému virtualni realitu pomoci Virtual Reality Toolboxu v Matlabu. Modelovanym

fyzikalnim procesem je magneticky levitator na obr. 4.1.

4.1 Matematicky model

Abychom mohli vytvorit simulinkovy model naseho systému, musime najit jeho ma-

tematicky popis a napsat jeho stavové rovnice.

39
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ey iy

i(®)

I(®)

Obrézek 4.1: Magneticky levitator

Vstupem magnetického levitdtoru na obr. 4.1 je proud civkou i(t). Vystupem pak je
poloha [(t) télesa o hmotnosti m od jadra civky. Na téleso pak pusobi dveé sily. Jednak

gravitacni sila Fj a jednak sila pfitahujici téleso k magnetu F,,,. Pro tyto sily plati, Ze

()

F, =mg, Fp = k—0?
(y (t) = o)’

kde m je hmotnost levitujiciho télesa, g je gravitacni zrychleni, g = 9,83 [ms™2], ly [m]
m3kg

je zdkladni vzdalenost télesa od magnetu a k [7z35 | je magnetickd konstanta. Sily F),, a

F, pusobi proti sobé, proto pro celkovou silu F' pusobici na levitujici téleso plati

Fsz—ngk;ZQ¢2 —mg.
(y (t) — vo)

Dale polozime

F=ma,

kde a je zrychleni. Nyni polozime

Dostévame diferencidlni rovnici
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Pro vypocet zavislosti vstupniho proudu i(¢) na vystupni vzdélenosti y (¢) polozime
i (t) = 0. Dostaneme rovnici

Po upravach dostaneme

—Jg
y2(t)
gm
(1) = /55 (0 (0) — ).
Provedeme rozmérovou kontrolu

kg

S m = VA2 = A
m2kg

Ss2A2

41

Rozmérova kontrola vysla spravné, muzeme tedy predpokladat, ze odvozeni je spravné
Nyni vytvoiime simulinkovy model levitatoru.

blokem virtudlni reality

|
]
y(®)

Koule.translation

VR Sink

Obrazek 4.2: Simulinkovy model magnetického levitatoru s pfipojenym
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Model v prostiedi Simulink neni plné funkéni pti automaticky nastavované délce ma-
ximdlni velikosti kroku simulace. Velikost tohoto kroku je nutné snizit na 1 - 107, coz
vede k velkému zpomaleni simulace. Abychom zajistily presnost vypoctu pii zachovani
standartniho nastaveni maximalni velikosti kroku simulace a tim i rychlejsi simulaci, za-

vedeme v nasem modelu zapornou zpétnou vazbu a zapojime PID regulator. Viz obr. 4.3.

=

y@®

—» Koule.translation

VR Sink

Obrazek 4.3: Simulinkovy model magnetického levitatoru se zavedenou

zapornou zpétnou vazbou a s PID reguldtorem

Konstanty regulatoru byly nastaveny experimentéalné, jeho ptfenos je
P(s)=12+s.

Regulétor je tedy typu PD. V bloku PID je zabudovan i filtr. Délici faktor N fitlru je

nastaven na hodnotu N = 10, jeho pfenos je tedy
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Pfrestoze je pouzit PD regulator, regulacni je odchylka velice mala, 6=0,001. Porovnani
pozadované hodnoty y = 0,6 a vystupu soustavy y (¢) pro vstupni skok i (t) v case t =
1 [s]je na obr. 4.4l

pozadovana hodnota
m—\/yStUp soustavy y(t)

0 ! ! | 1 |
0 2 4 6 8 10 12

Obréazek 4.4: Porovnani pozadované hodnoty s vystupni hodnotou regulo-

vané soustavy

Jak je z obrazku patrné, navrzend regulace je pomérné presnd a rychld a model je
funkéni i pri zachovani standartniho nastaveni maximalni velikosti kroku simulace.
Nyni pomoci programu V-Realm Builder vytvotime virtualni realitu pro nas mo-
del, viz obr. 4.5l
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Obrézek 4.5: Virtualni realita pro model magnetického levitatoru

Aby byl cely model funkéni, je tfeba v editoru pojmenovat predméty, u kterych
chceme, aby s nimy bylo mozné na zékladé vstupniho signélu pohybovat. V nasem piipadée
je to kulicka. Po nacteni virtudlni reality do bloku VR Sink, bude pak u téchto predmétu
mozné nastavit signalové vstupy a vlastnosti, které chceme jejich prostiednictvim ménit.

Posledni véc, kterou je nutné udélat, aby cely model fungovat, je pouziti bloku VR
Signal expander, ktery pirevede vystupni signal z modelu na signal pouzitelny pro virtualni
realitu. U tohoto bloku je potfeba nastavit nasledujici parametry. Jednak ”Output wi-
dth” a jednak ”Output signal indices”. Prvni parametr nastavime na hodnotu 3 tzn., ze
vstupem do bloku VR Sink bude trojdimenzionalni vektor a druhy parametr nastavime
na hodnotu [2], coz znaéi, ze pohyb kulicky bude probihat po ose y. Vystup posledniho
integratoru vhodné omezime tak, aby pohyb kulicky odpovidal velikosti virtualniho mo-
delu.

Nyni je model hotovy a plné funkéni.



Kapitola 5
Zaveér

V kapitolach 1 a 2 byla vytvorena sada feSenych a nefesenych prikladu s klicem, coby
¢ast sbirky prikladu k vyuce predmétu Systémy a modely a Systémy a tizeni. Priklady
jsem volil po konzultaci s vedoucim mé prace tak, aby co nejvice pokryly danou pro-
blematiku, pficemz jsem se téz snazil klast duraz na co nejlepsi vysvétleni partii, které
délaly problémy pti studiu vyse uvedenych predmétu mne, pripadné mym kolegum.

V kapitole 3 jsem odvodil matematicky model systému magnetického levitatoru,

realizoval jej v prostfedi Simulink, abych k nému nakonec vytvoril virtudlni realitu. Jak

vvvvvv

v e

zadani stejnych vstupnich parametru nékolikrat za sebou, byl vystup pokazdé jiny. Toto
si vynutilo snizeni velikosti maximalniho simula¢niho kroku, coz vedlo v velmi citelnému
zpomaleni simulace. Jako nejvhodnéjsi feSeni této situace se nakonec ukéazalo zavedeni
zaporné zpétné vazby a zapojeni PD regulatoru. To vedlo ke stabilizaci celé soustavy a k
pomérné presné zadané hodnoté na vystupu modelu.

Tato prace vznikla v prostiedi LaTeX, veskeré vypocty a simulace byly provadény

v prostiedi Matlab a Simulink.
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Priloha A
Reseni tloh z kapitoly 1

2.10: viz obr. A.1(a); 2.11: viz obr. A.1(b); 2.12: viz obr. A.1(c); 2.13: viz obr. A.1(d);

2.14:: viz obr. A.1(e); 2.15: &y (t) = —4xq (t)—10x9 (t)+u (¢ ) o (t) = 21 (8)+5x2 (1) ,y (t) =
3 0 1

uy (t),y(t) = x1 (t)—x2 (t); 2.17:vizobr. A 1(f); 2.18: A= [ L3 ] ,B = ] ,C =

R D e N e P [ 0|
(

2.20: &1 (t) = =21 (1) — 2o (t)+4dus (t) ,y (t) = 2o (t); 2210 &4 (t) = —3xq (t) — 1229 () —
1523 (1) + 3us (t) , &2 (1) = @1 (1) , 3 (1) = 22 (1) ,y (1) = 23 (2); 222k 901()=—2931(t)
21:2(25)—1—%1@() S =2 (), y () = 22 (£): 223 pr = Lps =0k —0n—=22=0
; 224 pp = —1,py = —=3,k11 = 1, k1o = 0,66, ko; = 2, koo = 1,66,n =2,z = 0; 2.25:
pr=-3,pp=—-2,k=0,166,n=2,2=0; 2.20: p1 =2,ppo=1,k - 00,n=2,z=0,;
227:p1 =0,ps = =3,k —w oo,n=2,210 = £3; 2.28: p123=—-3,k=0,037,n =3,z =
0,5; 2.29: py =—-1,po =0,5k —o0o,n=2,2=0;

|
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<2
(a) priklad 2.10

y(t)

¥
u(t)

\4]w
(c) piiklad 2.12

[ {4

u() y®

(d) pitklad 2.13

(e) priklad 2.14

Hige®
u(t) y()
<3

(f) priklad 2.17

Obrazek A.1: Integrdlni stavova schémata



Priloha B

Reseni tloh z kapitoly

s? z
%, 3.10: n = 2,717« = 2,1{7 = %,na = O,pl = —2,p2 = — , = O, 3.11%:
n=3n = 1,k = %,na = 0,p123 = —2,210 = —2; B12:n = 4,n, = 2,k —

00, Mg = 2,p12 = 0,p34 = j:f/g,zm = £27; B13:n = 4n, = 1,k — oo,n, =
2ap1,2 = 07p3,4 = i%,zl = 0722,3 = £2j; 3.14k P12 = +£3; B.15: n, = 1,p1 =

0,p2 = 2; B16: p1 = —2,pp = =1,z = O; 317: py = 2,py = 1,2, = 4; 3.18:
G(s) = 55 B19: G(s) = 225 B.20: G(s) = §S4lj5, 3.21: G(s) = = ; 3.2k
Gu(s) = 727,Gn(s) = 2205, Gia(s) = 0,Ga(s) = 15 ; B23: G(s) = 22525 3.24)

Gll(s)_52 28+77G21( )2525%51—}—7’ 3.20: G< ):ﬁ7

I1I
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PRILOHA B. RESENI ULOH Z KAPITOLY 2



Priloha C

Obsah prilozeného CD

K této praci je ptilozeno CD, na kterém jsou ulozeny zdrojové kédy.
e Adresar TeX:Vlastni zdrojové kddy této prace v prostiedi TeX
e Adresar models:Modely uvedené v této praci ulozené ve formatu mdl
e Adresat VR:Model magnetické levitace s virtudlni realitou

e Adresar text:Text této prace v elektronickém formatu pdf



