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Abstrakt

Predkladana bakalaiska brace je ¢lenéna do dvou casti. Prvni ¢ast se zabyva iden-
tifikaci a fizenim elektromechanického modelu helikoptéry. Model helikoptéry je typicky
nelinearni MIMO systém, ktery lze linearizovat v okoli pracovniho bodu. Cilem identifi-
kace je urc¢it vztah mezi ihlem v azimutu a napétimi na hlavnim a pomocném motoru.
Tento vztah je reprezentovan prenosovou matici. Pfenosova funkce z napéti pomocného
motoru na azimut byla vyuzita pro navrh regulatoru. Regulator je schopen tidit hodnotu
azimutu podle zadané vstupni hodnoty.

Druhd c¢éast bakalarské prace je zaméfena na linearizaci nelinearnich systému. Tato
cast obsahuje zakladni teoretické poznatky, fesené piiklady demonstrované na redlnych
systémech a nefesené piiklady s klicem. Cilem netesenych piikladu je motivovat studenty
k osvojeni této problematiky. Matematicky aparat pouzivany pro linearizaci nelinearnich
systému je shrnut v ptiloze. Tato druhd cast a priloha budou zaclenény do internetové
ucebnice, jejimz cilem je zkvalitnit vyuku na katedfe ¥idici techniky Ceského vysokého

uceniho technického v Praze.
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Abstract

My graduation thesis is divided into two parts. The first part is focused on the identi-
fication and control of an electromechanical model of a helicopter. The model of the he-
licopter is a typical non-linear MIMO system. It can be linearized to a linear model
when operating near the steady state. The aim of the identification is to identify the re-
lationship between the angle of azimuth and the main and tail rotor voltage. These
relationships are represented by a transfer matrix. The transfer function from the tail
rotor voltage to the azimuth has been used for the controller design. The controller is
able to control the azimuth according to the required input value.

The second part of my graduation thesis is focused on the linearization and simpli-
fication of non-linear systems. This part covers basic theoretical knowledge, examples
with solutions illustrated on real systems and additional examples with a key. The aim
of the additional examples is to motivate students to deal with this topic. The basic
mathematical theory used for linearization of non-linear systems is provided by the ap-
pendix. The second part with the appendix will be incorporated into a web guide. This
web guide should improve the quality of education in the Department of Control Engi-

neering at Czech Technical University in Prague.
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Kapitola 1
Uvod

V praxi je nutné systémy matematicky popsat aidentifikovat, abychom byli schopni pre-
dikovat jejich chovani a abychom je byli schopni tidit. Vétsina téchto realnych systému
jsou systémy nelinearni. Béhem regulace tyto systémy vsak pracuji obvykle v okoli defi-
novaného pracovniho bodu a lze je proto nahradit linedrnim modelem. Proces nahrazeni
nelinedrniho modelu modelem linearnim v okoli definovaného pracovniho bodu nazyvame
linearizaci. Linedrni model lze pouzit pro navrh lineadrniho reguléatoru, jehoz navrh je pod-
statné jednodusi nez-li nelinedrniho. Regulatory jsou obvykle realizovany pomoci zpétné
vazby, pii které se porovnava vystupni a referencni hodnota. Cilem je dosdhnout shody
ve velikosti obou hodnot. Pti neshodé se generuje vstupni signal nazyvany akéni zasah.

Cilem prvni ¢asti bakalaiské prace je identifikace a tizeni modelu helikoptéry v azi-
mutu. To predpoklada experimentalni identifikaci modelu a ovéreni navrzenych regula-
toru. Helikoptéra je evidentné nestabilni systém a tkolem regulatoru je tento systém
stabilizovat a dokazat tidit thel natoceni v azimutu podle pozadované referencni hod-
noty.

Druha céast bakalarska prace se zabyva zakladni metodou zjednodusovani nelinearnich
systému, tj. linearizaci. Cilem je vytvorit ucelenou kapitolu pojednavajici o praktickych

i matematickych aspektech této metody.
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Kapitola 2

Identifikace modelu helikoptéry

2.1 Popis modelu

Model helikoptéry (obr.2.1) umistény v laboratoii ¢. 26 v budové E Elektrotechnické fa-
kulty na Karlové nameésti je elektromechanicky systém fizeny osobnim pocitacem sklada-

jici se z vlastniho modelu upevnéného na podstavci, Interface Unit a multifunkéni 1/0

karty MF614. Hmotnost modelu je 3,5 kg a jeho
délka i s vrtulemi je 360 mm. Jedna se o MIMO
systém se tfemi vstupy a dvéma vystupy. Vstupy
predstavuji ovladani hlavni vrtule, ovladani po-
i pomocna vrtule jsou pohanény stejnosmérnymi
motory s permanentnim magnetem. Hlavni mo-

tor lze maximélné zatizit 12V a 4 A. Pomocny

je ovladano servomotorem a lze ho v pripadé Obrazek 2.1: Model helikoptéry

nutnosti fixovat v jedné poloze. Helikoktéra mé dva stupné volnosti dané polohou v azi-
mutu a v elevaci. Azimut je thel vztazeny k vodorovné roviné. Elevace je uhel vztazeny
ke svislé roviné. Model umoziuje rotaci v azimutu az do 160° a v elevaci az do 50°.
Azimut a elevace predstavuji vystupy tohoto MIMO systému. Oba uhly jsou vyhod-
nocovany IRC senzory. Interface Unit obsahuje IRC logiku a stejnosmérné zesilovace
f{zené pulzné sfrkovou modulaci. I/O karta MF614 zajistuje komunikaci mezi modelem
a programem Matlab. Vice informaci o modelu lze nalézt na (CE 150 Helicopter Model

[online], (http://www.humusoft.com/models/cel50.htm)).
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2.2 Odvozeni matematického popisu modelu

Nésledujici odvozeni matematického modelu je platné pro model helikoptéry s jednim

v jedné poloze.

Model obsahuje hlavni a pomocny rotor, coz jsou soustavy rotorovych listu pfipevné-
nych na rotorové hlave, ktera je spojena s hiideli stejnosmérného motoru. Rotorovy list
je vhodné profilovana nosna plocha o pomérné velké stihlosti. Na modelu jsou pouze
dvoulisté rotorové soustavy. Rotorovy systém je nezbytny pro vyvozeni aerodinamické
sily, ktera je potfebna pro uskutecnéni a fizeni letu. Hlavni rotor vytvaii aerodina-
mickou silu vztlaku pusobici ve sméru svislé osy vrtule, silu propulse neboli tahu dané
thlem, jenz sviraji rotorové listy s vodorovnou rovinou a bo¢ni silu majici charakter te¢ny
na smér otaceni vrtule a zaptic¢inujici pohyb v azimutu. Pomocny rotor je urcen pro vy-
rovnavani reakéniho momentu hlavniho rotoru a k ovladani helikoptéry kolem svislé osy,
tj. v azimutu. Sila pomocné rotoru vyvolavajici pohyb v azimutu mé vzhledem k svislému
umisténi vrtule smér jeji vodorovné osy (POHL, R. et al., 2005). V pracovnim bodé musi
byt vSechny momenty sil ovliviiujici pohyb v azimutu v rovnovaze. Z obrazku 2.2 je
ziejmé, ze z tohoto duvodu musi v pracovnim bodé pusobit moment od pomocné vrtule
v opacném sméru otaceni nez-li moment od hlavni vrtule. PIné sipky na obrazku oznacuji
smér otaceni vrtuli a jim piislusné barevné c¢arkované Sipky oznacuji smér otaceni heli-

koptéry, jenz je vyvozen od otacejici se vrtule.

T 7 .
- * .
. . L. ® r
“ " i ‘
- N
. . .
*

Obrézek 2.2: Pusobeni sil na modelu helikoptéry (pohled z boku a shora)
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Azimut jako thel vztazeny k vodorovné roviné a urcujici smér letu lze vyjadrit jako
LU —ww), (2.1)

kde o(t) [rad] je azimut a w(t) [s7!] je dhlova rychlost otaceni helikoptéry kolem svislé
0Ssy. Uhlové rychlost otaceni v azimutu je vyvoldna prispévkem momentu tii sil. Ptispévek
momentu od hlavni vrtule ma charakter tecny na smér otaceni vrtule. V pripadé pomocné
vrtule ma moment smér vodorovné osy vrtule. Oba momenty tvoii pouze jednu slozku
celkového momentu vyvozovaného odpovidajici vrtuli. Tietim momentem je moment vy-
volany tfenim mechanické ¢asti modelu. Tento moment pusobi vzdy proti pohybu. Pusobi
tedy proti monentu, ktery vznikne vektorovym souc¢tem momentu od hlavni a od pomocné
vrtule. Zavislost ihlové rychlosti otaceni helikoptéry na celkovém momentu sil vyjadiuje
rovnice
do(t) _ Myult) + My(t) = Mi(t)
dt J ’

(2.2)

kde My (t) [kgm?s?] je moment od hlavn{ vrtule, M,(t) [kgm?s~?] je moment od po-
mocné vrtule, M;(t) [kgm?s™2] je moment vyvolany tienim a J [kgm?| je moment se-
trvacnosti modelu v azimutu. Momenty sil zpusobujici otaceni helikoptéry uvazujeme
v kladném smyslu a moment tieci sily pusobici proti smyslu otaceni uvazujeme v zapor-

ném smeéru. Zavislost momentu na otackach lze vyjadrit jako

Mht(t) = Jh wh(t)| wh(t)| + bh Jh wh(t),
Mp(t) = Jpwp(t)|wp(t)] + by Jpwy (1),

kde wy,(t) [s7'] je thlova rychlost hlavniho rotoru, w,(t) [s7!] je ihlova rychlost pomocného
rotoru, J, [kgm?] je moment setrvacnosti hlavntho motoru, J, [kgm?] je moment se-
trvacnosti pomocného motoru, b, [s7!] je konstanta tfen{ hlavnitho motoru, b, [s7!] je
konstanta tien{ pomocného motoru a b [s7!] je konstanta tieni modelu v azimutu. Uzitim

vyse zminénych rovnic lze rovnici (2.2) rozepsat na

dw(t) . Jh bh Jh Jp bp Jp
S = SOl wn(®)] + 2 wn(t) + T wp (O] wp(D] + 2 wy(t) — bw(t). (23)

Po odstranéni absolutni hodnoty dostdvame rovnici (2.3) ve tvaru

o J‘]h on(t) + % G20+ JJP () — bu(t). (2.4)




6 KAPITOLA 2. IDENTIFIKACE MODELU HELIKOPTERY

Zavislost thlovych rychlosti hlavniho a pomocného rotoru na privedeném napéti vyjadiuji

nasledujici rovnice

dwy, (t by k

c}llt() = —bhn(t) + L (1), (2.5)
dwp(t) _ by kp

et —b,w,(t) + 7, up(t), (2.6)

kde wup(t) [V] je napéti pfivedené na hlavni motor, u,(t) [V] je napéti pfivedené na po-
mocny motor, kj [A] je elektrickd konstanta hlavniho motoru a k, [A] je elektrickd kon-
stanta pomocného motoru.

Diferencialni rovnice (2.1)), (2.4), (2.5) a (2.6) tvoii nelinedrni popis modelu heli-
koptéry. Cilem je stanovit prenosovou funkeci z napéti privedeného na hlavni a pomocny

motor na azimut. Algebraickd rovnice

je tedy vystupni rovnici systému. Prenosova funkce je vSak definovana pouze pro linearni
systémy. V ptipadé nelinearniho systému je zapotiebi tento systém nejdiive v pracovnim
bodé zlinearizovat (viz kapitola 4). Obecny pracovni bod je predstavovéan vektorem

vnitinich stavu xy a vektorem vstupu ug, jenz jsou

T T
Lo = [@0 Wo Who pr} a Uy = [Uho Upo]

Linearizovany model je charakterizovan matici systému A, matici fizeni B a dvémi
vystupnimi maticemi C' a D, které tvoii stavovy popis a slouzi k ziskani prenosové

funkce. Pro obecny pracovni bod maji matice stavového popisu tvar

[0 1 0 0 | 0 0
T bndn J, b, J, 0 0
0 —=b 2— 2 =
A= J ot J J ot J ;o B=1 bk ;
0
0 O —by, Jn -
. O p'p
(0 0 0 b, | _ 7

c=|l1o000|. D=[0o0]

Ptenosova funkce G(s) je definovana jako

_ Cadj(sI - A)B

Gls) = det (sI — A) + D
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Po tpravach dostavdme prenosovou matici G(s) ¢tvrtého fadu

bpkyn (2J, by, Jn, bpky (2 by Jp
" h L£P (=P b
G(S) _ 7, < 7 Who + 7 >($+bp) Jp < 7 Wpo + 7 )(S“r‘ h) :
s(s+b)(s+bn)(s+by) s(s+b)(s+bp)(s+by)

jejiz prvni ¢len predstavuje prenosovou funkei z napéti hlavniho motoru na azimut Gj(s)

a druhy ¢len predstavuje prenosovou funkei z napéti pomocného motoru na azimut G,(s).

Po vykraceni dostavame prenosové funkce G, (s) a G,(s) ve tvaru

bk 2, bn J b,k, 2J, b, J,

b (o) b (M
s(s+0b)(s+bp) P s(s+0b)(s+by)

Obé funkce jsou tretiho fadu s astatizmem prvniho fadu. Matematické odvozeni tedy

Gh(S) =

potvrdilo nestabilitu tohoto systému, coz vsak bylo jiz patrné z matice A, nebot je tato
matice singuldarni. Pro odvozeni byly pouzity materidly dostupné na (FUka, J. et al.,
(http://dce.felk.cvut.cz/sari/)).

2.3 Experimentalni identifikace

Jednim z tkolu identifikace je urceni rozsahu vstupnich a vystupnich velicin. Vstupni
a vystupni veli¢iny jsou pouzivany ve strojovych jednotkéch. Obrazky 2.3 a 2.4/ zobrazuji
jaké maximalni napéti ma jesté vliv na rychlost otaceni helikoptéry.

141
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Obrazek 2.3: Vliv velikosti napéti hlavniho motoru na rychlost otaceni he-

likoptéry
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V pripadé hlavniho motoru je mozné ptivést napéti az o velikosti 0,95, pricemz
rychlosti otaceni helikoptéry jsou pro napéti v rozsahu 0,9 az 0,95 srovnatelné. Napéti
privedené na pomocny motor, které zpusobi maximalni rychlost otaceni, je 0,75. Zvyseni

napéti rychlost otaceni jiz neovlivni.
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Obrazek 2.4: Vliv velikosti napéti pomocného motoru na rychlost otaceni

helikoptéry

Rozsah azimutu je 0 az 1,4, kde hodnoty 0 a 1,4 odpovidaji krajnim poloham. Pokud
dojde k resetovani IRC senzoru je jako poloha s hodnotou 0 povazovana prvni poloha
po spusténi. Z tohoto duvodu se mohou hodnoty azimutu dostat do zapornych ¢isel. Lze
tomu predejit zacinanim vzdy z jedné krajni polohy, ktera pred resetovanim predstavovala
hodnotu 0.

Pro obecny pracovni bod dany vektorem xg a ug ve tvaru

T T
Lo = [@0 Wo Who pr} a Uy = [Uho Upo] )

musi platit, ze rovnice (2.1), (2.3), (2.5) a (2.6) jsou rovny nule. Povazujeme-li hodnoty
Upo @ Uy za referencni, dostdvame dosazenim konkrétni pracovni bod
kn k, 1"

T
o= |vo 0 — upy — Upo a uo = [un Yl -

Jh Ip
Pracovni bod je charakterizovan nulovou tuhlovou rychlosti otéceni helikoptéry. Rov-
novazny stav je tedy nezavisly na hodnoté thlu ¢q. Velikost sil ovliviiujici rovnovazny

stav je fizena pouze napétimi upg a uyy. Pro vypocet pracovniho bodu je nutné pouzit
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rovnici (2.3) nikoli rovnici (2.4). Rovnice (2.3) totiz zachovavé znaménka a dosazenim
se lze presvédcit, ze aby mohla nastat rovnavaha mometu sil, tak je nutné na pomocny
motor privést napéti opacné polarity nez-li na motor hlavni.

Meétenim byl vektor ug stanoven na hodnotu
uo = [0,81 —0,25]".

Ptenosové funkce Gj,(s) a G,(s) byly ur¢eny aproximaci nameéfenych odezev na skoky
vstupni velic¢iny. V souladu s odvozenym teoretickym modelem byly tyto odezvy apro-
ximovany prenosovymi funkcemi tfetiho fadu s astatizmem prvniho fadu. Identifikované

prenosové funkce jsou

16,2
s(s+2)(s+3,5)

4.4
s(s+0,65)(s+1)

Gh(s) = a Gp(s) =

Prenosova funkce Gj(s) reprezentujici vztah mezi napétim hlavniho motoru a azi-
mutem byla identifikovana z odezvy na skok o velikosti —15%upg. Vysledek zobrazuje
obrazek 2.5. Obrazek 2.6 zobrazuje srovnani odezev realného a identifikovaného systému
na skok o velikosti —20%uyo. Ptresnost identifikace by méla byt nezdvisla na velikosti
vstupniho skoku. Pii méfeni na redlném systému vsSak ovliviiuji charakter odezvy téz
nahodné tézko determinovatelné faktory. Z tohoto duvodu je identifikovany model pro skok

—20%upo méné presny. Presto je vSak jeho presnost ptijatelna.

= Model G h(s)
~ = = Realny systém

-0.5[

-0.6

-0.7 !
0 0.5

Obrazek 2.5: Odezvy realného a identifikovaného systému na skok o veli-
kosti —15%upg (0,81 — 0,689)
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= Model G h(s)
-0.1+ ~ = = Redlny systém | -

-0.3[

Azimut [-]

-0.51

-0.6

-0.8 I I I I
0 0.5 1 15 2

t[s]
Obrazek 2.6: Odezvy realného a identifikovaného systému na skok o veli-
kosti —20%upno (0,81 — 0,648)

Ptenosova funkce G,(s) reprezentujici vztah mezi napétim pomocného motoru a azi-
mutem byla identifikovdna z odezvy na skok o velikosti +15%u, (viz obr. 2.7). Na
obrazku 2.8 je zobrazeno srovnani odezev realného a identifikovaného systému na skok

o velikosti +20%u,0. Identifikovanany model je i pro skok +20%u,, pomérné pfesny.

_02 |
-0.4}F
— -0.6
5
£
< -08f
_l | .
“12F M "Model G, 7
= = Realny systém
-1.4 L L L L L L
0 0.5 1 15 2 2.5 3

t[s]
Obrazek 2.7: Odezvy realného a identifikovaného systému na skok o veli-
kosti +15%upo (—0,25 — —0,288)
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Azimut [-]

-0.71

0.8 | m— ModeIGp(s)

= = Realny systém

-0.9 I I I I
0 0.5 1 15 2

Obrazek 2.8: Odezvy realného a identifikovaného systému na skok o veli-
kosti +20%upo (—0,25 — —0,3)

Nésledujici obrézek 2.9 znazoriiuje odezvy na skok o velikosti —20%u,0. Tedy na skok
opacné polarity nez pro jaky byla odvozena identifikace. Mensi presnost identifikovaného
modelu je dana nelinearitou realného systému, konkrétné nelinearitou prevodu thlové

rychlosti vrtule na vyvozeny moment.

1.8

= Model G p(s)
= = Realny systém

1.4

Azimut [-]
o
e} -
T T

o
(2]
T

©
>
T

Obrazek 2.9: Odezvy realného a identifikovaného systému na skok o veli-
kosti —20%upo (—0,25 — —0,2)
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Model byl identifikovan jako systém tretiho fadu s astatizmen prvniho fadu. Podle
geometrického mista kotent, 1ze tedy tento systém uvést na mez stability pomoci vhodné
zvolené velikosti P regulatoru. Odezva systému s P regulatorem je velice agresivni. Vzhle-
dem k tomu, ze model umoznuje rotaci v azimutu jen 160°, dochézi k narazeni modelu
do krajnich poloh a k naslednému odrazeni. Odrazeni dodéva systému kinetickou energii,
ktera ovliviiuje vyslednou odezvu. Diky témto skutecnostem se nezdarilo hodnotu tohoto

P reguldtoru nalézt.

Shrnuti

Rovnovazny bod modelu helikoptéry je reprezentovan vektorem wug ve tvaru
T
uo = [upo o)

kde upg je napéti hlavniho a u,g je napéti pomocného motoru v pracovnim bodé. Méfenim

byl tento vektor stanoven na hodnotu
uo = [0,81 —0,25]".

Hodnoty ung a upyo definuji i vektor vnitinich stavii systému. V pracovnim bodé byly iden-
tifikovany pfenosové funkce Gy (s) a G,(s). Pienosova funkce G, (s) vyjadiujici zavislost
napéti hlavniho motoru na azimutu byla experimentalné urcena jako

16,2
s(s+2)(s+35)

Gh(5> =

Ptenosova funkce G,(s) vyjadiujici zavislost napéti pomocného motoru na azimutu byla
experimentalné urcena jako

4.4
(s+0,65)(s+1)"

Gy(s) = p

Model helikoptéry byl identifikovan jako astaticky systém tiettho fadu s astatizmem
prvniho fadu. Pfenosova funkce Gp(s) bude vyuzita k navrhu reguldtoru azimutu (viz

kapitola [3).



Kapitola 3
Rizeni azimutu helikoptéry

Navrh regulatoru pro fizeni azimutu helikoptéry vychéazi z prenosové funkce z napéti
pomocného motoru na azimut. Jednd se tedy o fizeni azimutu pomoci zmény napéti
na pomocném motoru, respektive pomoci zmény otacek pomocné vrtule. Zména napéti
na pomocném motoru zpusobuje v rovnovazném stavu zménu vysledného momentu, ktery
vyvola nenulovou tithlovou rychlost otaceni helikoptéry, coz vede k jejimu natoc¢eni. Pomoci
zpétné vazby jsou porovnavany vystupni a vstupni hodnoty azimutu. Pokud dojde ke
shodé, je opétovné pomoci napéti na pomocném motoru nastaven rovnovazny bod. Cilem

navrhu regulatoru je tedy tidit azimut helikoptéry podle pozadované vstupni hodnoty.

3.1 Navrh regulatoru pomoci frekvenénich metod

Navrh regulatoru pomoci frekvenénich metod vychazi z amplitudové a fazové frekvenéni
charakteristiky pfenosové funkce identifikovaného systému. Pomoci téchto metod byl
navrzen idealni PD regulator s fazovou bezpecnosti 30°. Poté byl k tomuto regulatoru
pridan filtr tak, aby nedoslo ke zméné fazové bezpecnosti. Vysledny PD regulétor s filtraci

navrzeny pomoci frekvencnich metod je

5,44(s+1,05)

k(s) (s +21)

Amplitudovou a fazovou frekvenéni charakteristiku oteviené smycky s vyznacenou fazo-

vou a amplitudovou bezpecénosti zobrazuje obrazek [3.1.

13
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Obrézek 3.1: Bodeho diagram oteviené smycky

Kazdy regulacni obvod je téz charakterizovan akénim zasahem. Akéni zdsah je veli-
kost signalu, ktery je nutné privést na vstup systému, aby doslo k pozadované zméneé.
V pripadé modelu helikoptéry je akénim zdsahem napéti pomocného motoru. Maximéalni
velikost akéniho zasahu odpovida rozsahu vstupni veliciny. Pfi navrhu regulatoru je tedy

nutné brat zietel na rozsah vstupnich veli¢in.

0.6 : 7

04r I 4

0.2 il

Vstup [-]

-0.2 ~ 1

_04 | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35

t[s]
Obrazek 3.2: Vstup systému pii regulaci reguldtorem navrzenym frek-

venénimi metodami
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Obrazek 3.2 zobrazuje akéni zasah nutny pro regulaci azimutu podle obrazku 3.3.
Zména akéniho zasahu probéhne v dobé, kdy vznikne pozadavek na zménu ihlu v azi-
mutu. Pokud je systém v rovnovazné poloze, tak hodnota akéniho zasahu odpovida pra-

covnimu bodu.

0.8

0.7f e == —_—

0.65f ! 8

Azimut [-]

0.6F . |

, = Reference
* = = \/ystup systému
05 ------ | | | I T T
0 0.5 1 15 2 25 3 35

t[s]

Obrazek 3.3: Vystup systému pii regulaci regulatorem navrzenym pomoci

frekven¢énich metod

Tabulka 3.1 porovnava nasimulované a zmétené parametry regulatoru. Z porovnani
hodnot je patrné, ze k rozdilim dochazi u pfekmitu a doby ustaleni. Z naméfenych

parametru vyplyva, ze mé realny systém mnohem vétsi tlumeni.

Parametry Simulace | Méreni
PM [] 29,3 ]
GM [dB] 21,1 ]
Prekmit [%)] 423 5,7
Doba ustéleni pro +2% [s] 13,1 2,16
Regulacni odchylka [%] 0 0,26

Tabulka 3.1: Porovnani nasimulovanych a nameérenych hodnot reguldtoru

navrzeného pomoci frekvenénich metod
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3.2 Navrh regulatoru pomoci geometrického mista

korenu

Metoda navrhu reguldtortt pomoci geometrického mista kofent je zaloZena na umistovan{

polu uzaviené smycky. Pomoci této metody byl navrzen PD regulator s filtraci

_25(s+03)

Bs) = =575

Obrazek 3.4/ zobrazuje geometrické misto kofenu uzaviené smycky.

Im

-10 -5 0 5
Re

Obrézek 3.4: Geometrické misto kofenu uzaviené smycky

Obrazek 3.5 zobrazuje akéni zasah nutny pro regulaci azimutu podle obrazku [3.6.
Tento reguldtor je méné naroény, nebot vyzaduje piiblizné pouze poloviéni velikost akéni-
ho zasahu proti regulatoru navrzeného pomoci frekvencnich metod. Pres rozdilnou veli-

kost akcnich zasahtii maji oba regulatory ve vsech bodech srovnatelné parametry.
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Obrazek 3.5: Vstup systému pii regulaci regulatorem navrzenym pomoci

GMK
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Obrazek 3.6: Vystup systému pii regulaci regulatorem navrzenym pomoci
GMK

Tabulka 3.2 porovnavéa nasimulované a zmétené parametry regulatoru. Z porovnani
hodnot je patrné, ze stejné jako v ptipadé reguldtoru navrzeného pomoci frekvenénich
metod dochdzi k rozdilum u prekmitu a doby ustdleni. Namérené hodnoty dosahuji lepsich

kvalit nez parametry ziskané simulaci.
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Parametry Simulace | Méreni
PM [7] 31,5 ]
GM [dB] 14,7 -
Prekmit [%)] 39,9 4,91
Doba ustéleni pro +2% [s] 12,1 2,2
Regulacni odchylka [%] 0 0,7

Tabulka 3.2: Porovnani nasimulovanych a naméfenych hodnot regulatoru

navrzeného pomoci GMK

3.3 Vliv vnéjsiho zasahu na kvalitu regulace

Redlné systémy jsou vystaveny pusobeni vnéjsich vliva, které je mohou vychylovat z rov-
novaznych bodu. V pripadé realné helikoptéry se jedna naptiklad o poryv vétru. Ukolem
regulatoru je vcasné reagovat a udrzet systém v pozadovanych mezich. Na modelu heli-
koptéry lze vliv vnéjsich vliva simulovat imyslnym vychylenim z rovnovazného bodu.
Ucelem tohoto pokusu je ovéfit, zda se model Fizeny navrzenymi reguldtory navrati
do puvodni zadané polohy i po vychyleni.

Obrazek 3.7l zobrazuje akéni zasah nutny pro fizeni azimutu regulatorem navrzenym
pomoci frekvenénich metod. Odpovidajici prubéh fizeni azimutu je na obrazku 3.8, Obra-

zek 3.8 zobrazuje prubéh vystupu systému pied i po vychyleni z pozadované polohy.

1

0.8 8

0.6 8

0.4r 8

0.2 il

Vstup [-]

oF i

-0.21 5

-0.4[ 2

-0.61 7

08 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t[s]
Obrazek 3.7: Vstup systému s reguldtorem navrzenym pomoci frek-

vencénich metod pfi vychyleni z rovnovazného bodu
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Obrazek 3.8: Vystup systému s reguldtorem navrzenym pomoci frek-

ven¢nich metod pii vychyleni z rovnovazného bodu

Obrazek 3.9 zobrazuje akéni zasah nutny pro fizeni azimutu reguldtorem navrzenym
pomoci geometrického mista korenu. Odpovidajici prubéh fizeni azimutu je na obraz-

kul3.10. Obrézek [3.10 zobrazuje prubéh vystupu pred i po vychyleni z pozadované polohy.

Jedna se o dvé vychyleni opacného smeéru.

0.3

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Obrazek 3.9: Vstup systému s regulatorem navrzenym pomoci GMK

pti vychyleni z rovnovazného bodu
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Obrazek 3.10: Vystup systému s reguldtorem navrzenym pomoci GMK

pii vychyleni z rovnovazného bodu

Z namérenych prubéhu je patrné, ze se model helikoptéry tizeny obéma reguldtory
po vychyleni z pozadované polohy do této polohy opétovné vratil. Vzhledem k velikosti
vychyleni byla reakce regulatoru rychla. Dulezité také je, ze po navraceni do pozadované
polohy nedoslo k zvétseni regulacni odchylky. Lze tedy konstatovat, ze se regulatory

osveédcily i v pripadé vnéjsiho zasahu.

Shrnuti

Hodnoty parametru ziskané simulaci a méfenim se dosti rozchéazeji. Tato skutecnost je
ziejmé zpusobena vybérem metody identifikace systému. Aproximace prechodovych cha-
rakteristik totiz nedovoluje dostatecné prozkoumat poly prenosové funkce a tedy jeji
dynamiku.

Z teoretickych predpokladt by méla byt regulacni odchylka regulovaného systému nu-
lova, nebot oteviend smycka obsahuje integraéni slozku. Integraéni slozka je ale obsaZena
ve vlastnim systému, coz v realité zpusobuje malé regulacni odchylky vyvolané pasmem
necitlivosti vstupni veli¢inu.

Srovnani regulace azimutu obéma navrzenymi regulatory poskytuji obrazky3.11/a3.12.
Obrazek 3.11] zobrazuje porovnani akcénich zdsahu nutnych pro regulaci azimutu podle
obrazku [3.12. Z porovnani je ziejmé, ze oba regulatory maji vSechny parametry srovna-

telné az na velikost akéniho zasahu.
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Obrézek 3.11: Porovnani navrzenych reguldtoru pro vstupni signdl
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Obrézek 3.12: Porovnani navrzenych reguldtoru pro vystupni signél
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Kapitola 4
Linearizace

Redlné fyzikalni systémy lze matematicky popsat diferencidlnimi rovnicemi. Diferencidlni
rovnice, které definuji vztahy na realném systému, mohou byt obecné nelinearni. Tento ne-
linearni popis charakterizuje dynamiku systému v Sirokém rozsahu pracovnich podminek.
Regulované systémy vsak ¢asto pracuji v okoli definovaného pracovniho bodu, kde je ob-
vykle muzeme nahradit modelem linearnim. Linearni model je ovSem pouzitelny pouze
v takovém okoli pracovniho bodu, pro které spliuje pozadavky na ptresnost. Proces na-
hrazeni nelinearnitho modelu v daném pracovnim bodé modelem linedrnim je zalozen na

Taylorové polynomu prvniho stupné (viz piiloha [A)) a nazyvame jej linearizaci.

4.1 Teoreticky tvod

Dynamické systémy s neproménnymi parametry se nazyvaji staciondrni (t-invariantni)

a lze je popsat soustavou nelinearnich rovnic
(4.1)
kde prvni diferencidlni rovnice se nazyva stavovou rovnici a druha algebraickd rovnice

vystupni rovnici. Vektor w(t) je vektor r vstupu, x(t) je vektor n vnitrnich stavi a y(t) je

vektor m vystupu. Vektory lze vyjadrit jako
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O linearité ¢i nelinearité systému rozhoduje jen charakter vektorovych funkei f a g. Pokud
je alespon jedna z téchto funkei nelinedrni, jednd se o nelinearni systém. Jde-li o nelinedrni
systém a chceme-li pouzit linedrni teorii, aproximujeme nelinearni funkei funkei linearni
(viz piiloha [A). Linearizaci (aproximaci) provadime vzdy v pracovnim bodé, pro ktery
plati, ze vSechny derivace vnitinich stavu jsou rovny nule. Pracovni bod charakterizuji

vektory xg a ug, jenz lze zapsat jako

T
U = [Ulo U0 .- Uro} )
T
Lo = [ZElO 20 . fL’ng} .
Vystupni vektor yq,
T
Yo = [ylo Y20 .- ymo] )

je urc¢en vektory xg a ug, viz rovnice (4.1).
Linearni funkci lze ziskat pomoci Taylorova rozvoje prvniho tadu. Z definice |A.1
vyplyva, Zze se v podstaté jedna o teénu nelinearni funkce v daném pracovnim bodé.

Vektorové funkce f a g muzeme rozepsat podle nasledujictho schématu

fi(@(t), u(t)) =~ fi(zo, u0)+z Of; (2 — o) —I—Z 0f; (up — ugo), (4.2)

Oy, T, Ug k=1 uy, To,Ug

g9;(x(t), u(t)) ~ g; (o, uo)—l-z 99; () — ko) +Z 99; (up — upo), (4.3)

k=1 Oy, Lo, Uo k=1 Quy, Lo, Uo

kdei=1,2,...,naj=1,2,..., m. Linearizovany model je modelem odchylkovym,
vztazenym vzdy k pracovnimu bodu, pro ktery byl odvozen. Odchylkovy model lineari-
zovaného nelinearniho systému muzeme zapsat podobné jako stavovy model linearniho

systému ve tvaru

z(t) = AAz(t) + BAu(t),
Ay(t) = CAx(t) + DAu(t),

kde vektory odchylek jsou

Au(t) = [w(t) —w up(t) —uso .. we(t) —wo ],
Aw(t) = [.Il(t) — T10 l’g(t) — X0 Ce .In(t) — l’no]T,
Ay(t) = [ —vio ¥2(t) =20 o Yn(t) = Ymo)
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Matice v rovnicich (4.4) predstavuji

df1 Of1 7 [ Ofi df1
o5, " 9. o0, T u

A = : : ; B = : : ;
Ofn Ofn Ofn Ofn
ol el i
dg1 dg1 T [ 01 g1
95 o 90, " ou.

C = : : ; D = : : ;
OGm OGm Ogm Ogm
e or | | e, 7 ou

kde A je matice systému rozméru (n X n), B je matice rizeni rozméru (n X r), C a D

jsou viystupni matice rozméru (m x n) a (m x r).

4.2 Priklady

Priklad 4.1: Vodni nadrz (NOSKIEVIC, P.,; 1999, strana 62) s jednim piitokem a jednim

vytokem je popsana rovnici

PO _ % e+ D ) Ill

q(®)
kde Ah(t) [m] je vyska hladiny v nadrzi, ¢(¢) [m3s™!] \
je objemovy piftok, S; = 0,03 m? je prufez nadrze, S
Sy = 0,0008 m? je prifez vytokové trubice a g [m s~ h(® S
je tthové zrychleni. p—
Linearizujte systém pro vysku hladiny 10 m a po- Obrazek 4.1: Vodni nadrs

rovnejte linearizovany a nelinedrni model. Za vystup

povazujte vysku hladiny h(t) v nadrzi.

Resent: Nejprve zavedeme substituci
S 1
s VY S,

Déle zavedeme substituci pro vstupni, stavové a vystupni veli¢iny
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Pracovni bod je charakterizovan hodnotami ug a zy. Hodnota x( predstavuje ustélenou
hladinu v nadrzi (ze zadédni 10 m) a uy konstantni pfitok potfebny pro udrzeni hladiny .

Pritok uy dopoé¢itdme z rovnice (4.5). Pro ustédleny stav plati

odkud dostaneme

up =1/252gx.

Po dosazeni dostaneme pracovni bod
2o = 10m, up = 0,0112m3s7 1.

Stavovou rovnici (4.5) a vystupni rovnici y(t) = z(t) linearizujeme podle rovnic (4.2)

a (4.3) na tvar

(t) = —a~/zo+ buy — Q—ZU(t) xoi;v(t) — x9)+b (u(t) — uo), (4.6)
y(t) = zo + 1 (2(t) — o). (4.7)

Je ziejmé, ze soucet prvnich dvou ¢lent na pravé strané rovnice (4.6) je z definice pra-
covntho bodu nutné roven nule. Rovnice (4.6) a (4.7) vyuzijeme pro sestaveni matic

stavového popisu. Pro obecny pracovni bod maji matice tvar

A:ﬂv;%}, B:h], C:h}, D:[ﬂ.

Simulinkové schéma nelinearniho a linerizovaného modelu je znazornéno na obrazku 4.2l
Nelinedrni model systému je nutné nastavit do pracovniho bodu. To obnasi nastaveni
vSech pocatecnich podminek v souladu s pracovnim bodem. V tomto piipadé je wuyg
pocateéni podminkou vstupniho bloku a xgy je pocatecni podminkou integratoru. Po-
rovnavat nelinearni model s linearizovanym je mozné pouze v okoli pracovniho bodu.
Z tohoto duvodu na vstup linearizovaného modelu privadime signdl Awu a vystup ne-
linedarniho modelu porovnavame se signalem Ay + yo. Toto je dusledkem skutecnosti, ze
linearizovany model je modelem odchylkovym, vztazenym vzdy k jednomu zvolenému

pracovnimu bodu.
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X = Ax+Bu
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Obrazek 4.2: Simulinkové schéma nelinearniho a linearizovaného modelu

nadrze

Nasledujici obrazky porovnavaji odezvy nelinedarniho a linearizovaného modelu na
skoky o ruzné velikosti privedené na vstup v case 50s. Chyba odezvy linearizovaného
modelu je zpusobena odchylenim od pracovniho bodu. Z grafu vyplyva, ze pii pouziti
vétstho vstupniho skoku dochézi k vetsi chybé, tj. linearizovany model se vice odchyluje

od pracovniho bodu.

13.5

131

12F e m m m m o mm mm e mm = m
- -

11

10.5

10

=== Nelinearni model il
= = Linearizovany model

1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Obrazek 4.3: Odezvy nelinearniho a linearizovaného modelu nadrze na

skok o velikosti 1,1 ug
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135

B T ammmmemm===a=aaa

12.5

12

11

10.5

= = Linearizovany model
I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t[s]

Obrazek 4.4: Odezvy nelinedarniho a linearizovaného modelu nadrze na

skok o velikosti 1,15 ug v

Priklad 4.2: Kyvadlo s volnym zdvésem upevnéné na pohyblivém voziku (ROUBAL, J.,
2002), jenz je tvrdym zdrojem polohy (kyvadlo zpétné neovliviiuje pohyb voziku), popi-

suje rovnice

d*o(t do(t 2
:;g ) = -2 % — wi cos p(t) + 3] a(t) sin p(t), (4.8)
kde ¢(t) [rad] je uhel vychyleni kyvadla od osy zaveé- y
su, 0 = 0,1s7! je koeficient ttlumu, wy = 2,5 rads™* +
P(0)
je uhlova frekvence vlastnich kmitu, [ = 1 m je délka F) \\ v
kyvadla a a(t) [ms~?] je zrychleni doddvané systému —>
vnéjsi silou.
Linearizujte model systému pro kyvadlo v horni
poloze g = [r/2, 0]7 a porovnejte linearizovany !
a nelinearni model. Za vystup povazujte thel vy-
chyleni kyvadla. Obrazek 4.5: Kyvadlo na voziku
Reseni: Nejprve zavedeme substituci
2
20="0 2= — =d.
A Y

Déle zavedeme substituci pro vstupni, stavové a vystupni veli¢iny

u=a, Ty =@, 1‘2:9&7 Yy=2ax1.
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Pomoci substituce prepiseme diferencidlni rovnici druhého Fadu (4.8) na nasledujici dve

diferencialni rovnice prvniho radu

1(t) = wa(t), (4.9)
—bxy(t) — ¢ cosxy(t) + du(t) sinxy (t). (4.10)

8.
[\
—~
~
SN—
I

Pracovni bod je dan hodnotou u a vektorem x, ve tvaru
T
Ly = [9310 1‘20] )

kde 19 je uhel vychyleni kyvadla a x99 je thlova rychlost v poloze dané x,9. Vektor x

je zndm ze zadani. Pro vypocet ug vyjdeme z rovnice (4.10). Pro ustdleny stav plati
21(t) =0 a To(t) =0,
odkud dostaneme pracovni bod
g =0ms 2, xy = [r/2rad Orads )",

Rovnice (4.9), (4.10) a vystupni rovnici y(t) = x(t) linearizujeme podle rovnic (4.2)

a (4.3) na tvar
i1(t) =99 +1 (22(t) — 20) ,
To(t) = — bxgg—c coszio—dugsinzig—b ($2(t>-$20)+ ¢ sinay(t)| Lo, uo (xl(t)—xlo)—l—

+du(t) coszi(t)] g, u, (z1(t) — 10)+ d sina; (t)] Lo, uo (u(t) = uo),

y(t) =x10+1 (:C1(t) — :L'm) )

Tyto rovnice vyuzijeme pro sestaveni matic stavového popisu. Pro obecny pracovni bod

maji matice tvar

0 1 0
A= , B= ,
¢ sinx1g + d g CoS T1g —b d sin x1g
c-[1 o] p-[o]

Simulinkové schéma nelinedrniho a linearizovaného modelu je znazornéno na obrazku 4.6.
Nelinearni model je opét nutné nastavit do pracovniho bodu. Hodnota wug je pocatecni
podminkou vstupniho bloku, x19 je poc¢atecni podminkou integratoru stavu z; a xg je

pocatecni podminkou integratoru stavu xs.
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c
-K1 COS [
X2 X2 x'1 x1
is=aaiv
¢ »@—» Us > Us >I ]
>
b
——<-K
d
-K1« sin [4¢—
X' = Ax+Bu
% y = Cx+Du >€g
uo x10

Obrazek 4.6: Simulinkové schéma nelinedrnfho a linearizovaného modelu

kyvadla

10

» [rad]

== Nelinearni model

= = =| jnearizovany model

1 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t[s]

Obrazek 4.7: Odezva nelinearnfho a linearizovaného modelu kyvadla na

skok o velikosti 1

Obréazek 4.7 zobrazuje odezvu nelinearniho a linearizovaného modelu na jednotkovy
skok privedeného na vstup v case 1s. Zamyslete se nad dusledkem pouziti linearizovaného
modelu. v
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Priklad 4.3: Stabilizator polohy plosiny tvoreny gyroskopem G a hydromotorem H
(ZITEK, P. a PETROVA, R., 2004, strana 90) upevnény na jizdnim kole ma udrzovat
stalou pozadovanou polohu plosiny, tj. thel ¢(t), ackoli se sklon 1(t) podvozku nepravi-

delné méni jizdou po nerovném terénu. Tento systém lze popsat vztahy

%it) — (4.11)
dzl—? = arccos (p ki T2p_7" h) ) —a+1p(t) —by(t), (4.12)

kde h(t) [m] je poloha pistu, () je signal

gyroskopu G, ¢(t) [rad] je sklon plosiny,

Y(t) [rad] je proménny sklon zpusobeny na-

jetim na nerovnost, r = 0,9 m je polovi¢ni
délka ploginy, b = 0,4 s~ ! je konstanta gyro-
skopu, p = 0,6 m a « = 7/4 jsou parametry
kola.

Za vstup povazujte sklon podvozku ¥ (t), Obrézek 4.8: Stabilizator plosiny
za vystup uhel ¢(t) definovany jako

e 0))
2pr

o(t) = arccos ( ) —a+a(t). (4.13)

Predpokladejte nulovy 1ihel naklonéni plosiny pro jizdu po roviné, tj. nulovy vstup. V tom-

to bodé linearizujte a porovnejte linearizovany a nelinearni model.
Reseni: Nejprve zavedeme substituci
— 2 —
2pr=a, p-+r-=c.

Déle zavedeme substituci pro vstupni, stavové a vystupni veliciny

c—x?
u=1, r1=h, To =7, Y = ( = arccos " —a+u.

Pracovni bod je dan hodnotou ugy a vektorem x, ve tvaru
]T

Lo = [$10 T20

Y

kde hodnota x5y predstavuje velikost signdlu gyroskopu jako reakci na vstupni thel wug.

Této velikosti signdlu odpovidé velikost zdvihu pistu hydromotoru zyy. Ze zadani zname
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pouze hodnotu ug. Hodnoty x19 a x99 dopocitame z rovnic (4.11) a (4.12). Pro ustaleny

stav plati

dh(t dry(t
%zxﬂiﬁ)zO a %:$2<t>20,
odkud po dosazeni dostavame pracovni bod
ug = Orad, xy = [0,6374m 0]

Dosazenim do rovnice (4.13)) se lze presvédcit, ze tento pracovni bod odpovidd nulovému

thlu naklonéni plosiny. Matice stavového popisu maji v obecném pracovnim bodé tvar

0 —1
2
A 10 : b | B:[O]7
ot (55) 1
a
211 0

C - a\/l—(%>2 , D:[1].

Obrazek 4.9 znazornuje simulinkové schéma nelinedrntho modelu stabilizatoru. Hod-
nota ug je pocateéni podminkou vstupniho bloku, x4 je poc¢ateéni podminkou integratoru

stavu z1 a x99 je pocatecni podminkou integratoru stavu xs.

alfa

-C-|
X'2 X2 x'1 x1

J >+, 1/s 1l/s —» u2 '—>acos >+,
b -1 1/a
b

Obrazek 4.9: Simulinkové schéma nelinearniho modelu stabilizatoru

Nésledujici obrazky porovnavaji odezvy nelinearniho a linearizovaného modelu na
skoky o ruzné velikosti privedené na vstup v ¢ase 0s. Z grafu vyplyva, ze pii pouziti

vétsiho skoku se linearizovany model od nelinedrniho vice odchyluje.
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Obrézek 4.10: Odezvy nelinedarniho a linearizovaného modelu stabilizatoru

na skok o velikosti 0,1

0.4

¢ [rad]

= Nelinearni model

= = = | inearizovany model
1 1 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

-0.3
0

Obrazek 4.11: Odezvy nelinearniho a linearizované¢ho modelu stabilizatoru

na skok o velikosti 0,3 v

Piiklad 4.4: Model ramene manipuldtoru s pruznym torznim spojenim (ZiTEK, P. a

VITECEK, A., 1999, strana 132) je popsdn vztahy

: 5;(” = —n}fr cos 1(t) — Ji pa(t) + Jﬁ pa(t), (4.14)
d*py(t) _ ¢ o (t) — c oot + mp(t) (4.15)

az J,
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kde 1 (t) [rad] je tihel natoceni ramene mani-

puldtoru, po(t) [rad] je thel natoceni hiidele

motoru, my, (t) [Nm] je hnaci moment mo-
toru, ¢ [Nmrad™!] je torzni tuhost spojeni,
J. [kgm?] je moment setrvacnosti ramena,
Jm [kgm?] je moment setrvac¢nosti motoru,

r [m] je poloha soustfedéné hmotnosti rame-

ne, m [kg] je soustiedénd hmotnost ramene,
konstanta tthového zrychleni je g=9,81ms~2. 1)
) o i i Obrézek 4.12: Rameno manipulatoru
Linearizujte model v obecném pracovnim
bodé a napiste stavové rovnice tohoto linearizovaného modelu. Za vstup povazujte hnaci

moment motoru my(t), za vystup thel natoceni ramene o (t).
Reseni: Zavedeme substituci
u=mp, T =1, Ty = 1, T3 = 2, T4 = P2, y=1a.

Pomoci substituce prepiseme diferencialni rovnice druhého fadu (4.14) a (4.15) na étyfi

nasledujici diferencialni rovnice prvniho radu

xl(t) = ZL’Q(t),

To(t) = _n?]gir cosxy(t) — J% z1(t) + J% x3(t),
l’g(t) = I4(t),
Fa(t) = i 1 (t) — i (1) + %) .

Pracovni bod je dan hodnotou ugy a vektorem x, ve tvaru
T
Lo = [$10 T20 T30 $40]

Pro obecny pracovni bod maji matice stavového popisu tvar

0 1 0 0 0
SO M G, 0 = 0 0

A: Jr Jr Jr , B: ,
0 0 0 1 0
c c 1
© 0 —— 0 =

] g g A
c=[ 1 0o o o |, D:[o}.

Pokuste se o simulinkové schéma nelinearniho modelu. v
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Piiklad 4.5: Koncentra¢ni{ smésova¢ (ZITEK, P. a VITECEK, A., 1999, strana 98)
neménného prurezu slouzi k miseni dvou stejnych latek s rozdilnymi koncentracemi a roz-
dilnymi objemovymi piitoky. Smésovac poskytuje roztok o pozadované koncentaci a o ob-
jemovém vytoku tak, ze pri fyzikalnich omezenich h(t), ¢1(t), ¢2(t) > 0 a 0<c; <c(t) <co,

muze byt popsan vztahy

%&” _ % (1 (t) + q2(t) — q(1)),
de(t) 1

it~ Sh(t) (e = e a(0) + (e2 el ()],

q(t) = a/h(1),

kde h(t) [m] je vyska hladiny v nadrzi,

c(t) [kmolm—3] je koncentrace vysledného e 4. e 4:(0)

roztoku, ¢(t) [m3s™1] je objemovy vytok _IlJ ‘ | M

vysledného roztoku, ¢, ¢ [kmol m™3] jsou I
koncentrace pritékajicich roztoku, velic¢iny

5 1. . s h@ e(t), 4
¢1(t), q2(t) [m? s~ jsou objemové piitoky -

vstupnich roztoku, S [m?| je prufez smé-
L 5 _qq . Obrazek 4.13: Koncentracni smésovac
Sovace, a [m2 s~'] je konstanta.

Linearizujte systém v obecném pracovnim bodé a napisté rovnice stavového popisu.

Za vstupy povazujte veliciny q;(t) a ¢a2(t), za vystupy veliciny c(t) a q(t).
Resent: Zavedeme substituci
uy = q, Uz = q2, x1=h, To =¢C, ylzq:@\/fU_h Yo =C=2g.
Obecny pracovni bod je déan vektory ug a xy ve tvaru
Uy = [Ulo UQO]Ta Lo = [1’10 3?20]T-

Pro obecny pracovni bod maji matice stavového popisu tvar

I 0
4 25 /i1
]_ 1 9
_Sxfo ((Cl — Ta0)u1o + (C2 — xzo)uzo) —leo (w10 + ugo)
l l a 1
B_ S S oo |2V 0 b 0 0
C1 — Ty Co — T2 0 1 0 0

S Sy v
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4.3 Ulohy

Piiklad 4.6: Mechanicky oscildtor (NOSKIEVIC, P., 1999, strana 20) vykonévajici po-

hyb s jednim stupném volnosti je popsan vztahem
d?x(t dx(t
@) de()

o "2 kalt) = Fa+ F(1),

kde z(t) [m] je poloha zévazi v souradnicovém
systému, F'(t) [N] je vngjsi sila, Fg [N] je tihova l F(0)

sila pusobici na zavazi, m [kg] je hmotnost zavazi, X

k [kgs?] je tuhost pruziny, b [kgs™!] je koeficient

tlumeni a g [ms™2] je tfhové zrychleni.

Linearizujte v pracovnim bodé, pro néjz plati

uy = —myg, a napisté rovnice stavového popisu.
Za vystup povazujte polohu zavazi z(t). Nad vy- —
sledkem a smyslem linearizace se zamyslete. Obrézek 4.14: Oscilator

Priklad 4.7: Matematicky model kyvadla z piikladu 4.2 linearizujte v pracovnim bodé

danym vektorem xo = [-7/2 0]7. Porovnejte nelinedrni a linearizovany model.

Priklad 4.8: Linearizujte nelinearni systém dany vztahy

1(t) = =21 () + 24/ xa(t),
To(t) = z1(t) — 222(t) — u(t),

y(t) = 2z1(t) — z2(t),
v pracovnim bodé, pro néjz plati x19 = 1.

Piiklad 4.9: Pohyb kulicky (ZITEK, P. a PETROVA, R., 2004, strana 25) valici se volné

drazkou na kruhovém oblouku je popsan vztahy

rmd*)(t)

U = mgsin(e(t) + v (1),

Jd*p(t)

e F(t)lcosp(t),
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kde v (t) [rad] je stfedovy thel polohy kulicky,
©(t) [rad] je thel sklonu oblouku, F'(t) [N] je
vnéjsi sila naklanéjici oblouk, m = 0,05 kg hmot-
nost kulicky, m,. = 1,25 kg je hmotnost oblouku,

r = 1,75 m je polomér kruhové tsece, [ = 0,8 m

je polovienf délka podstavy, J = 0,5 kgm? je Obrazek 4.15: Kulicka na oblouku
hmotny moment setrvac¢nosti oblouku a g [ms™2]
je tthové zrychleni.

Predpokladejte, ze nulové vnéjsi sile odpovidaji nulové uhly ¢ (t) a ¢(t). V tomto bodé

linearizujte a porovnejte nelinedrni a linearizovany model. Za vystup povazujte r ().

Reseni tloh z kapitoly 4 Linearizace

4.6: substituce x; = x, 29 = @1,u = Fj, pracovni bod xy = [0 0]T, stavovy popis

k b

0 1 0
A = [ ], B = [ 1], C = [ 10 ], D = [0 },linearizace neni nutna,
systém je linearni; 4.7: pracovni bod uy = 0, stavovy popis stejny jako v ptrikladé 4.2, pro

simulaci je nutné ve schématu zménit pocdteéni podminky; 4.8: pracovni bod zo = [1 1]7,

1
— 0
ug = —1, stavovy popis A= . \/?],B:[ ) ,C:[Q —1},D:[O] ;
4.9: substituce x1 = 1, 19 = g_'vl, xr3 = ¢, x4 = &3, u = P, pracovni bod xy = [0 0 0 0],
0 1 0 0 0
mgCOS(I10+Z‘30) 0 mgCOS(:Elo-‘rJ:go) O O
ug = 0, stavovy popis A = T T , B = ,
0 0 0 1 0
Fp lsin - l cos z:
i 0 O _ 1o - 30 O > 30
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Kapitola 5
Zaveér

V prvni ¢asti této bakalarské prace byla experimentédlné identifikovana prenosova matice
z napéti hlavniho a pomocného motoru na azimut. Prenosova funkce z napéti pomocného
motoru na azimut byla vyuzita pro navrh reguldtoru. Regulatory byly navrzeny pomoci
frekvencnich metod a pomoci metody geometrického mista korenu.

Jako nejvhodnéjsi typ reguldtoru pro fizeni azimutu modelu helikoptéry byl vyhod-
nocen PD reguldtor s filtraci, nebotf vykazoval nejlepsi hodnoty doby ustéaleni. Model
helikoptéry je velice rychly systém, a proto i vyssi hodnoty prekmitu zpusobené PD
regulatory s filtraci nevedou k vyraznému zhorseni kvality regulace. Dulezitym para-
mentrem kazdého regulaéniho obvodu je velikost akéniho zasahu. V piipadé modelu he-
likoptéry je akénim zdsahem napéti na pomocném motoru, protoze zména azimutu je
fizena zménou velikosti napéti privadéného na tento motor. Maximalni velikost akéniho
zasahu odpovida rozsahu odpovidajici vstupni veli¢iny. Toto je pti¢inou, pro¢ nelze reali-
zovat na systému regulator vykazujici libovolné parametry. Pfi navrhu regulatoru je nutné
tento rozsah vstupni veli¢iny znat. Cfm je akéni zasah vetsf, tim je regulace energeticky
potiebného akcéniho zasahu. Ten je v pripadé regulatoru navrzeného frekvenénimi me-
todami dvojnasobny proti regulatoru navrzeného pomoci geometrického mista korenu.
Kvalita regulace obéma navrzenymi regulétory je velmi dobrd, a to dokonce i po vnéjsSim
zasahu.

Mezi hlavni nesnaze vyskytujici se behem méteni patiilo resetovani IRC cidla, které
vedlo k prenastavovani hodnot azimutu. Dalsim problémem byla pomérné velka citlivost
modelu na proudici vzduch.

V druhé c¢asti bakalarské prace se podarilo vytvorit soubor piikladu k tématu li-

nearizace. Tato kapitola doplnéna piilohou s metodami aproximace funkci pfispéje ke

39
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zkvalitnéni vyuky v predmétech katedry ridici techniky.
Tato prace vznikla s pfispénim programu MikTeX (SCHENK, C., (http://www.miktex.org/))
a Matlab (The Mathworks [online|, (http://www.mathworks.com/)).


http://www.miktex.org/�
http://www.mathworks.com/�
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Priloha A
Metody aproximace funkci

Aproximace funkce predstavuje jeji nahrazeni jinou funkci takovou, ze funkéni hodnoty
této funkce se co nejvice blizi funkénim hodnotam funkce ptuvodni. Aproximaci funkce

dostaneme jinou funkci, ktera je jednodussi pro 15

matematické zpracovani. Toto je hlavnim smys-
lem aproximacnich metod. Typickym ptikladem
je linearni aproximace funkce Taylorovym poly-
nomem prvniho stupné v okoli né¢jakého bodu xy,

neboli nahrazeni dané funkce jeji te¢nou v tom-

to bodé. Tato metoda je hlavni naplni této piilo-

hy, protoze je zdkladem linearizace dynamickych e T T S e
systému. Dalsi materidly o Taylorovych fadach

je mozné nalézt v (BRABEC, J. et al., 1989; JANKOVSKY, Z. a PRUCHA, L., 1998; Wi-
kipedie — Oteviend encyklopedie [online], (http://mathworld.wolfram.com/)).

Dalsim piikladem metody aproximace funkei

15

L .~ .| uvedenym v této piiloze je Fourieruv rozvoj, kdy

LR
-
1

nahrazujeme periodickou funkci na celém jejim

~
..
.
e o

0512 '
]

| : \ : s definicnim oboru. Tato aproximace funkce je za-

g o 1 lozena na predpokladu, ze kazdou periodickou
. ;

0| “.‘ '." “-‘ 1 funkci lze rozvinout v nekonecnou radu, jejiz jed-

ol ‘«" ::\‘..'\::',: | notlivé ¢leny, harmonické, maji charakter goni-

’ ’ | ‘ “ | ometrickych funkei. Aproximace funkce pomoci

-15-

: Fourierova rozvoje je hojné vyuzivana v tech-
nickych védach pro tcely spektralni analyzy signélu a zde je uvedena pouze jako doplinko-

va. Vice informaci 1ze nalézt v (KAMMLER, D. W., 2000; PRUCHA, L., 2000).
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A.1 Zakladni definice, véty a vlastnosti

Definice A.1 (Taylortiv polynom): Necht funkce f(z) ma v bodé xy derivace do

) (x — xo)k)

nazyvame Taylorovy polynomem stupné n funkce f(z) v bodé xy. Funkci R,,, definovanou

radu n, potom polynom

- 1 f®(x
Tn(l’) = Z (E fdx((k))

k=0

vztahem

nazyvame zbytkem tadu n. >

Poznamka: Funkce f(z) je aproximovana polynomem 7, (z). Plati tedy T,,(x) = f(x),

kde T,,(z) 1ze rozepsat v fadu

2
T,(x) = f (w0) + 1 % ) o ddf;? Cmmf
1 d"
+ E d.];(;t) x:xo(x — -TO)n.

Véta A.1 (Taylorova véta): Necht funkce f(x) md v okoli bodu x¢ derivace do Tddu
n+ 1, n > 0. Potom existuje bod &, ktery lezi mezi body x a xo (| — xo| < |x — x0|)

takovy, Ze
f(x) =T,(z) + R.(x) kde R.(z) = JC(LI)('S) (z — o)™,
(n+1)!
Definice A.2 (Fourierova tada): Jsou-li ay, by redlnd ¢i komplexni ¢isla a w > 0, pak
radu -
% + Z (ak cos kwt + by, sin kwt)

k=1

nazyvame Fourierovou radou. >

Poznamka: Je-li funkce f(t) definovand na intervalu (0,7") a mé-li byt aproximovana
Fourierovym rozvojem, je nutné ji prevést na funkci periodickou. Periodickou funkei s peri-
odou T'>0 Ize vytvorit z funkce f(t) dané na intervalu (0, T') rozsifenim jejiho defini¢niho

oboru na celé R. Takto vytvorend periodicka funkce se nazyva periodické prodlouzeni
funkce f(t). O
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Veéta A.2: Necht

f(t) = 9o + ay cos kwt + by, sin kwt
2
k=1

a necht fada konverguje stejnomérné (BRABEC, J. et al., 1989). Potom koeficienty ay,, by

jsou definovdny jako

T T
2 2
ak:f/f(t)cosk;wt dt, bk:T/f(t)sink:wt dt, k=0,1,2....
0 0

Poznamka: Funkce f(t) muze byt vyjadiena Fourierovym rozvojem pouze tehdy, jestlize

je integrovatelnd na intervalu (0,7), kde T' je perioda funkce f(t). O

Véta A.3 (Fourierova fada sudé a liché funkce): Necht funkce f(t) je periodickd

s periodou T > 0. Je-li funkce f(t) sudd, potom je prislusnd Fourierova tada kosinovd

ft) = % +;akcoskwt,

T
2
4
ak:?/f(t)coskwtdt, b =0, k=0,1,2....
0

Je-li f(t) lichd, pak prislusnd Fourierova tada je sinovd

ft) ~ Z by, sin kwt,
k=1

T
2
4
bsz/f(t)sinkwtdt, ap =0, k=0,1,2....
0

A.2 Piiklady

Priiklad A.1: Aproximujte funkci f(x) = sinz v bodé xy = 0 pomoci Taylorova poly-

nomu &. radu.

Resent: Nejprve obecné uréime podle definice /A1 Taylortv polynom 8. fadu funkce f(x)

jako
. CoS T sinx COS T sinx
Ts(z) = sinzg + 0 (x—x0)" — 0 (x—x0)% — 0 (z—20)% + 0 (x—x0)* +
1! 21 3! 41
CoS T (x—xo)5 ~ sinwzg ($_$0)6  Cos Ty (x—x0)7 sin xg (a:—xo)B. (A1)

5!
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Po dosazeni xy = 0 do rovnice (A.1) postupné dostdvame

1'3
Ts(z) = Ty(z) = T

ZUS IS
Ti(z) = Tylz) = z— = + 2
»(7) = Ti(2) TT% T 10

ZUS l‘5 ,T7

Shodnost nékterych polynomu je zpusobena tim, Ze vSechny ¢leny Taylorova rozvoje
funkce f(x) = sinz v bodé xy = 0 obsahujici sudou derivaci jsou rovny nule. Obrazek A.1

znazornuje presnost aproximace funkce f(x) v okoli bodu xy = 0 pomoci Taylorovych

polynomu jednotlivych radu.

15

=

=

-
..---.

0.5F

f(x)
o

-0.5F

.

m— f(X) = sin(X)
® x,=0

===T,(

-- -T3(x)

- -Ts(x)

===T.(x

-
L.
-

-15 I I I M I 1
-10 -5 0 5 10

Obrazek A.1: Aproximace funkce f(x) =sinz v bodé zo =0

Je ztejmé, ze pouzijeme-li Tayloruv polynom jako ndhradu puvodni funkce i v Sirsim
okoli zvoleného bodu, dopustime se tim mensi chyby, ¢im pouzijeme polynom vyssiho

radu. v
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Piiklad A.2: Aproximujte funkci f(z) = sinz v bodé zqg = 7/2 pomoci Taylorova

polynomu 6. fadu.

Resent: Po dosazeni zy = 7/2 do rovnice (A.1) postupné dostdvame
TD($) == Tl(ilf) = 1,

To(x) =T3(x) = 1—%($—g>
Ty(z) = Ty(z) = 1—1(x—g>2+i(x—f)4,
)

o (6-3) g (-3
24 \" 7 2 720 \" " 2) -

Vsechny ¢leny Taylorova rozvoje funkce f(x) = sinx v bodé xg = 7/2 obsahujici lichou

To(x) = 1—1 (x—i

derivaci jsou rovny nule. Obrazek A.2lzndzornuje presnost aproximace funkce f(z) v okoli

bodu z¢ = 7/2 pomoci Taylorovych polynomu jednotlivych fadu.

15

0.5F

f(x)
o

-0.5F — f(x) = sin(x) | |

® pi2
===T/(X

== =1 (X) -
' 2

. - =T,
1 - = =T
)

5

10 15

-15 !

Obrézek A.2: Aproximace funkce f(x) = sinz v bodé xy = 7/2 v

Piiklad A.3: Aproximujte funkci z2 + 3 + 22 = 1 v bodé se soutadnicemi zy = v/2/2

a 9o = 0, pomoci Taylorova polynomu prvniho fadu.

Resend: Rovnice ze zadani je obecnou rovnici koule o poloméru 1 v prostoru R3, kde z je

r-ova souradnice, y je y-ova soutadnice, z je z-ova souradnice. Rovnici nejprve vyjadiime
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jako funkci proménnych = a y. Po upravé dostavame

z = 1—-a%—y2, z2>0, (A.2)
z = —\/1—22—19y2, z2<0.
Dosazenim bodu o soutadnicich g, yo do rovnice v zadani dostaneme kladné z, a proto
pouzijeme rovnici (A.2). Obecny tvar Taylorova polynou v bodé xg, yop ma tvar

1 —21}0 1 —2y0
T (z,y) = 1—95(2)—9(2)"‘5 Tﬁ—yé ($—$0)+§ Tﬁ—yﬁ (y—yo).

Po dosazeni zy a yy dostavame

1
Ti(e,y) = [1- 5 —0 - ——2—
1

ke
—_ )

Jak zobrazuje obrézek A.3, Tayloruv polynom prvniho fddu je v piipadé funkce dvou

proménnych rovnici tecné roviny v bodé xg, yo.

Obrézek A.3: Aproximace funkce dvou proménnych pomoci Taylorova po-

lynomu prvniho fadu
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Priklad A.4: Urcete Fourierovu fadu funkce, kterd je periodickym prodlouzenim funkce
+1, te(0,n)
f(t) =
-1, te(-m0).

Resent: Pro funkci f(t) plati T = 27 a w = 1. Funkce f(t) je lichd, proto pro vypocet
pouzijeme vétu |A.3. Dostavame

4 2 T 91—
by — —/(sinkt)dt:— {_Cosk’t} _ 2(1 — coskm)
2 T
0

ko], km ’

0, k sudé,
b, =
4
—, k liché.
T
Fourierova fada funkce f(t) mé tedy tvar

- 4

t) ~ ——— sin(2k + 1)t.
f®) ZW(Qk—l—l) sin(2k +1)

k=0

Obréazek |A.4 zobrazuje presnost aproximace funkce f(t) pomoci Fourierovych fad

n

Fu(t) = ; m sin(2k + 1)t

vzniklych sou¢tem ruzného poctu ¢lent.

1.5

f(t)

—

Obrazek A.4: Aproximace funkce f(¢) pomoci Fourierova rozvoje

Je zfejmé, ze ¢im vétsi pocet ¢lent Fourierova fada ma, tim je aproximace funkce f(t)
presnéjsi. v
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A.3 Ulohy

Priklad A.5: Naleznéte rovnici teény y = kx + ¢ k funkci f(z) = sinz v bodé zy = 0.

Poté porovnejte tuto rovnici s Taylorovym polynomem T;(x) z piikladu [A.1.

Piiklad A.6: Naleznéte rovnici tecny y = kz +q k funkci f(x) = sinx v bodé z¢y = 7/2.

Poté porovnejte tuto rovnici s Taylorovym polynomem T} (x) z piikladu [A.2.

Priklad A.7: Naleznéte rovnici te¢ny y = kz + g k funkci f(z) = sinx v bodé xy = 7.

Poté porovnejte tuto rovnici s Taylorovym polynomem T;(x) v bodé zq = 7.

Piiklad A.8: Aproximujte funkci f(z) = cosxz v bodé o = /2 pomoci Taylorova

polynomu 4. fadu.

Priklad A.9: Aproximujte funkci f(x) = 2® — x v bodé zy = 1 pomoci Taylorova

polynomu 3. fadu.

Priklad A.10: Aproximujte funkci f(z) = |—2® + 100| v bodé 2y = —10 pomoc{ Tay-

lorova polynomu 2. fadu.

Priklad A.11: Urcete Tayloruv polynom druhého fadu pro funkci f(x) = In(1 + 2x)
v bodé zg = 0 a pomoci véty |A.1l odhadnéte chybu pro |z| < 0,1.

Priklad A.12: Urcete Fourierovu fadu funkce, ktera vznikne periodickym prodlouzenim
funkce f(t) =sint, t € (0, 7).

Reseni tloh z piilohy (Al Metody aproximace funkci

Ab:y=mz; Ab:y=1; ATiy=—a+m; A8 Ty(z) = —(z—%) + ¢ (:L‘—%)3;
A9: 2(x — 1) + 3(x — 1) + (z — 1)3; [A.10: Tayloruv rozvoj nelze pouzit (funkce

neni v bodé —10 spojitd); A.11: Th(z) = H% T+ 3 ﬁ 22 |Ry(z)| < 7,72 % 1074;
Ad2: f(t) =2 — 3 —%— cos 2kt;
k=1

m (4k2—1)
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