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Abstrakt

Předkládaná bakalářská bráce je členěna do dvou část́ı. Prvńı část se zabývá iden-

tifikaćı a ř́ızeńım elektromechanického modelu helikoptéry. Model helikoptéry je typický

nelineárńı MIMO systém, který lze linearizovat v okoĺı pracovńıho bodu. Ćılem identifi-

kace je určit vztah mezi úhlem v azimutu a napět́ımi na hlavńım a pomocném motoru.

Tento vztah je reprezentován přenosovou matićı. Přenosová funkce z napět́ı pomocného

motoru na azimut byla využita pro návrh regulátoru. Regulátor je schopen ř́ıdit hodnotu

azimutu podle žádané vstupńı hodnoty.

Druhá část bakalářské práce je zaměřena na linearizaci nelineárńıch systémů. Tato

část obsahuje základńı teoretické poznatky, řešené př́ıklady demonstrované na reálných

systémech a neřešené př́ıklady s kĺıčem. Ćılem neřešených př́ıklad̊u je motivovat studenty

k osvojeńı této problematiky. Matematický aparát použ́ıvaný pro linearizaci nelineárńıch

systémů je shrnut v př́ıloze. Tato druhá část a př́ıloha budou začleněny do internetové

učebnice, jej́ımž ćılem je zkvalitnit výuku na katedře ř́ıdićı techniky Českého vysokého

učeńıho technického v Praze.
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Abstract

My graduation thesis is divided into two parts. The first part is focused on the identi-

fication and control of an electromechanical model of a helicopter. The model of the he-

licopter is a typical non-linear MIMO system. It can be linearized to a linear model

when operating near the steady state. The aim of the identification is to identify the re-

lationship between the angle of azimuth and the main and tail rotor voltage. These

relationships are represented by a transfer matrix. The transfer function from the tail

rotor voltage to the azimuth has been used for the controller design. The controller is

able to control the azimuth according to the required input value.

The second part of my graduation thesis is focused on the linearization and simpli-

fication of non-linear systems. This part covers basic theoretical knowledge, examples

with solutions illustrated on real systems and additional examples with a key. The aim

of the additional examples is to motivate students to deal with this topic. The basic

mathematical theory used for linearization of non-linear systems is provided by the ap-

pendix. The second part with the appendix will be incorporated into a web guide. This

web guide should improve the quality of education in the Department of Control Engi-

neering at Czech Technical University in Prague.
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3 Řı́zeńı azimutu helikoptéry 13
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Literatura 40

A Metody aproximace funkćı 43
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Kapitola 1

Úvod

V praxi je nutné systémy matematicky popsat aidentifikovat, abychom byli schopni pre-

dikovat jejich chováńı a abychom je byli schopni ř́ıdit. Většina těchto reálných systémů

jsou systémy nelineárńı. Během regulace tyto systémy však pracuj́ı obvykle v okoĺı defi-

novaného pracovńıho bodu a lze je proto nahradit lineárńım modelem. Proces nahrazeńı

nelineárńıho modelu modelem lineárńım v okoĺı definovaného pracovńıho bodu nazýváme

linearizaćı. Lineárńı model lze použ́ıt pro návrh lineárńıho regulátoru, jehož návrh je pod-

statně jednoduš́ı než-li nelineárńıho. Regulátory jsou obvykle realizovány pomoćı zpětné

vazby, při které se porovnává výstupńı a referenčńı hodnota. Ćılem je dosáhnout shody

ve velikosti obou hodnot. Při neshodě se generuje vstupńı signál nazývaný akčńı zásah.

Ćılem prvńı části bakalářské práce je identifikace a ř́ızeńı modelu helikoptéry v azi-

mutu. To předpokládá experimentálńı identifikaci modelu a ověřeńı navržených regulá-

tor̊u. Helikoptéra je evidentně nestabilńı systém a úkolem regulátoru je tento systém

stabilizovat a dokázat ř́ıdit úhel natočeńı v azimutu podle požadované referenčńı hod-

noty.

Druhá část bakalářská práce se zabývá základńı metodou zjednodušováńı nelineárńıch

systémů, tj. linearizaćı. Ćılem je vytvořit ucelenou kapitolu pojednávaj́ıćı o praktických

i matematických aspektech této metody.
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Kapitola 2

Identifikace modelu helikoptéry

2.1 Popis modelu

Model helikoptéry (obr. 2.1) umı́stěný v laboratoři č. 26 v budově E Elektrotechnické fa-

kulty na Karlově náměst́ı je elektromechanický systém ř́ızený osobńım poč́ıtačem skláda-

j́ıćı se z vlastńıho modelu upevněného na podstavci, Interface Unit a multifunkčńı I/O

Obrázek 2.1: Model helikoptéry

karty MF614. Hmotnost modelu je 3,5 kg a jeho

délka i s vrtulemi je 360 mm. Jedná se o MIMO

systém se třemi vstupy a dvěma výstupy. Vstupy

představuj́ı ovládáńı hlavńı vrtule, ovládáńı po-

mocné vrtule a ovládáńı polohy těžǐstě. Hlavńı

i pomocná vrtule jsou poháněny stejnosměrnými

motory s permanentńım magnetem. Hlavńı mo-

tor lze maximálně zat́ıžit 12 V a 4 A. Pomocný

motor lze maximálně zat́ıžit 6 V a 4 A. Těžǐstě

je ovládáno servomotorem a lze ho v př́ıpadě

nutnosti fixovat v jedné poloze. Helikoktéra má dva stupně volnosti dané polohou v azi-

mutu a v elevaci. Azimut je úhel vztažený k vodorovné rovině. Elevace je úhel vztažený

ke svislé rovině. Model umožňuje rotaci v azimutu až do 160◦ a v elevaci až do 50◦.

Azimut a elevace představuj́ı výstupy tohoto MIMO systému. Oba úhly jsou vyhod-

nocovány IRC senzory. Interface Unit obsahuje IRC logiku a stejnosměrné zesilovače

ř́ızené pulzně š́ı̌rkovou modulaćı. I/O karta MF614 zajǐst’uje komunikaci mezi modelem

a programem Matlab. Vı́ce informaćı o modelu lze nalézt na (CE 150 Helicopter Model

[online], 〈http://www.humusoft.com/models/ce150.htm〉).
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4 KAPITOLA 2. IDENTIFIKACE MODELU HELIKOPTÉRY

2.2 Odvozeńı matematického popisu modelu

Následuj́ıćı odvozeńı matematického modelu je platné pro model helikoptéry s jedńım

stupněm volnosti. Toho je dosaženo zamezeńım pohybu v elevaci následkem fixace těžǐstě

v jedné poloze.

Model obsahuje hlavńı a pomocný rotor, což jsou soustavy rotorových list̊u připevně-

ných na rotorové hlavě, která je spojena s hř́ıdeĺı stejnosměrného motoru. Rotorový list

je vhodně profilovaná nosná plocha o poměrně velké št́ıhlosti. Na modelu jsou pouze

dvoulisté rotorové soustavy. Rotorový systém je nezbytný pro vyvozeńı aerodinamické

śıly, která je potřebná pro uskutečněńı a ř́ızeńı letu. Hlavńı rotor vytvář́ı aerodina-

mickou śılu vztlaku p̊usob́ıćı ve směru svislé osy vrtule, śılu propulse neboli tahu dané

úhlem, jenž sv́ıraj́ı rotorové listy s vodorovnou rovinou a bočńı śılu maj́ıćı charakter tečny

na směr otáčeńı vrtule a zapř́ıčiňuj́ıćı pohyb v azimutu. Pomocný rotor je určen pro vy-

rovnáváńı reakčńıho momentu hlavńıho rotoru a k ovládáńı helikoptéry kolem svislé osy,

tj. v azimutu. Śıla pomocné rotoru vyvolávaj́ıćı pohyb v azimutu má vzhledem k svislému

umı́stěńı vrtule směr jej́ı vodorovné osy (Pohl, R. et al., 2005). V pracovńım bodě muśı

být všechny momenty sil ovlivňuj́ıćı pohyb v azimutu v rovnováze. Z obrázku 2.2 je

zřejmé, že z tohoto d̊uvodu muśı v pracovńım bodě p̊usobit moment od pomocné vrtule

v opačném směru otáčeńı než-li moment od hlavńı vrtule. Plné šipky na obrázku označuj́ı

směr otáčeńı vrtuĺı a jim př́ıslušně barevné čárkované šipky označuj́ı směr otáčeńı heli-

koptéry, jenž je vyvozen od otáčej́ıćı se vrtule.

Obrázek 2.2: Působeńı sil na modelu helikoptéry (pohled z boku a shora)
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Azimut jako úhel vztažený k vodorovné rovině a určuj́ıćı směr letu lze vyjádřit jako

dϕ(t)

dt
= ω(t), (2.1)

kde ϕ(t) [rad] je azimut a ω(t) [s−1] je úhlová rychlost otáčeńı helikoptéry kolem svislé

osy. Úhlová rychlost otáčeńı v azimutu je vyvolána př́ıspěvkem momentu tř́ı sil. Př́ıspěvek

momentu od hlavńı vrtule má charakter tečny na směr otáčeńı vrtule. V př́ıpadě pomocné

vrtule má moment směr vodorovné osy vrtule. Oba momenty tvoř́ı pouze jednu složku

celkového momentu vyvozovaného odpov́ıdaj́ıćı vrtuĺı. Třet́ım momentem je moment vy-

volaný třeńım mechanické části modelu. Tento moment p̊usob́ı vždy proti pohybu. Působ́ı

tedy proti monentu, který vznikne vektorovým součtem moment̊u od hlavńı a od pomocné

vrtule. Závislost úhlové rychlosti otáčeńı helikoptéry na celkovém momentu sil vyjadřuje

rovnice

dω(t)

dt
=

Mht(t) + Mp(t)−Mt(t)

J
, (2.2)

kde Mht(t) [kgm2 s−2] je moment od hlavńı vrtule, Mp(t) [kgm2 s−2] je moment od po-

mocné vrtule, Mt(t) [kgm2 s−2] je moment vyvolaný třeńım a J [kgm2] je moment se-

trvačnosti modelu v azimutu. Momenty sil zp̊usobuj́ıćı otáčeńı helikoptéry uvažujeme

v kladném smyslu a moment třećı śıly p̊usob́ıćı proti smyslu otáčeńı uvažujeme v zápor-

ném směru. Závislost moment̊u na otáčkách lze vyjádřit jako

Mht(t) = Jh ωh(t)|ωh(t)|+ bh Jh ωh(t),

Mp(t) = Jp ωp(t)|ωp(t)|+ bp Jp ωp(t),

Mt(t) = J b ω(t),

kde ωh(t) [s−1] je úhlová rychlost hlavńıho rotoru, ωp(t) [s−1] je úhlová rychlost pomocného

rotoru, Jh [kgm2] je moment setrvačnosti hlavńıho motoru, Jp [kgm2] je moment se-

trvačnosti pomocného motoru, bh [s−1] je konstanta třeńı hlavńıho motoru, bp [s−1] je

konstanta třeńı pomocného motoru a b [s−1] je konstanta třeńı modelu v azimutu. Užit́ım

výše zmı́něných rovnic lze rovnici (2.2) rozepsat na

dω(t)

dt
=

Jh

J
ωh(t)|ωh(t)|+ bh Jh

J
ωh(t) +

Jp

J
ωp(t)|ωp(t)|+ bp Jp

J
ωp(t)− b ω(t). (2.3)

Po odstraněńı absolutńı hodnoty dostáváme rovnici (2.3) ve tvaru

dω(t)

dt
=

Jh

J
ω2

h(t) +
bh Jh

J
ωh(t) +

Jp

J
ω2

p(t) +
bp Jp

J
ωp(t)− b ω(t). (2.4)
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Závislost úhlových rychlosti hlavńıho a pomocného rotoru na přivedeném napět́ı vyjadřuj́ı

následuj́ıćı rovnice

dωh(t)

dt
= −bh ωh(t) +

bh kh

Jh

uh(t), (2.5)

dωp(t)

dt
= −bp ωp(t) +

bp kp

Jp

up(t), (2.6)

kde uh(t) [V] je napět́ı přivedené na hlavńı motor, up(t) [V] je napět́ı přivedené na po-

mocný motor, kh [A] je elektrická konstanta hlavńıho motoru a kp [A] je elektrická kon-

stanta pomocného motoru.

Diferenciálńı rovnice (2.1), (2.4), (2.5) a (2.6) tvoř́ı nelineárńı popis modelu heli-

koptéry. Ćılem je stanovit přenosovou funkci z napět́ı přivedeného na hlavńı a pomocný

motor na azimut. Algebraická rovnice

y(t) = ϕ(t)

je tedy výstupńı rovnićı systému. Přenosová funkce je však definována pouze pro lineárńı

systémy. V př́ıpadě nelineárńıho systému je zapotřeb́ı tento systém nejdř́ıve v pracovńım

bodě zlinearizovat (viz kapitola 4). Obecný pracovńı bod je představován vektorem

vnitřńıch stav̊u x0 a vektorem vstup̊u u0, jenž jsou

x0 =
[
ϕ0 ω0 ωh0 ωp0

]T
a u0 =

[
uh0 up0

]T
.

Linearizovaný model je charakterizován matićı systému A, matićı ř́ızeńı B a dvěmi

výstupńımi maticemi C a D, které tvoř́ı stavový popis a slouž́ı k źıskáńı přenosové

funkce. Pro obecný pracovńı bod maj́ı matice stavového popisu tvar

A =




0 1 0 0

0 −b 2
Jh

J
ωh0 +

bh Jh

J
2

Jp

J
ωp0 +

bp Jp

J

0 0 −bh

0 0 0 −bp




, B =




0 0

0 0

bh kh

Jh

0

0
bp kp

Jp




,

C =
[

1 0 0 0
]
, D =

[
0 0

]
.

Přenosová funkce G(s) je definována jako

G(s) =
C adj(sI −A)B

det (sI −A)
+ D.
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Po úpravách dostáváme přenosovou matici G(s) čtvrtého řádu

G(s) =




bh kh

Jh

(2 Jh

J
ωh0 +

bh Jh

J

)
(s + bp)

s (s + b)(s + bh)(s + bp)

bp kp

Jp

(2 Jp

J
ωp0 +

bp Jp

J

)
(s + bh)

s (s + b)(s + bh)(s + bp)


 ,

jej́ıž prvńı člen představuje přenosovou funkci z napět́ı hlavńıho motoru na azimut Gh(s)

a druhý člen představuje přenosovou funkci z napět́ı pomocného motoru na azimut Gp(s).

Po vykráceńı dostáváme přenosové funkce Gh(s) a Gp(s) ve tvaru

Gh(s) =

bh kh

Jh

(2 Jh

J
ωh0 +

bh Jh

J

)

s (s + b)(s + bh)
a Gp(s) =

bp kp

Jp

(2 Jp

J
ωp0 +

bp Jp

J

)

s (s + b)(s + bp)
.

Obě funkce jsou třet́ıho řádu s astatizmem prvńıho řádu. Matematické odvozeńı tedy

potvrdilo nestabilitu tohoto systému, což však bylo již patrné z matice A, nebot’ je tato

matice singulárńı. Pro odvozeńı byly použity materiály dostupné na (Fuka, J. et al.,

〈http://dce.felk.cvut.cz/sari/〉).

2.3 Experimentálńı identifikace

Jedńım z úkol̊u identifikace je určeńı rozsah̊u vstupńıch a výstupńıch veličin. Vstupńı

a výstupńı veličiny jsou použ́ıvány ve strojových jednotkách. Obrázky 2.3 a 2.4 zobrazuj́ı

jaké maximálńı napět́ı má ještě vliv na rychlost otáčeńı helikoptéry.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

t [s]

A
zi

m
ut

 [−
]

0,5
0,6
0,8
0,9
0,95

Obrázek 2.3: Vliv velikosti napět́ı hlavńıho motoru na rychlost otáčeńı he-

likoptéry

http://dce.felk.cvut.cz/sari/�
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V př́ıpadě hlavńıho motoru je možné přivést napět́ı až o velikosti 0,95, přičemž

rychlosti otáčeńı helikoptéry jsou pro napět́ı v rozsahu 0,9 až 0,95 srovnatelné. Napět́ı

přivedené na pomocný motor, které zp̊usob́ı maximálńı rychlost otáčeńı, je 0,75. Zvýšeńı

napět́ı rychlost otáčeńı již neovlivńı.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.2

0.4

0.6

0.8
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Obrázek 2.4: Vliv velikosti napět́ı pomocného motoru na rychlost otáčeńı

helikoptéry

Rozsah azimutu je 0 až 1,4, kde hodnoty 0 a 1,4 odpov́ıdaj́ı krajńım polohám. Pokud

dojde k resetováńı IRC senzoru je jako poloha s hodnotou 0 považována prvńı poloha

po spuštěńı. Z tohoto d̊uvodu se mohou hodnoty azimutu dostat do záporných č́ısel. Lze

tomu předej́ıt zač́ınáńım vždy z jedné krajńı polohy, která před resetováńım představovala

hodnotu 0.

Pro obecný pracovńı bod daný vektorem x0 a u0 ve tvaru

x0 =
[
ϕ0 ω0 ωh0 ωp0

]T
a u0 =

[
uh0 up0

]T
,

muśı platit, že rovnice (2.1), (2.3), (2.5) a (2.6) jsou rovny nule. Považujeme-li hodnoty

uh0 a up0 za referenčńı, dostáváme dosazeńım konkrétńı pracovńı bod

x0 =

[
ϕ0 0

kh

Jh

uh0
kp

Jp

up0

]T

a u0 =
[
uh0 up0

]T
.

Pracovńı bod je charakterizován nulovou úhlovou rychlost́ı otáčeńı helikoptéry. Rov-

novážný stav je tedy nezávislý na hodnotě úhlu ϕ0. Velikost sil ovlivňuj́ıćı rovnovážný

stav je ř́ızena pouze napět́ımi uh0 a up0. Pro výpočet pracovńıho bodu je nutné použ́ıt
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rovnici (2.3) nikoli rovnici (2.4). Rovnice (2.3) totiž zachovává znaménka a dosazeńım

se lze přesvědčit, že aby mohla nastat rovnáváha momet̊u sil, tak je nutné na pomocný

motor přivést napět́ı opačné polarity než-li na motor hlavńı.

Měřeńım byl vektor u0 stanoven na hodnotu

u0 =
[
0,81 − 0,25

]T
.

Přenosové funkce Gh(s) a Gp(s) byly určeny aproximaćı naměřených odezev na skoky

vstupńı veličiny. V souladu s odvozeným teoretickým modelem byly tyto odezvy apro-

ximovány přenosovými funkcemi třet́ıho řádu s astatizmem prvńıho řádu. Identifikované

přenosové funkce jsou

Gh(s) =
16,2

s (s + 2)(s + 3,5)
a Gp(s) =

4,4

s (s + 0,65)(s + 1)

Přenosová funkce Gh(s) reprezentuj́ıćı vztah mezi napět́ım hlavńıho motoru a azi-

mutem byla identifikována z odezvy na skok o velikosti −15%uh0. Výsledek zobrazuje

obrázek 2.5. Obrázek 2.6 zobrazuje srovnáńı odezev reálného a identifikovaného systému

na skok o velikosti −20%uh0. Přesnost identifikace by měla být nezávislá na velikosti

vstupńıho skoku. Při měřeńı na reálném systému však ovlivňuj́ı charakter odezvy též

náhodné těžko determinovatelné faktory. Z tohoto d̊uvodu je identifikovaný model pro skok

−20%uh0 méně přesný. Přesto je však jeho přesnost přijatelná.
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Obrázek 2.5: Odezvy reálného a identifikovaného systému na skok o veli-

kosti −15%uh0 (0,81 → 0,689)
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Obrázek 2.6: Odezvy reálného a identifikovaného systému na skok o veli-

kosti −20%uh0 (0,81 → 0,648)

Přenosová funkce Gp(s) reprezentuj́ıćı vztah mezi napět́ım pomocného motoru a azi-

mutem byla identifikována z odezvy na skok o velikosti +15%up0 (viz obr. 2.7). Na

obrázku 2.8 je zobrazeno srovnáńı odezev reálného a identifikovaného systému na skok

o velikosti +20%up0. Identifikovananý model je i pro skok +20%up0 poměrně přesný.
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Obrázek 2.7: Odezvy reálného a identifikovaného systému na skok o veli-

kosti +15%up0 (−0,25 → −0,288)
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Obrázek 2.8: Odezvy reálného a identifikovaného systému na skok o veli-

kosti +20%up0 (−0,25 → −0,3)

Následuj́ıćı obrázek 2.9 znázorňuje odezvy na skok o velikosti −20%up0. Tedy na skok

opačné polarity než pro jaký byla odvozena identifikace. Menš́ı přesnost identifikovaného

modelu je dána nelinearitou reálného systému, konkrétně nelinearitou převodu úhlové

rychlosti vrtule na vyvozený moment.
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Obrázek 2.9: Odezvy reálného a identifikovaného systému na skok o veli-

kosti −20%up0 (−0,25 → −0,2)
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Model byl identifikován jako systém třet́ıho řádu s astatizmen prvńıho řádu. Podle

geometrického mı́sta kořen̊u, lze tedy tento systém uvést na mez stability pomoćı vhodně

zvolené velikosti P regulátoru. Odezva systému s P regulátorem je velice agresivńı. Vzhle-

dem k tomu, že model umožňuje rotaci v azimutu jen 160◦, docháźı k narážeńı modelu

do krajńıch poloh a k následnému odrážeńı. Odrážeńı dodává systému kinetickou energii,

která ovlivňuje výslednou odezvu. Dı́ky těmto skutečnostem se nezdařilo hodnotu tohoto

P regulátoru nalézt.

Shrnut́ı

Rovnovážný bod modelu helikoptéry je reprezentován vektorem u0 ve tvaru

u0 =
[
uh0 up0

]T
,

kde uh0 je napět́ı hlavńıho a up0 je napět́ı pomocného motoru v pracovńım bodě. Měřeńım

byl tento vektor stanoven na hodnotu

u0 =
[
0,81 − 0,25

]T
.

Hodnoty uh0 a up0 definuj́ı i vektor vnitřńıch stav̊u systému. V pracovńım bodě byly iden-

tifikovány přenosové funkce Gh(s) a Gp(s). Přenosová funkce Gh(s) vyjadřuj́ıćı závislost

napět́ı hlavńıho motoru na azimutu byla experimentálně určena jako

Gh(s) =
16,2

s (s + 2)(s + 3,5)
.

Přenosová funkce Gp(s) vyjadřuj́ıćı závislost napět́ı pomocného motoru na azimutu byla

experimentálně určena jako

Gp(s) =
4,4

s (s + 0,65)(s + 1)
.

Model helikoptéry byl identifikován jako astatický systém třet́ıho řádu s astatizmem

prvńıho řádu. Přenosová funkce Gp(s) bude využita k návrhu regulátoru azimutu (viz

kapitola 3).



Kapitola 3

Řı́zeńı azimutu helikoptéry

Návrh regulátor̊u pro ř́ızeńı azimutu helikoptéry vycháźı z přenosové funkce z napět́ı

pomocného motoru na azimut. Jedná se tedy o ř́ızeńı azimutu pomoćı změny napět́ı

na pomocném motoru, respektive pomoćı změny otáček pomocné vrtule. Změna napět́ı

na pomocném motoru zp̊usobuje v rovnovážném stavu změnu výsledného momentu, který

vyvolá nenulovou úhlovou rychlost otáčeńı helikoptéry, což vede k jej́ımu natočeńı. Pomoćı

zpětné vazby jsou porovnávány výstupńı a vstupńı hodnoty azimutu. Pokud dojde ke

shodě, je opětovně pomoćı napět́ı na pomocném motoru nastaven rovnovážný bod. Ćılem

návrhu regulátoru je tedy ř́ıdit azimut helikoptéry podle požadované vstupńı hodnoty.

3.1 Návrh regulátoru pomoćı frekvenčńıch metod

Návrh regulátor̊u pomoćı frekvenčńıch metod vycháźı z amplitudové a fázové frekvenčńı

charakteristiky přenosové funkce identifikovaného systému. Pomoćı těchto metod byl

navržen ideálńı PD regulátor s fázovou bezpečnost́ı 30◦. Poté byl k tomuto regulátoru

přidán filtr tak, aby nedošlo ke změně fázové bezpečnosti. Výsledný PD regulátor s filtraćı

navržený pomoćı frekvenčńıch metod je

R(s) =
5,44 (s + 1,05)

(s + 21)
.

Amplitudovou a fázovou frekvenčńı charakteristiku otevřené smyčky s vyznačenou fázo-

vou a amplitudovou bezpečnost́ı zobrazuje obrázek 3.1.

13
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Obrázek 3.1: Bodeho diagram otevřené smyčky

Každý regulačńı obvod je též charakterizován akčńım zásahem. Akčńı zásah je veli-

kost signálu, který je nutné přivést na vstup systému, aby došlo k požadované změně.

V př́ıpadě modelu helikoptéry je akčńım zásahem napět́ı pomocného motoru. Maximálńı

velikost akčńıho zásahu odpov́ıdá rozsahu vstupńı veličiny. Při návrhu regulátor̊u je tedy

nutné brát zřetel na rozsah vstupńıch veličin.
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Obrázek 3.2: Vstup systému při regulaci regulátorem navrženým frek-

venčńımi metodami
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Obrázek 3.2 zobrazuje akčńı zásah nutný pro regulaci azimutu podle obrázku 3.3.

Změna akčńıho zásahu proběhne v době, kdy vznikne požadavek na změnu úhlu v azi-

mutu. Pokud je systém v rovnovážné poloze, tak hodnota akčńıho zásahu odpov́ıdá pra-

covńımu bodu.
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Obrázek 3.3: Výstup systému při regulaci regulátorem navrženým pomoćı

frekvenčńıch metod

Tabulka 3.1 porovnává nasimulované a změřené parametry regulátoru. Z porovnáńı

hodnot je patrné, že k rozd́ıl̊um docháźı u překmitu a doby ustáleńı. Z naměřených

parametr̊u vyplývá, že má reálný systém mnohem větš́ı tlumeńı.

Parametry Simulace Měřeńı

PM [◦] 29,3 -

GM [dB] 21,1 -

Překmit [%] 42,3 5,7

Doba ustáleńı pro ±2% [s] 13,1 2,16

Regulačńı odchylka [%] 0 0,26

Tabulka 3.1: Porovnáńı nasimulovaných a naměřených hodnot regulátoru

navrženého pomoćı frekvenčńıch metod
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3.2 Návrh regulátoru pomoćı geometrického mı́sta

kořen̊u

Metoda návrhu regulátor̊u pomoćı geometrického mı́sta kořen̊u je založena na umı́st’ováńı

pól̊u uzavřené smyčky. Pomoćı této metody byl navržen PD regulátor s filtraćı

R(s) =
2,5 (s + 0,8)

(s + 8)
.

Obrázek 3.4 zobrazuje geometrické mı́sto kořen̊u uzavřené smyčky.
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Obrázek 3.4: Geometrické mı́sto kořen̊u uzavřené smyčky

Obrázek 3.5 zobrazuje akčńı zásah nutný pro regulaci azimutu podle obrázku 3.6.

Tento regulátor je méně náročný, nebot’ vyžaduje přibližně pouze polovičńı velikost akčńı-

ho zásahu proti regulátoru navrženého pomoćı frekvenčńıch metod. Přes rozd́ılnou veli-

kost akčńıch zásah̊u maj́ı oba regulátory ve všech bodech srovnatelné parametry.
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Obrázek 3.5: Vstup systému při regulaci regulátorem navrženým pomoćı

GMK
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Obrázek 3.6: Výstup systému při regulaci regulátorem navrženým pomoćı

GMK

Tabulka 3.2 porovnává nasimulované a změřené parametry regulátoru. Z porovnáńı

hodnot je patrné, že stejně jako v př́ıpadě regulátoru navrženého pomoćı frekvenčńıch

metod docháźı k rozd́ıl̊um u překmitu a doby ustáleńı. Naměřené hodnoty dosahuj́ı lepš́ıch

kvalit než parametry źıskané simulaćı.
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Parametry Simulace Měřeńı

PM [◦] 31,5 -

GM [dB] 14,7 -

Překmit [%] 39,9 4,91

Doba ustáleńı pro ±2% [s] 12,1 2,2

Regulačńı odchylka [%] 0 0,7

Tabulka 3.2: Porovnáńı nasimulovaných a naměřených hodnot regulátoru

navrženého pomoćı GMK

3.3 Vliv vněǰśıho zásahu na kvalitu regulace

Reálné systémy jsou vystaveny p̊usobeńı vněǰśıch vliv̊u, které je mohou vychylovat z rov-

novážných bod̊u. V př́ıpadě reálné helikoptéry se jedná např́ıklad o poryv větru. Úkolem

regulátor̊u je včasně reagovat a udržet systém v požadovaných meźıch. Na modelu heli-

koptéry lze vliv vněǰśıch vliv̊u simulovat úmyslným vychýleńım z rovnovážného bodu.

Účelem tohoto pokusu je ověřit, zda se model ř́ızený navrženými regulátory navrát́ı

do p̊uvodńı žádané polohy i po vychýleńı.

Obrázek 3.7 zobrazuje akčńı zásah nutný pro ř́ızeńı azimutu regulátorem navrženým

pomoćı frekvenčńıch metod. Odpov́ıdaj́ıćı pr̊uběh ř́ızeńı azimutu je na obrázku 3.8. Obrá-

zek 3.8 zobrazuje pr̊uběh výstupu systému před i po vychýleńı z požadované polohy.
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Obrázek 3.7: Vstup systému s regulátorem navrženým pomoćı frek-

venčńıch metod při vychýleńı z rovnovážného bodu
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Obrázek 3.8: Výstup systému s regulátorem navrženým pomoćı frek-

venčńıch metod při vychýleńı z rovnovážného bodu

Obrázek 3.9 zobrazuje akčńı zásah nutný pro ř́ızeńı azimutu regulátorem navrženým

pomoćı geometrického mı́sta kořen̊u. Odpov́ıdaj́ıćı pr̊uběh ř́ızeńı azimutu je na obráz-

ku 3.10. Obrázek 3.10 zobrazuje pr̊uběh výstupu před i po vychýleńı z požadované polohy.

Jedná se o dvě vychýleńı opačného směru.
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Obrázek 3.9: Vstup systému s regulátorem navrženým pomoćı GMK

při vychýleńı z rovnovážného bodu
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Obrázek 3.10: Výstup systému s regulátorem navrženým pomoćı GMK

při vychýleńı z rovnovážného bodu

Z naměřených pr̊uběh̊u je patrné, že se model helikoptéry ř́ızený oběma regulátory

po vychýleńı z požadované polohy do této polohy opětovně vrátil. Vzhledem k velikosti

vychýleńı byla reakce regulátor̊u rychlá. Důležité také je, že po navráceńı do požadované

polohy nedošlo k zvětšeńı regulačńı odchylky. Lze tedy konstatovat, že se regulátory

osvědčily i v př́ıpadě vněǰśıho zásahu.

Shrnut́ı

Hodnoty parametr̊u źıskané simulaćı a měřeńım se dosti rozcházej́ı. Tato skutečnost je

zřejmě zp̊usobena výběrem metody identifikace systému. Aproximace přechodových cha-

rakteristik totiž nedovoluje dostatečně prozkoumat póly přenosové funkce a tedy jej́ı

dynamiku.

Z teoretických předpoklad̊u by měla být regulačńı odchylka regulovaného systému nu-

lová, nebot’ otevřená smyčka obsahuje integračńı složku. Integračńı složka je ale obsažena

ve vlastńım systému, což v realitě zp̊usobuje malé regulačńı odchylky vyvolané pásmem

necitlivosti vstupńı veličinu.

Srovnáńı regulace azimutu oběma navrženými regulátory poskytuj́ı obrázky 3.11 a 3.12.

Obrázek 3.11 zobrazuje porovnáńı akčńıch zásah̊u nutných pro regulaci azimutu podle

obrázku 3.12. Z porovnáńı je zřejmé, že oba regulátory maj́ı všechny parametry srovna-

telné až na velikost akčńıho zásahu.
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Kapitola 4

Linearizace

Reálné fyzikálńı systémy lze matematicky popsat diferenciálńımi rovnicemi. Diferenciálńı

rovnice, které definuj́ı vztahy na reálném systému, mohou být obecně nelineárńı. Tento ne-

lineárńı popis charakterizuje dynamiku systému v širokém rozsahu pracovńıch podmı́nek.

Regulované systémy však často pracuj́ı v okoĺı definovaného pracovńıho bodu, kde je ob-

vykle můžeme nahradit modelem lineárńım. Lineárńı model je ovšem použitelný pouze

v takovém okoĺı pracovńıho bodu, pro které splňuje požadavky na přesnost. Proces na-

hrazeńı nelineárńıho modelu v daném pracovńım bodě modelem lineárńım je založen na

Taylorově polynomu prvńıho stupně (viz př́ıloha A) a nazýváme jej linearizaćı.

4.1 Teoretický úvod

Dynamické systémy s neproměnnými parametry se nazývaj́ı stacionárńı (t-invariantńı)

a lze je popsat soustavou nelineárńıch rovnic

ẋ(t) = f
(
x(t), u(t)

)
,

y(t) = g
(
x(t),u(t)

)
,

(4.1)

kde prvńı diferenciálńı rovnice se nazývá stavovou rovnićı a druhá algebraická rovnice

výstupńı rovnićı. Vektor u(t) je vektor r vstup̊u, x(t) je vektor n vnitřńıch stav̊u a y(t) je

vektor m výstup̊u. Vektory lze vyjádřit jako

u(t) =
[
u1(t) u2(t) . . . ur(t)

]T
,

x(t) =
[
x1(t) x2(t) . . . xn(t)

]T
,

y(t) =
[
y1(t) y2(t) . . . ym(t)

]T
.

23
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O linearitě či nelinearitě systému rozhoduje jen charakter vektorových funkćı f a g. Pokud

je alespoň jedna z těchto funkćı nelineárńı, jedná se o nelineárńı systém. Jde-li o nelineárńı

systém a chceme-li použ́ıt lineárńı teorii, aproximujeme nelineárńı funkci funkćı lineárńı

(viz př́ıloha A). Linearizaci (aproximaci) provád́ıme vždy v pracovńım bodě, pro který

plat́ı, že všechny derivace vnitřńıch stav̊u jsou rovny nule. Pracovńı bod charakterizuj́ı

vektory x0 a u0, jenž lze zapsat jako

u0 =
[
u10 u20 . . . ur0

]T
,

x0 =
[
x10 x20 . . . xn0

]T
.

Výstupńı vektor y0,

y0 =
[
y10 y20 . . . ym0

]T
,

je určen vektory x0 a u0, viz rovnice (4.1).

Lineárńı funkci lze źıskat pomoćı Taylorova rozvoje prvńıho řádu. Z definice A.1

vyplývá, že se v podstatě jedná o tečnu nelineárńı funkce v daném pracovńım bodě.

Vektorové funkce f a g můžeme rozepsat podle následuj́ıćıho schématu

fi

(
x(t), u(t)

)≈ fi(x0,u0)+
n∑

k=1

∂fi

∂xk

∣∣∣∣
x0,u0

(xk − xk0) +
r∑

k=1

∂fi

∂uk

∣∣∣∣
x0,u0

(uk − uk0), (4.2)

gj

(
x(t), u(t)

)≈ gj(x0, u0)+
n∑

k=1

∂gj

∂xk

∣∣∣∣
x0,u0

(xk − xk0) +
r∑

k=1

∂gj

∂uk

∣∣∣∣
x0,u0

(uk − uk0), (4.3)

kde i = 1, 2, . . . , n a j = 1, 2, . . . , m. Linearizovaný model je modelem odchylkovým,

vztaženým vždy k pracovńımu bodu, pro který byl odvozen. Odchylkový model lineari-

zovaného nelineárńıho systému můžeme zapsat podobně jako stavový model lineárńıho

systému ve tvaru

ẋ(t) = A∆x(t) + B∆u(t),

∆y(t) = C∆x(t) + D∆u(t),
(4.4)

kde vektory odchylek jsou

∆u(t) =
[
u1(t)− u10 u2(t)− u20 . . . ur(t)− ur0

]T
,

∆x(t) =
[
x1(t)− x10 x2(t)− x20 . . . xn(t)− xn0

]T
,

∆y(t) =
[
y1(t)− y10 y2(t)− y20 . . . ym(t)− ym0

]T
.
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Matice v rovnićıch (4.4) představuj́ı

A =




∂f1

∂x1

. . .
∂f1

∂xn
...

...
∂fn

∂x1

. . .
∂fn

∂xn




, B =




∂f1

∂u1

. . .
∂f1

∂ur
...

...
∂fn

∂u1

. . .
∂fn

∂ur




,

C =




∂g1

∂x1

. . .
∂g1

∂xn
...

...
∂gm

∂x1

. . .
∂gm

∂xn




, D =




∂g1

∂u1

. . .
∂g1

∂ur
...

...
∂gm

∂u1

. . .
∂gm

∂ur




,

kde A je matice systému rozměru (n × n), B je matice ř́ızeńı rozměru (n × r), C a D

jsou výstupńı matice rozměru (m× n) a (m× r).

4.2 Př́ıklady

Př́ıklad 4.1: Vodńı nádrž (Noskievič, P., 1999, strana 62) s jedńım př́ıtokem a jedńım

S
2


S
1


q
(
t
)


h
(
t
)


Obrázek 4.1: Vodńı nádrž

výtokem je popsána rovnićı

dh(t)

dt
= −S2

S1

√
2g

√
h(t) +

q(t)

S1

, (4.5)

kde h(t) [m] je výška hladiny v nádrži, q(t) [m3 s−1]

je objemový př́ıtok, S1 = 0,03 m2 je pr̊uřez nádrže,

S2 = 0,0008 m2 je pr̊uřez výtokové trubice a g [m s−2]

je t́ıhové zrychleńı.

Linearizujte systém pro výšku hladiny 10 m a po-

rovnejte linearizovaný a nelineárńı model. Za výstup

považujte výšku hladiny h(t) v nádrži.

Řešeńı: Nejprve zavedeme substituci

S2

S1

√
2g = a ,

1

S1

= b .

Dále zavedeme substituci pro vstupńı, stavové a výstupńı veličiny

u = q , x = h , y = h = x .
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Pracovńı bod je charakterizován hodnotami u0 a x0. Hodnota x0 představuje ustálenou

hladinu v nádrži (ze zadáńı 10 m) a u0 konstantńı př́ıtok potřebný pro udržeńı hladiny x0.

Př́ıtok u0 dopoč́ıtáme z rovnice (4.5). Pro ustálený stav plat́ı

dh(t)

dt
= ẋ(t) = 0 ,

odkud dostaneme

u0 =
√

2 S2
2 g x0 .

Po dosazeńı dostaneme pracovńı bod

x0 = 10 m, u0
.
= 0,0112 m3 s−1.

Stavovou rovnici (4.5) a výstupńı rovnici y(t) = x(t) linearizujeme podle rovnic (4.2)

a (4.3) na tvar

ẋ(t) = −a
√

x0 + b u0 − a

2
√

x(t)

∣∣∣∣∣
x0, u0

(
x(t)− x0

)
+b

(
u(t)− u0

)
, (4.6)

y(t) = x0 + 1
(
x(t)− x0

)
. (4.7)

Je zřejmé, že součet prvńıch dvou člen̊u na pravé straně rovnice (4.6) je z definice pra-

covńıho bodu nutně roven nule. Rovnice (4.6) a (4.7) využijeme pro sestaveńı matic

stavového popisu. Pro obecný pracovńı bod maj́ı matice tvar

A =

[
− a

2
√

x0

]
, B =

[
b

]
, C =

[
1

]
, D =

[
0

]
.

Simulinkové schéma nelineárńıho a linerizovaného modelu je znázorněno na obrázku 4.2.

Nelineárńı model systému je nutné nastavit do pracovńıho bodu. To obnáš́ı nastaveńı

všech počátečńıch podmı́nek v souladu s pracovńım bodem. V tomto př́ıpadě je u0

počátečńı podmı́nkou vstupńıho bloku a x0 je počátečńı podmı́nkou integrátoru. Po-

rovnávat nelineárńı model s linearizovaným je možné pouze v okoĺı pracovńıho bodu.

Z tohoto d̊uvodu na vstup linearizovaného modelu přivád́ıme signál ∆u a výstup ne-

lineárńıho modelu porovnáváme se signálem ∆y + y0. Toto je d̊usledkem skutečnosti, že

linearizovaný model je modelem odchylkovým, vztaženým vždy k jednomu zvolenému

pracovńımu bodu.



4.2. PŘÍKLADY 27

x
’
 x


-
K
-


b


-
K
-


a


x
’
=
A
x
+
B
u

y
=
C
x
+
D
u


s
q
r
t


1
/
s


u
0
 x
0


Obrázek 4.2: Simulinkové schéma nelineárńıho a linearizovaného modelu

nádrže

Následuj́ıćı obrázky porovnávaj́ı odezvy nelineárńıho a linearizovaného modelu na

skoky o r̊uzné velikosti přivedené na vstup v čase 50 s. Chyba odezvy linearizovaného

modelu je zp̊usobena odchýleńım od pracovńıho bodu. Z graf̊u vyplývá, že při použit́ı

větš́ıho vstupńıho skoku docháźı k větš́ı chybě, tj. linearizovaný model se v́ıce odchyluje

od pracovńıho bodu.
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skok o velikosti 1,1u0
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Obrázek 4.4: Odezvy nelineárńıho a linearizovaného modelu nádrže na

skok o velikosti 1,15u0 X

Př́ıklad 4.2: Kyvadlo s volným závěsem upevněné na pohyblivém voźıku (Roubal, J.,

2002), jenž je tvrdým zdrojem polohy (kyvadlo zpětně neovlivňuje pohyb voźıku), popi-

suje rovnice

d2ϕ(t)

dt2
= −2 δ

dϕ(t)

dt
− ω2

0 cos ϕ(t) +
2

3 l
a(t) sin ϕ(t), (4.8)

Obrázek 4.5: Kyvadlo na voźıku

kde ϕ(t) [rad] je úhel vychýleńı kyvadla od osy závě-

su, δ = 0,1 s−1 je koeficient útlumu, ω0 = 2,5 rad s−1

je úhlová frekvence vlastńıch kmit̊u, l = 1 m je délka

kyvadla a a(t) [m s−2] je zrychleńı dodávané systému

vněǰśı silou.

Linearizujte model systému pro kyvadlo v horńı

poloze x0 = [π/2, 0]T a porovnejte linearizovaný

a nelineárńı model. Za výstup považujte úhel vy-

chýleńı kyvadla.

Řešeńı: Nejprve zavedeme substituci

2 δ = b , ω2
0 = c ,

2

3 l
= d .

Dále zavedeme substituci pro vstupńı, stavové a výstupńı veličiny

u = a , x1 = ϕ , x2 = ϕ̇ , y = x1 .
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Pomoćı substituce přeṕı̌seme diferenciálńı rovnici druhého řádu (4.8) na následuj́ıćı dvě

diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

ẋ1(t) = x2(t), (4.9)

ẋ2(t) = −b x2(t)− c cos x1(t) + d u(t) sin x1(t). (4.10)

Pracovńı bod je dán hodnotou u0 a vektorem x0 ve tvaru

x0 = [x10 x20]
T ,

kde x10 je úhel vychýleńı kyvadla a x20 je úhlová rychlost v poloze dané x10. Vektor x0

je znám ze zadáńı. Pro výpočet u0 vyjdeme z rovnice (4.10). Pro ustálený stav plat́ı

ẋ1(t) = 0 a ẋ2(t) = 0 ,

odkud dostaneme pracovńı bod

u0 = 0 m s−2 , x0 = [π/2 rad 0 rad s−1]T .

Rovnice (4.9), (4.10) a výstupńı rovnici y(t) = x1(t) linearizujeme podle rovnic (4.2)

a (4.3) na tvar

ẋ1(t) = x20 +1
(
x2(t)− x20

)
,

ẋ2(t) = − b x20−c cos x10−d u0 sin x10−b
(
x2(t)−x20

)
+ c sin x1(t)|x0, u0

(
x1(t)−x10

)
+

+ d u(t) cos x1(t)|x0, u0

(
x1(t)− x10

)
+ d sin x1(t)|x0, u0

(
u(t)− u0

)
,

y(t) = x10 +1
(
x1(t)− x10

)
.

Tyto rovnice využijeme pro sestaveńı matic stavového popisu. Pro obecný pracovńı bod

maj́ı matice tvar

A =


 0 1

c sin x10 + d u0 cos x10 −b


 , B =


 0

d sin x10


 ,

C =
[

1 0
]
, D =

[
0

]
.

Simulinkové schéma nelineárńıho a linearizovaného modelu je znázorněno na obrázku 4.6.

Nelineárńı model je opět nutné nastavit do pracovńıho bodu. Hodnota u0 je počátečńı

podmı́nkou vstupńıho bloku, x10 je počátečńı podmı́nkou integrátoru stavu x1 a x20 je

počátečńı podmı́nkou integrátoru stavu x2.
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Obrázek 4.6: Simulinkové schéma nelineárńıho a linearizovaného modelu

kyvadla
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Obrázek 4.7: Odezva nelineárńıho a linearizovaného modelu kyvadla na

skok o velikosti 1

Obrázek 4.7 zobrazuje odezvu nelineárńıho a linearizovaného modelu na jednotkový

skok přivedeného na vstup v čase 1 s. Zamyslete se nad d̊usledkem použit́ı linearizovaného

modelu. X
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Př́ıklad 4.3: Stabilizátor polohy plošiny tvořený gyroskopem G a hydromotorem H

(Źıtek, P. a Petrová, R., 2004, strana 90) upevněný na j́ızdńım kole má udržovat

stálou požadovanou polohu plošiny, tj. úhel ϕ(t), ačkoli se sklon ψ(t) podvozku nepravi-

delně měńı j́ızdou po nerovném terénu. Tento systém lze popsat vztahy

dh(t)

dt
= −γ(t) , (4.11)

dγ(t)

dt
= arccos

(
p2 + r2 − h2(t)

2p r

)
− α + ψ(t)− bγ(t) , (4.12)

Obrázek 4.8: Stabilizátor plošiny

kde h(t) [m] je poloha ṕıstu, γ(t) je signál

gyroskopu G, ϕ(t) [rad] je sklon plošiny,

ψ(t) [rad] je proměnný sklon zp̊usobený na-

jet́ım na nerovnost, r = 0,9 m je polovičńı

délka plošiny, b = 0,4 s−1 je konstanta gyro-

skopu, p = 0,6 m a α = π/4 jsou parametry

kola.

Za vstup považujte sklon podvozku ψ(t),

za výstup úhel ϕ(t) definovaný jako

ϕ(t) = arccos

(
p2 + r2 − h2(t)

2p r

)
− α + ψ(t). (4.13)

Předpokládejte nulový úhel nakloněńı plošiny pro j́ızdu po rovině, tj. nulový vstup. V tom-

to bodě linearizujte a porovnejte linearizovaný a nelineárńı model.

Řešeńı: Nejprve zavedeme substituci

2p r = a , p2 + r2 = c .

Dále zavedeme substituci pro vstupńı, stavové a výstupńı veličiny

u = ψ , x1 = h , x2 = γ , y = ϕ = arccos

(
c− x2

1

a

)
− α + u .

Pracovńı bod je dán hodnotou u0 a vektorem x0 ve tvaru

x0 = [x10 x20]
T ,

kde hodnota x20 představuje velikost signálu gyroskopu jako reakci na vstupńı úhel u0.

Této velikosti signálu odpov́ıdá velikost zdvihu ṕıstu hydromotoru x10. Ze zadáńı známe
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pouze hodnotu u0. Hodnoty x10 a x20 dopoč́ıtáme z rovnic (4.11) a (4.12). Pro ustálený

stav plat́ı
dh(t)

dt
= ẋ1(t) = 0 a

dγ(t)

dt
= ẋ2(t) = 0 ,

odkud po dosazeńı dostáváme pracovńı bod

u0 = 0 rad , x0
.
= [0,6374 m 0]T .

Dosazeńım do rovnice (4.13) se lze přesvědčit, že tento pracovńı bod odpov́ıdá nulovému

úhlu nakloněńı plošiny. Matice stavového popisu maj́ı v obecném pracovńım bodě tvar

A =




0 −1

2 x10

a

√
1−

(
c− x2

10

a

)2
−b




, B =

[
0

1

]
,

C =




2 x10

a

√
1−

(
c− x2

10

a

)2
0


 , D =

[
1

]
.

Obrázek 4.9 znázorňuje simulinkové schéma nelineárńıho modelu stabilizátoru. Hod-

nota u0 je počátečńı podmı́nkou vstupńıho bloku, x10 je počátečńı podmı́nkou integrátoru

stavu x1 a x20 je počátečńı podmı́nkou integrátoru stavu x2.
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Obrázek 4.9: Simulinkové schéma nelineárńıho modelu stabilizátoru

Následuj́ıćı obrázky porovnávaj́ı odezvy nelineárńıho a linearizovaného modelu na

skoky o r̊uzné velikosti přivedené na vstup v čase 0 s. Z graf̊u vyplývá, že při použit́ı

větš́ıho skoku se linearizovaný model od nelineárńıho v́ıce odchyluje.
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Obrázek 4.10: Odezvy nelineárńıho a linearizovaného modelu stabilizátoru

na skok o velikosti 0,1
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Obrázek 4.11: Odezvy nelineárńıho a linearizovaného modelu stabilizátoru

na skok o velikosti 0,3 X

Př́ıklad 4.4: Model ramene manipulátoru s pružným torzńım spojeńım (Źıtek, P. a

V́ıteček, A., 1999, strana 132) je popsán vztahy

d2ϕ1(t)

dt2
=−mgr

Jr

cos ϕ1(t)− c

Jr

ϕ1(t) +
c

Jr

ϕ2(t), (4.14)

d2ϕ2(t)

dt2
=

c

Jm

ϕ1(t)− c

Jm

ϕ2(t) +
mh(t)

Jm

, (4.15)
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Obrázek 4.12: Rameno manipulátoru

kde ϕ1(t) [rad] je úhel natočeńı ramene mani-

pulátoru, ϕ2(t) [rad] je úhel natočeńı hř́ıdele

motoru, mh (t) [N m] je hnaćı moment mo-

toru, c [Nm rad−1] je torzńı tuhost spojeńı,

Jr [kgm2] je moment setrvačnosti ramena,

Jm [kgm2] je moment setrvačnosti motoru,

r [m] je poloha soustředěné hmotnosti rame-

ne, m [kg] je soustředěná hmotnost ramene,

konstanta t́ıhového zrychleńı je g=9,81m s−2.

Linearizujte model v obecném pracovńım

bodě a napǐste stavové rovnice tohoto linearizovaného modelu. Za vstup považujte hnaćı

moment motoru mh(t), za výstup úhel natočeńı ramene ϕ1(t).

Řešeńı: Zavedeme substituci

u = mh , x1 = ϕ1 , x2 = ϕ̇1 , x3 = ϕ2 , x4 = ϕ̇2 , y = x1 .

Pomoćı substituce přeṕı̌seme diferenciálńı rovnice druhého řádu (4.14) a (4.15) na čtyři

následuj́ıćı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

ẋ1(t) = x2(t) ,

ẋ2(t) = −mgr

Jr

cos x1(t)− c

Jr

x1(t) +
c

Jr

x3(t) ,

ẋ3(t) = x4(t) ,

ẋ4(t) =
c

Jm

x1(t)− c

Jm

x3(t) +
u(t)

Jm

.

Pracovńı bod je dán hodnotou u0 a vektorem x0 ve tvaru

x0 = [x10 x20 x30 x40]
T .

Pro obecný pracovńı bod maj́ı matice stavového popisu tvar

A =




0 1 0 0

− c

Jr

+
mgr

Jr

sin x10 0
c

Jr

0

0 0 0 1

c

Jm

0 − c

Jm

0




, B =




0

0

0

1

Jm




,

C =
[

1 0 0 0
]
, D =

[
0

]
.

Pokuste se o simulinkové schéma nelineárńıho modelu. X
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Př́ıklad 4.5: Koncentračńı směšovač (Źıtek, P. a V́ıteček, A., 1999, strana 98)

neměnného pr̊uřezu slouž́ı k mı́seńı dvou stejných látek s rozd́ılnými koncentracemi a roz-

d́ılnými objemovými př́ıtoky. Směšovač poskytuje roztok o požadované koncentaci a o ob-

jemovém výtoku tak, že při fyzikálńıch omezeńıch h(t), q1(t), q2(t) ≥ 0 a 0<c1≤c(t)≤c2,

může být popsán vztahy

dh(t)

dt
=

1

S

(
q1(t) + q2(t)− q(t)

)
,

dc(t)

dt
=

1

Sh(t)

[(
c1 − c(t)

)
q1(t) +

(
c2 − c(t)

)
q2(t)

]
,

q(t) = a
√

h(t),

Obrázek 4.13: Koncentračńı směšovač

kde h(t) [m] je výška hladiny v nádrži,

c(t) [kmol m−3] je koncentrace výsledného

roztoku, q(t) [m3 s−1] je objemový výtok

výsledného roztoku, c1, c2 [kmolm−3] jsou

koncentrace přitékaj́ıćıch roztok̊u, veličiny

q1(t), q2(t) [m3 s−1] jsou objemové př́ıtoky

vstupńıch roztok̊u, S [m2] je pr̊uřez smě-

šovače, a [m
5
2 s−1] je konstanta.

Linearizujte systém v obecném pracovńım bodě a napǐstě rovnice stavového popisu.

Za vstupy považujte veličiny q1(t) a q2(t), za výstupy veličiny c(t) a q(t).

Řešeńı: Zavedeme substituci

u1 = q1 , u2 = q2 , x1 = h , x2 = c , y1 = q = a
√

x1 , y2 = c = x2 .

Obecný pracovńı bod je dán vektory u0 a x0 ve tvaru

u0 = [u10 u20]
T , x0 = [x10 x20]

T .

Pro obecný pracovńı bod maj́ı matice stavového popisu tvar

A =




− a

2S

1√
x10

0

− 1

Sx2
10

(
(c1 − x20)u10 + (c2 − x20)u20

) − 1

Sx10

(u10 + u20)


 ,

B =




1

S

1

S

c1 − x20

Sx10

c2 − x20

Sx10


 , C =




a

2

1√
x10

0

0 1


 , D =




0 0

0 0


 .

X
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4.3 Úlohy

Př́ıklad 4.6: Mechanický oscilátor (Noskievič, P., 1999, strana 20) vykonávaj́ıćı po-

hyb s jedńım stupněm volnosti je popsán vztahem

m
d2x(t)

dt2
+ b

dx(t)

dt
+ k x(t) = FG + F (t) ,

Obrázek 4.14: Oscilátor

kde x(t) [m] je poloha závaž́ı v souřadnicovém

systému, F (t) [N] je vněǰśı śıla, FG [N] je t́ıhová

śıla p̊usob́ıćı na závaž́ı, m [kg] je hmotnost závaž́ı,

k [kg s−2] je tuhost pružiny, b [kg s−1] je koeficient

tlumeńı a g [m s−2] je t́ıhové zrychleńı.

Linearizujte v pracovńım bodě, pro nějž plat́ı

u0 = −mg, a napǐstě rovnice stavového popisu.

Za výstup považujte polohu závaž́ı x(t). Nad vý-

sledkem a smyslem linearizace se zamyslete.

Př́ıklad 4.7: Matematický model kyvadla z př́ıkladu 4.2 linearizujte v pracovńım bodě

daným vektorem x0 = [−π/2 0]T . Porovnejte nelineárńı a linearizovaný model.

Př́ıklad 4.8: Linearizujte nelineárńı systém daný vztahy

ẋ1(t) = −2 x1(t) + 2
√

x2(t),

ẋ2(t) = x1(t)− 2 x2(t)− u(t),

y(t) = 2 x1(t)− x2(t),

v pracovńım bodě, pro nějž plat́ı x10 = 1.

Př́ıklad 4.9: Pohyb kuličky (Źıtek, P. a Petrová, R., 2004, strana 25) vaĺıćı se volně

drážkou na kruhovém oblouku je popsán vztahy

r mrd
2ψ(t)

dt2
= mg sin

(
ϕ(t) + ψ(t)

)
,

Jd2ϕ(t)

dt2
= F (t) l cos ϕ(t),
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Obrázek 4.15: Kulička na oblouku

kde ψ(t) [rad] je středový úhel polohy kuličky,

ϕ(t) [rad] je úhel sklonu oblouku, F (t) [N] je

vněǰśı śıla nakláněj́ıćı oblouk, m = 0,05 kg hmot-

nost kuličky, mr = 1,25 kg je hmotnost oblouku,

r = 1,75 m je poloměr kruhové úseče, l = 0,8 m

je polovičńı délka podstavy, J = 0,5 kgm2 je

hmotný moment setrvačnosti oblouku a g [m s−2]

je t́ıhové zrychleńı.

Předpokládejte, že nulové vněǰśı śıle odpov́ıdaj́ı nulové úhly ψ(t) a ϕ(t). V tomto bodě

linearizujte a porovnejte nelineárńı a linearizovaný model. Za výstup považujte r ψ(t).

Řešeńı úloh z kapitoly 4 Linearizace

4.6: substituce x1 = x,x2 = ẋ1,u = Ft, pracovńı bod x0 = [0 0]T , stavový popis

A =

[
0 1

− k
m

− b
m

]
, B =

[
0

1

]
, C =

[
1 0

]
, D =

[
0

]
, linearizace neńı nutná,

systém je lineárńı; 4.7: pracovńı bod u0 = 0, stavový popis stejný jako v př́ıkladě 4.2, pro

simulaci je nutné ve schématu změnit počátečńı podmı́nky; 4.8: pracovńı bod x0 = [1 1]T ,

u0 =−1, stavový popis A=

[
−2 1√

x20

1 −2

]
, B=

[
0

−1

]
, C =

[
2 −1

]
, D=

[
0

]
;

4.9: substituce x1 = ψ, x2 = ẋ1, x3 = ϕ, x4 = ẋ3, u = P , pracovńı bod x0 = [0 0 0 0],

u0 = 0, stavový popis A =




0 1 0 0
mg cos(x10+x30)

rmr
0 mg cos(x10+x30)

rmr
0

0 0 0 1

0 0 −F0 l sin x30

J
0




, B =




0

0

0
l cos x30

J




,

C =
[

1 0 0 0
]
, D =

[
0

]
;
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Kapitola 5

Závěr

V prvńı části této bakalářské práce byla experimentálně identifikována přenosová matice

z napět́ı hlavńıho a pomocného motoru na azimut. Přenosová funkce z napět́ı pomocného

motoru na azimut byla využita pro návrh regulátor̊u. Regulátory byly navrženy pomoćı

frekvenčńıch metod a pomoćı metody geometrického mı́sta kořen̊u.

Jako nejvhodněǰśı typ regulátoru pro ř́ızeńı azimutu modelu helikoptéry byl vyhod-

nocen PD regulátor s filtraćı, nebot’ vykazoval nejlepš́ı hodnoty doby ustáleńı. Model

helikoptéry je velice rychlý systém, a proto i vyšš́ı hodnoty překmitu zp̊usobené PD

regulátory s filtraćı nevedou k výraznému zhoršeńı kvality regulace. Důležitým para-

mentrem každého regulačńıho obvodu je velikost akčńıho zásahu. V př́ıpadě modelu he-

likoptéry je akčńım zásahem napět́ı na pomocném motoru, protože změna azimutu je

ř́ızena změnou velikosti napět́ı přiváděného na tento motor. Maximálńı velikost akčńıho

zásahu odpov́ıdá rozsahu odpov́ıdaj́ıćı vstupńı veličiny. Toto je př́ıčinou, proč nelze reali-

zovat na systému regulátor vykazuj́ıćı libovolné parametry. Při návrhu regulátoru je nutné

tento rozsah vstupńı veličiny znát. Č́ım je akčńı zásah větš́ı, t́ım je regulace energeticky

náročněǰśı. Navržené regulátory jsou srovnatelné ve všech parametrech mimo velikosti

potřebného akčńıho zásahu. Ten je v př́ıpadě regulátoru navrženého frekvenčńımi me-

todami dvojnásobný proti regulátoru navrženého pomoćı geometrického mı́sta kořen̊u.

Kvalita regulace oběma navrženými regulátory je velmi dobrá, a to dokonce i po vněǰśım

zásahu.

Mezi hlavńı nesnáze vyskytuj́ıćı se během měřeńı patřilo resetováńı IRC čidla, které

vedlo k přenastavováńı hodnot azimutu. Daľśım problémem byla poměrně velká citlivost

modelu na proud́ıćı vzduch.

V druhé části bakalářské práce se podařilo vytvořit soubor př́ıklad̊u k tématu li-

nearizace. Tato kapitola doplněná př́ılohou s metodami aproximace funkćı přispěje ke

39
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zkvalitněńı výuky v předmětech katedry ř́ıdićı techniky.

Tato práce vznikla s přispěńım programu MikTeX (Schenk, C., 〈http://www.miktex.org/〉)
a Matlab (The Mathworks [online], 〈http://www.mathworks.com/〉).

http://www.miktex.org/�
http://www.mathworks.com/�
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Jankovský, Z. a Pr̊ucha, L. (1998), Diferenciálńı počet 1, Praha: Vydavatelstv́ı
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revize 2005-06-12 [cit. 2005-11-11].

http://www.mathworks.com/�
http://mathworld.wolfram.com/�


Př́ıloha A

Metody aproximace funkćı

Aproximace funkce představuje jej́ı nahrazeńı jinou funkćı takovou, že funkčńı hodnoty

této funkce se co nejv́ıce bĺıž́ı funkčńım hodnotám funkce p̊uvodńı. Aproximaćı funkce

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

f(
x)

dostaneme jinou funkci, která je jednodušš́ı pro

matematické zpracováńı. Toto je hlavńım smys-

lem aproximačńıch metod. Typickým př́ıkladem

je lineárńı aproximace funkce Taylorovým poly-

nomem prvńıho stupně v okoĺı nějakého bodu x0,

neboli nahrazeńı dané funkce jej́ı tečnou v tom-

to bodě. Tato metoda je hlavńı náplńı této př́ılo-

hy, protože je základem linearizace dynamických

systémů. Daľśı materiály o Taylorových řadách

je možné nalézt v (Brabec, J. et al., 1989; Jankovský, Z. a Pr̊ucha, L., 1998; Wi-

kipedie – Otevřená encyklopedie [online], 〈http://mathworld.wolfram.com/〉).
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Daľśım př́ıkladem metody aproximace funkćı

uvedeným v této př́ıloze je Fourier̊uv rozvoj, kdy

nahrazujeme periodickou funkci na celém jej́ım

definičńım oboru. Tato aproximace funkce je za-

ložena na předpokladu, že každou periodickou

funkci lze rozvinout v nekonečnou řadu, jej́ıž jed-

notlivé členy, harmonické, maj́ı charakter goni-

ometrických funkćı. Aproximace funkce pomoćı

Fourierova rozvoje je hojně využ́ıvána v tech-

nických vědách pro účely spektrálńı analýzy signál̊u a zde je uvedena pouze jako doplňko-

vá. Vı́ce informaćı lze nalézt v (Kammler, D. W., 2000; Pr̊ucha, L., 2000).
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A.1 Základńı definice, věty a vlastnosti

Definice A.1 (Taylor̊uv polynom): Necht’ funkce f(x) má v bodě x0 derivace do

řádu n, potom polynom

Tn(x) =
n∑

k=0

(
1

k!

f (k)(x)

dx(k)

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)
k

)

nazýváme Taylorový polynomem stupně n funkce f(x) v bodě x0. Funkci Rn, definovanou

vztahem

Rn(x) = f(x)− Tn(x)

nazýváme zbytkem řádu n. I

Poznámka: Funkce f(x) je aproximována polynomem Tn(x). Plat́ı tedy Tn(x) ≈ f(x),

kde Tn(x) lze rozepsat v řadu

Tn(x) = f (x0) +
1

1!

df(x)

dx

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)
1 +

1

2!

d2f(x)

dx2

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)
2 + . . . +

+
1

n!

dnf(x)

dxn

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)
n.

Věta A.1 (Taylorova věta): Necht’ funkce f(x) má v okoĺı bodu x0 derivace do řádu

n + 1, n ≥ 0. Potom existuje bod ξ, který lež́ı mezi body x a x0 (|ξ − x0| < |x − x0|)
takový, že

f(x) = Tn(x) + Rn(x) kde Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1.

Definice A.2 (Fourierova řada): Jsou-li ak, bk reálná či komplexńı č́ısla a ω > 0, pak

řadu
a0

2
+

∞∑

k=1

(
ak cos kωt + bk sin kωt

)

nazýváme Fourierovou řadou. I

Poznámka: Je-li funkce f(t) definovaná na intervalu 〈0, T ) a má-li být aproximována

Fourierovým rozvojem, je nutné ji převést na funkci periodickou. Periodickou funkci s peri-

odou T >0 lze vytvořit z funkce f(t) dané na intervalu 〈0, T ) rozš́ı̌reńım jej́ıho definičńıho

oboru na celé R. Takto vytvořená periodická funkce se nazývá periodické prodloužeńı

funkce f(t). 2
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Věta A.2: Necht’

f(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(
ak cos kωt + bk sin kωt

)

a necht’ řada konverguje stejnoměrně (Brabec, J. et al., 1989). Potom koeficienty ak, bk

jsou definovány jako

ak =
2

T

T∫

0

f(t) cos kωt dt, bk =
2

T

T∫

0

f(t) sin kωt dt, k = 0, 1, 2 . . . .

Poznámka: Funkce f(t) může být vyjádřena Fourierovým rozvojem pouze tehdy, jestliže

je integrovatelná na intervalu 〈0, T ), kde T je perioda funkce f(t). 2

Věta A.3 (Fourierova řada sudé a liché funkce): Necht’ funkce f(t) je periodická

s periodou T > 0. Je-li funkce f(t) sudá, potom je př́ıslušná Fourierova řada kosinová

f(t) ≈ a0

2
+

∞∑

k=1

ak cos kωt,

ak =
4

T

T
2∫

0

f(t) cos kωt dt, bk = 0, k = 0, 1, 2 . . . .

Je-li f(t) lichá, pak př́ıslušná Fourierova řada je sinová

f(t) ≈
∞∑

k=1

bk sin kωt,

bk =
4

T

T
2∫

0

f(t) sin kωt dt, ak = 0, k = 0, 1, 2 . . . .

A.2 Př́ıklady

Př́ıklad A.1: Aproximujte funkci f(x) = sin x v bodě x0 = 0 pomoćı Taylorova poly-

nomu 8. řádu.

Řešeńı: Nejprve obecně urč́ıme podle definice A.1 Taylor̊uv polynom 8. řádu funkce f(x)

jako

T8(x) = sin x0 +
cos x0

1!
(x−x0)

1 − sin x0

2!
(x−x0)

2 − cos x0

3!
(x−x0)

3 +
sin x0

4!
(x−x0)

4 +

+
cos x0

5!
(x−x0)

5 − sin x0

6!
(x−x0)

6 − cos x0

7!
(x−x0)

7 +
sin x0

8!
(x−x0)

8. (A.1)
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Po dosazeńı x0 = 0 do rovnice (A.1) postupně dostáváme

T0(x) = 0,

T1(x) = T2(x) = x,

T3(x) = T4(x) = x− x3

6
,

T5(x) = T6(x) = x− x3

6
+

x5

120
,

T7(x) = T8(x) = x− x3

6
+

x5

120
− x7

5040
.

Shodnost některých polynomů je zp̊usobena t́ım, že všechny členy Taylorova rozvoje

funkce f(x) = sin x v bodě x0 = 0 obsahuj́ıćı sudou derivaci jsou rovny nule. Obrázek A.1

znázorňuje přesnost aproximace funkce f(x) v okoĺı bodu x0 = 0 pomoćı Taylorových

polynomů jednotlivých řád̊u.

−10 −5 0 5 10
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

f(
x)

f(x) = sin(x)
x

0
 = 0

T
1
(x)

T
3
(x)

T
5
(x)

T
7
(x)

Obrázek A.1: Aproximace funkce f(x) = sinx v bodě x0 = 0

Je zřejmé, že použijeme-li Taylor̊uv polynom jako náhradu p̊uvodńı funkce i v širš́ım

okoĺı zvoleného bodu, dopust́ıme se t́ım menš́ı chyby, č́ım použijeme polynom vyšš́ıho

řádu. X
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Př́ıklad A.2: Aproximujte funkci f(x) = sin x v bodě x0 = π/2 pomoćı Taylorova

polynomu 6. řádu.

Řešeńı: Po dosazeńı x0 = π/2 do rovnice (A.1) postupně dostáváme

T0(x) = T1(x) = 1,

T2(x) = T3(x) = 1− 1

2

(
x− π

2

)2

,

T4(x) = T5(x) = 1− 1

2

(
x− π

2

)2

+
1

24

(
x− π

2

)4

,

T6(x) = 1− 1

2

(
x− π

2

)2

+
1

24

(
x− π

2

)4

− 1

720

(
x− π

2

)6

.

Všechny členy Taylorova rozvoje funkce f(x) = sin x v bodě x0 = π/2 obsahuj́ıćı lichou

derivaci jsou rovny nule. Obrázek A.2 znázorňuje přesnost aproximace funkce f(x) v okoĺı

bodu x0 = π/2 pomoćı Taylorových polynomů jednotlivých řád̊u.
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T

0
(x)

T
2
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T
4
(x)

T
6
(x)

Obrázek A.2: Aproximace funkce f(x) = sinx v bodě x0 = π/2 X

Př́ıklad A.3: Aproximujte funkci x2 + y2 + z2 = 1 v bodě se souřadnicemi x0 =
√

2/2

a y0 = 0, pomoćı Taylorova polynomu prvńıho řádu.

Řešeńı: Rovnice ze zadáńı je obecnou rovnićı koule o poloměru 1 v prostoru R3, kde x je

x-ová souřadnice, y je y-ová souřadnice, z je z-ová souřadnice. Rovnici nejprve vyjádř́ıme
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jako funkci proměnných x a y. Po úpravě dostáváme

z =
√

1− x2 − y2 , z ≥ 0 , (A.2)

z = −
√

1− x2 − y2 , z < 0 .

Dosazeńım bodu o souřadnićıch x0, y0 do rovnice v zadáńı dostaneme kladné z, a proto

použijeme rovnici (A.2). Obecný tvar Taylorova polynou v bodě x0, y0 má tvar

T1(x, y) =
√

1− x2
0 − y2

0 +
1

2

−2 x0√
1− x2

0 − y2
0

(
x− x0

)
+

1

2

−2 y0√
1− x2

0 − y2
0

(
y − y0

)
.

Po dosazeńı x0 a y0 dostáváme

T1(x, y) =

√
1− 1

2
− 0−

√
2

2√
1− 1

2
− 0

(
x−

√
2

2

)
− 0

(
y − 0

)
=

=

√
2

2
−

(
x−

√
2

2

)
.

Jak zobrazuje obrázek A.3, Taylor̊uv polynom prvńıho řádu je v př́ıpadě funkce dvou

proměnných rovnićı tečné roviny v bodě x0, y0.

Obrázek A.3: Aproximace funkce dvou proměnných pomoćı Taylorova po-

lynomu prvńıho řádu X



A.2. PŘÍKLADY 49

Př́ıklad A.4: Určete Fourierovu řadu funkce, která je periodickým prodloužeńım funkce

f(t) =

{
+1, t ∈ 〈0, π)

−1, t ∈ 〈−π, 0).

Řešeńı: Pro funkci f(t) plat́ı T = 2π a ω = 1. Funkce f(t) je lichá, proto pro výpočet

použijeme větu A.3. Dostáváme

bk =
4

2π

π∫

0

(sin kt) dt =
2

π

[
−cos kt

k

]π

0

=
2(1− cos kπ)

kπ
,

bk =





0, k sudé ,

4

kπ
, k liché .

Fourierova řada funkce f(t) má tedy tvar

f(t) ≈
∞∑

k=0

4

π(2k + 1)
sin(2k + 1)t.

Obrázek A.4 zobrazuje přesnost aproximace funkce f(t) pomoćı Fourierových řad

Fn(t) =
n∑

k=0

4

π(2k + 1)
sin(2k + 1)t

vzniklých součtem r̊uzného počtu člen̊u.
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Obrázek A.4: Aproximace funkce f(t) pomoćı Fourierova rozvoje

Je zřejmé, že č́ım větš́ı počet člen̊u Fourierova řada má, t́ım je aproximace funkce f(t)

přesněǰśı. X
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A.3 Úlohy

Př́ıklad A.5: Nalezněte rovnici tečny y = kx + q k funkci f(x) = sin x v bodě x0 = 0.

Poté porovnejte tuto rovnici s Taylorovým polynomem T1(x) z př́ıkladu A.1.

Př́ıklad A.6: Nalezněte rovnici tečny y = kx+q k funkci f(x) = sin x v bodě x0 = π/2.

Poté porovnejte tuto rovnici s Taylorovým polynomem T1(x) z př́ıkladu A.2.

Př́ıklad A.7: Nalezněte rovnici tečny y = kx + q k funkci f(x) = sin x v bodě x0 = π.

Poté porovnejte tuto rovnici s Taylorovým polynomem T1(x) v bodě x0 = π.

Př́ıklad A.8: Aproximujte funkci f(x) = cos x v bodě x0 = π/2 pomoćı Taylorova

polynomu 4. řádu.

Př́ıklad A.9: Aproximujte funkci f(x) = x3 − x v bodě x0 = 1 pomoćı Taylorova

polynomu 3. řádu.

Př́ıklad A.10: Aproximujte funkci f(x) = |−x2 + 100| v bodě x0 = −10 pomoćı Tay-

lorova polynomu 2. řádu.

Př́ıklad A.11: Určete Taylor̊uv polynom druhého řádu pro funkci f(x) = ln(1 + 2x)

v bodě x0 = 0 a pomoćı věty A.1 odhadněte chybu pro |x| < 0,1.

Př́ıklad A.12: Určete Fourierovu řadu funkce, která vznikne periodickým prodloužeńım

funkce f(t) = sin t, t ∈ 〈0, π).

Řešeńı úloh z př́ılohy A Metody aproximace funkćı

A.5: y = x; A.6: y = 1; A.7: y = −x + π ; A.8: T4(x) = − (
x− π

2

)
+ 1

6

(
x− π

2

)3
;

A.9: 2 (x − 1) + 3 (x − 1)2 + (x − 1)3 ; A.10: Taylor̊uv rozvoj nelze použ́ıt (funkce

neńı v bodě −10 spojitá); A.11: T2(x) = 2
1+2x

x + 1
2

−2
(1+2x)2

x2, |R2(x)| < 7,72 ∗ 10−4 ;

A.12: f(t) ≈ 2
π
−

∞∑
k=1

4
π (4k2−1)

cos 2kt;
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