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Abstrakt

Predkladana bakalarskd prace je myslena jako materidl uréeny pro podporu vyuky na
Katedie fidici techniky Ceského vysokého uceni technického v Praze. Prace je rozdélena
do dvou c¢asti. Prvni ¢ast prace je zaméfena na vytvoreni modelu parniho generatoru
s turbinou fizeného Wattovavym regulatorem v prostiedi Matlab Virtual Reality Tool-
boxu. Druhda ¢ast bakaladiské prace se zaobird stabilitou systému, pficemz na problém
nahlizi z ruznych hledisek. Jejim cilem je vytvotreni studijniho materialu, davajictho stu-
dentum rychly prehled této dulezité problematiky. Hlavni principy jsou demonstrovany na
fesenych prikladech, v dil¢ich kapitolach je téz prilozena sada nefesenych, ale motivujicich

priklad.
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Abstract

The aim of presented graduation thesis is to support the education in the Department
of Control Engineering at Czech Technical University in Prague. The presented work
consists of two main parts. First of these is aimed on developement of a Matlab Virtual
Reality Toolbox model of system with steam generator and turbine, which is controlled
by a Watt regulator. The second part reviews system stability from various views. The
goal is to create a study material that would enable students to get quick review of this
importart topic. The main principles are demonstrated on solved examples, but a set of

unsolved and motivative examples is also included in the subsections.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Obecna problematika

Pti vytvareni modelu regulatoru dle mechanické predlohy je v prvé fadé nutné model de-
tailné rozebrat a matematicky popsat mechanické vztahy platici pro dany systém. V praxi
se vétsina téchto systému chova nelinearné, avsak diky tomu, ze systémy jsou vétsinou
urceny k praci v definovanych mezich, je mozné zvolit pro systém vhodny pracovni bod a
kolem néj provést linearizaci. Proces linearizace pak nasledné zjednodusi navrh modelu.

Funkci regulatoru je stabilizace systému na pozadovanych hodnotéch vystupni veliciny.

1.2 Prvni ¢ast prace

V prvni ¢asti prace je rozbor Wattova odstiedivého regulatoru, postup pfi sestavovani
jeho matematické reprezentace nasledné pouzité ve vypocetnim programu MATLAB/Sim-
ulink a vytvoreni jeho vizualizace ve standardu VRML97(ddle VR Model) . Funkénost
modeltl pak zajistuje propojeni matematického modelu a VR Modelu pomoci Virtual
Reality Toolboxu(dédle VR Toolbox). V ramci identifikace systému je cilem definovat vz-
tah mezi vstupnimi otackami regulatoru a velikosti jeho akéniho zasahu. Tato znalost je
nasledné vyuzita pro navrh matematického modelu i pro vytvoreni modelu virtualniho
svéta odpovidajictho moznému technickému feseni. Dalsim cilem je pak vytvoreni matem-
atického modelu virtualni soustavy kotle a turbiny, kterou je mozno pomoci regulatoru

ovladat.
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1.3 Druha ¢ast prace

Ve druhé casti bakalaiské prace je rozebrana stabilita u linedrnich systému a moznost
jeji identifikace, coz je v praxi dédle vyuzivano k navrhu regulace daného systému. Kromé
obecnych definici stability jsou zde obsazeny téz fesené a nefesené priklady k nastinéné
problematice. Kritéria slouzici k urceni stability systému jsou zminéna pouze okrajove,

pricemz jsou uvedeny zdroje, kde jsou rozvedena vice do hloubky.



Kapitola 2

Wattuv regulator

2.1 Rozbor

2.1.1 Obecny nastin stavby a funkce regulatoru

Wattuv regulator se proslavil v dobé prumyslové revoluce, kdy s prudkym nartustem
poctu parnich stroju, bylo tfeba mit i spolehlivy a jednoduchy regula¢ni systém stabi-
lizujici a optimalizujici praci tovarnich stroju. Regulator je zalozen na principu odstredivé
sily. I v soucasné dobé lze tento reguldtor najit v systémech, ve kterych neni vhodné
z konstrukénich duvodu vyuzit k regulaci pouze elektronické prvky a kde se vyuziva
prevod pozorované veliciny na otacky. Nejcastéjsi soucasnou aplikaci regulatoru je regu-
lace vstiikovani u lokomotiv, kde je pouzit bud’ samostatné, nebo jako sou¢dst sdruzeného
regulatoru.

Nastaveni pozadovanych vystupnich otécek systému se docililo pomoci stavitelné délky [
rotujicich ramen regulatoru, se zavazimi na koncich, napojenych na hnaci hiidel parniho
stroje viz (obr. 2.1). Nejvétsim problémem pii tvorbé matematického modelu bylo nas-
taveni parametru reguldtoru pro dany systém, pricemz nejucelnéjsi byla postupnd aprox-

imace.
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Obrazek 2.1: Parni stroj s Wattovym regulatorem

2.1.2 Technicky rozbor

Regulétor je v rdmci rozboru uvazovan ve dvou moznych provedenich. V prvni verzi jsou
zévazi na koncich rotujicich ramen reguldtoru stavitelnd manuélné viz (obr. 2.3(a)), ve
druhé verzi jsou pak zdvazi uchycena k ramenum pomoci pruzin majicich za cil zlepsit

jeho dynamické a regula¢ni vlastnosti viz (obr. 2.3(b)).
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Obrézek 2.2: Strukturalni schéma Wattova regulatoru

2.1.2.1 Regulator - verze 1

Ze schématu (obr. 2.2) je patrno, ze prvni uvazovanou verzi reguldtoru si lze predstavit
jako dveé vzajemné zavislé ¢asti. Prvni ¢asti jsou dvé ramena, na kterych jsou ve vzdalenosti
b umisténa zavazi o hmotnosti m a ktera rotuji dhlovou rychlosti w kolem osy otaceni
(soumeérnosti). Délka ramene b (tj. poloha zdvazi na rameni) je uvazovana jako manuélné
stavitelnd v danych mezich. Rameno b svira s osou otaceni tihel « .
Druhou ¢asti regulatoru jsou jakési spojené nuzky, jejichz ramena maji shodné délku a
a s osou otaceni taktéz sviraji hel a. Spolu se zvysujici se rychlosti rotace w se nuzky
rozeviraji a uhel a roste. V zavislosti na zméné ihlu a se méni i délka y, ktera je inverzni
k vystupni veli¢ciné regulatoru. Vystupni veli¢cinou reguldtoru je délka h, urcujici miru
otevieni ventilu u parniho kotle. Pro ziskani matematického popisu regulatoru je nutno
stanovit vztah mezi jeho vstupni a vystupni veli¢inou.
Nejprve je nutné urcit zavislost mezi thlem « a posunem y. Tento vztah se da vyjadiit
jako

Yy = 2acos a. (2.1)

Nasleduje urceni zavislosti mezi tthlem o a thlovou rychlosti w. Aby bylo mozné

tento vztah urc¢it je nutné uvazovat pusobeni sil na zavazi (hmotnost ramen a odpory v
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¢epech jsou zanedbény). Pro lepsi pochopeni platnych vztahu je uveden detail ramena

viz (obr. 2.3(a)). Odstfediva sila je obecné vyjadiena jako
F, = mw*R,

coz lze upravit na tvar

F, = mw?bsin a.

Gravitacni sila je vyjadiena ve tvaru
Fy=mg.

Uhel a je mozno z téchto rovnic vyjadrit jako

2b :
tan(a) = mw?bsin(a) |
mg
pricemz po upravé dostaneme tvar
a= aurccos(i ). (2.2)
w2

Dalsim krokem k ziskani vztahu mezi vstupni veli¢inou w a vystupni veli¢inou h je
dosazeni vztahu ziskaného v rovnici (2.2) do rovnice (2.1). Z tohoto dosazeni pak vyplyva

vztah mezi w a y

g
= 20— . 2.3
y=2a— (2.3)
Zavérem je dosazeni tohoto vysledku do vztahu mezi y a h
Y
h=—y=—2a—2. 2.4
Y a7 (2.4)

2.1.2.2 Regulator - verze 2

U druhé verze reguldtoru je pocatec¢ni ivaha o jeho konstrukei téz zalozena na schématu
(obr. 2.2). Rozdil oproti verzi predchozi je ve zpusobu uchyceni zavazi na remenech, které
je nastinéno na schématu (obr. 2.3(b)). Diference je v tom, ze délka ramene b (poloha
zédvazi na rameni) neni konstantni, ale je ddna tuhosti pruziny k, thlem « a hmotnosti
zavazi m. Pruzina je uvazovana jako linearni. K ziskdni vztahu mezi vstupni vel¢inou je
nutno v prvnim kroku urcit zavislost délky b na thlu «. Délku b 1ze pojmout jako délku
slozenou z fixni ¢asti by, ktera odpovida délce pruziny v klidové poloze, a z ¢asti A b,

ktera se méni spolu s ihlem c.
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F,

(a) Verze 1 (b) Verze 2

Obrazek 2.3: Detaily ramene regulatoru

P1i hledani matematického popisu bylo postupovano v nékolika krocich.

Byla zavedena direkéni sila Fy, kterou lze vyjadiit pomoci hmotnosti gravitacni sily Fj,

odstiedivé sily F, a thlu « jako
Fy= Fycosa+ Iy sina,
pro odsttedivou a gravitacni silu plati vztahy

F, = mw?bsin «

Fy,=mg.
Direkéni silu 1ze téz vyjadrit i z tuhosti pruziny jako
F; = Abk.
Nyni je jiz mozno sestavit rovnici rovnovahy
mg cos & + mrw? sina — Abk = 0.
Vztah pro thel a pak lze zapsat ve tvaru

a= arCCOS(A_bgk; ).
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Polomér r je mozno vyjadrit jako

r = (by + Ab) sina = (by + Ab) sin(arccos(

mg

Ab

))-

Puvodni rovnici (2.5) lze po dosazeni téchto vztahu zapsat jako

mg Cos(arccos(gl—;;{: )) + m(by + Ab) sin(arccos(ZL—bk

J ))w? sin(arccos(f—bgk )) — Abk = 0.

(2.6)

Z této rovnice je mozno vyjadrit rovnici pro vypocet prodlouzeni A b a velikosti ihlu «

myg

2_ bo
k—mw?

Q. = arccos
mkw

bo

2
Ab = mw —t

(2.7)

(2.8)

Poslednim krokem je dosazeni vztahu (2.7) do rovnice (2.4). Vztah mezi vstupni a

vystupni velicinou u druhé verze regulatoru tedy bude

2.1.3 Omezeni regulatoru

K zajisténi spravného chovani VR Modelu je nutné stanovit meze, ve kterych se regulator

muze pohybovat. Mezni polohy pro obé navrzené verze reguldtoru jsou zndzornény na

schématu (obr. 2.4).
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i\ Gu=arcig (1/b)

m

Obrézek 2.4: Mezni polohy reguldtoru

Mezni polohy regulatoru je nutno urcit jako prunik vsech limit omezujicich diléi ¢asti
regulatoru z omezeni danych fyzikalnimi zakony. Pti pohledu z fyzikalniho hlediska je
omezeni dano minimalnim a maximalnim thlem ramena regulatoru k ose rotace i, a
Qmax- Minimalni thel oy, je dan polomérem zavazi r a délkou ramena b, pricemz plati
vztah o = arcsin(% ). Maximélni thel aya, je u idedlni konstrukce reguldtoru 5, u
realné konstrukce jde predpoklddat apax < 5 . Z mechanického pohledu je omezeni dano
hodnotou zdvihu nuzek regulatoru y, respektive jeho minimalni a maximalni velikosti
Ymin @ Ymax- Minimélni velikost zdvihu je u idedlni konstrukce regulatoru yu,;, = 0, u
redlné konstrukce je mozno pfedpoklddat ymin > 0. Maximélni velikost zdvihu ymax je
omezena délkou ramen a, pficemz u idedlniho konstrukce regulatoru plati y,.« = 2a.
Diky provézanosti ihlu « a zdvihu y plynouci z rovnice (2.1) je nutné vytvorit prunik

téchto dvou pohledu. Pro idealni regulator tedy plati

Ymin = 0

Ymax = 2a cos(arcsin(} )). .

(2.10)

Pro druhou verzi regulatoru je navic nutno zavést jesté omezeni maximalniho protazeni
pruziny Abp.x , které by u realného modelu bylo realizovano zardzkou na rameni se

zavazim. Toto omezni je pak dano fyzikalnimi parametry regulatoru jako

Abyax = b — by, (2.11)
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Minimalni délka pruziny Ab,,;, je zvolena jako

Abpin = 2. (2.12)

[\

2.1.4 Shrnuti rozboru regulatoru

K vlastnimu zpracovani do podoby matematického a VR Modelu byla zvolena prvni verze
se stavitelnymi zavazimi, kterd skyta vétsi potencidl z hlediska interaktivity pro uzivatele
a je 1 prehlednéjsi pro zpracovani ve virtualni realité. Z hlediska regulacnich vlastnosti by
patrné zajimavéjsi byla druha verze reguldtoru, ovsem jeji zpracovani do VR Modelu se

jevilo jako problematické a pro uzivatele neznalého dané konstrukce nejasné.

2.2 Regulovany systém

Aby bylo mozno ptejit k samotnému vyhotoveni modelu, je nejprve nutno nadefino-
vat regulovany systém. Hledany systém by mél mit vystup v otackach, které by mély
byt regulovatelné pomoci akéniho zasahu odstredivého regulatoru. Byla zvolena varianta
odpovidajici historickému uziti tohoto regulatoru - kotel s turbinou. V ramci rozboru jsou
uvazovana dvé mozna konstrukéni feseni, kterd jsou dale rozvedena. Pti navrhu téchto

feSeni byla provedena nasledujici zjednoduseni oproti realnému systému:

e pripousténi vody neméd skokovy vliv na teplotu v kotli

byla provedena linearizace entalpie pary v zavislosti na tlaku

mechanismus akumulace energie pii zvySovani teploty i tlaku, kdy se mérné tepelna

kapacita nelinedrné zvysuje, je zanedban

zpusob proudéni pary z natlakovaného bubnu je aproximovan z Bernoulliho rovnice

pii upousténi pary je hmotnostni prutok vyjadien rovnici vytékani idealni kapaliny

e je uvazovan kroutici moment pary imeérny prutoku, ktery je pribliznym vyjadienim

zavislosti mezi momentem a prutokem na skuteéné turbiné.

Pti ndvrhu byli vyuzity poznatky ze (Bernoulliho rovnice, (http://cs.wikipedia.org/
wiki/Bernoulliho rovnice)),(Gas, (http://prfdec.natur.cuni.cz/~gas/FCH1 Syl.
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doc)),(Simuldtor parni turbiny, (http://dsp.vscht.cz/konference matlab/MATLABO6/
prispevky/cidl hyncica/cidl hyncica.pdf)). K vytvoreni matematického a VR Mod-
elu byla ve vysledku, pro vétsi odolnost vuci vykyvum tlaku, vybrana druhd navrhovand

verze systému.

2.2.1 Regulovany systém - verze 1

Schéma (obr. 2.5) ukazuje strukturu pfedpoklddaného feseni. Je na ném vidét buben kotle
na pevné palivo, ve kterém se nachéazi velké mnozstvi vody, jejiz teplota se predpoklada
v okoli bodu varu. Dalsim ptredpokladem je konstantni prisun tepla, které vypatfuje ptes
bod varu ptiblizné konstantni mnozstvi vody. To vSe plati pouze pfiblizné, standardné
zavisi toto teplo na pracovnim bodé, tj. na teploté a tlaku v bubnu. Cést tepla je tedy

vyuzita k odpatovani a druhd ¢ast ohiiva uz vypareny plyn na vyssi teplotu.

Otevieni uzavéru .
hnaciho potrubi d \ :
(meziOal) & !
Turbina - moment setrva¢nosti
- J a odpor v lozisku C
™~ [Tlak v bubnu e p, pracovni tlak p0. |

Obrazek 2.5: Schéma kotle s regulatorem - verze 1

Prvkem soustavy, kterému je vénovana nejvétsi pozornost, je regulacni ventil kotle.
Ventil je uvazovan jako soucast hnaciho potrubi vedouciho k turbiné, coz je jednoduché
konstrukéni fesSeni, ovsem pii vysokém nartustu tlaku ma omezené regulacni moznosti.
Mensi regulaéni schopnost je ddna principem regulace, kdy mira otevieni ventilu urcuje
mnozstvi plynu odtékajiciho z kotle do turbiny, coz ovliviiuje tlak v kotli a rychlost otaceni
turbiny, potazmo regulatoru. Regulator se snazi udrzet kostantni otacky turbiny, ovsem
se vzrustajici rychlosti otaceni turbiny uzavira ventil a nereflektuje jiz na prudky narust

tlaku v kotli, coz by u redlné konstrukce hrozilo destrukei celého systému. I pies tento
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nedostatek je popis kotle a turbiny pro toto reseni dulezity, protoze zachycuje nelinearity

kotle a turbiny, coz je vyuzito v ramci feSeni druhého konstrukéniho néavrhu.

2.2.1.1 Popis kotle

V réamci navrhu kotle je pouzit predpoklad zachovani konstantniho tlaku pro ptipad
uzavieni vypustniho ventilu a zastaveni dodavky tepla, tudiz tepelné ztraty do okoli jsou

pro zjednoduseni zanedbany. Pi popisu kotle je vyjito ze stavové rovnice plynu
pV =nkT,

kde p je tlak, V' je objem, ktery je uvazovan konstantni, T" je teplota v nadobé, kterd je
uvazovana jako konstantni, a nakonec n je mnozstvi molekul v nddobé. Ze ¢tyt stavovych
veli¢in je v tomto piipadé tieba brat v ohled dvé, a to tlak p a pocet molekul n. Pocet
molekul je ovlivnén jednak otevienim ventilu, kudy se molekuly ze systému ztraci, a
druhak hordkem, ktery dodava teplo do systému, odparuje vodu na paru, a tim molekuly

dodava. Prirustek tlaku za cas je mozné napsat jako

Op

5% = K,Q — Kay\/p — pod,

kde K;@Q jsou nové molekuly a Ko+/p — pod je vytok ventilem. Vytok z nadoby je podobné
jako v pripadé vody imérny odmocniné rozdilu tlaku uvniti bubnu a tlaku za turbinou.
Predpokladame dale pracovni tlak p, coz je pracovni tlak v nadobé, kolem kterého je

planovany provoz.

2.2.1.2 Popis Turbiny

Turbina je typicky rotacni stroj, podobny kolu s lopatkou. Protékajici plyn pusobi na
lopatky turbiny silou, ta se vuci ose otdceni projevi jako moment. Pokud se sectou mo-
menty z jednotlivych lopatek, ziskd se kroutici moment, ktery otéé¢i zafizenim. Rovnici

pro pohyb rotac¢niho zarizeni fesi druha véta momentova:
Jin = M,

kde 7 je druhd derivace natoceného uhlu podle casu, J je moment setrvacnosti a M je
kroutici moment, ktery na turbinu ptisobi. V rovnici je mozno dosadit za kroutici moment

dva ¢leny. Prvni ¢len rovnice reprezentuje cast systému, kterd zatizeni pohani a ktera je
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umeérna prutoku plynu hnacim potrubim, a druhy ¢len representuje ztraty v lozisku a

odpor turbiny vuéi otaceni. Rovnice pak vypada takto
n= KgKQ\/p — pod —Cn.

2.2.1.3 Linearizace

Zéaverecnou fazi kompletace soustavy kotel-turbina je linearizace téchto dvou ¢lenu systému.
Rovnice pro tlak i otacky jsou nelinearni, protoze vytok je imérny odmocniné tlaku. Z to-
hoto duvodu je tieba provézt linearizaci kolem pracovniho bodu. Volba pracovniho bodu
je dulezitd pro hodnoty uvnitf nelinearntho ¢lenu, a to pro polohu ventilu d a pro tlak p.
Hodnota pro klapku je zvolena na dozé , pro tlak blize nezvolena hodnota p. Nasledné
je mozno zapsat rovnici

Ap=K,Q — K22\/ﬁ doAp — Ka/p — poAd
= KKy doAp + Ky /= poAd — S i
2v/P— Do J
Akéni zasah je potom umeérny rychlosti otaceni n, ktera je také fizenou veli¢inou. Druhé
rovnice je tedy pouze rovnici prvniho fadu. Vse lze prepsat do stavového popisu, kde d

je tidici velicina, tlak jeden stav a rychlost otaceni druhy:

Ap _ —szﬁ do 0 Ap 4 Kl _KQ\/ﬁ_pO Q
n KgKQQ\/ﬁ do —% n 0 K3K2\/ﬁ_p0 Ad

Jak je patrno, matice systému je dolni trojuhelnikova, vlastni ¢isla jsou tim padem na
diagondle, jsou zaporna a realna. Regulovany systém je tedy druhého tadu, stabilni s
nekmitavymi charakteristikami. VSechny hodnoty v linearizovaném systému jsou méreny
od hodnoty ekvilibra, pricemz pro ziskani skutecné hodnoty je nutné secist diferenci a

hodnotu ekvilibria:

IS{E

Q) @I

2.2.2 Regulovany systém - verze 2

Druhé navrhované teseni se od prvniho lisi v umisténi regula¢niho ventilu, ktery je nyni

nezavisly na hnacim potrubi a funguje jako samostatny upoustéci ventil. Hnaci potrubi
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je nechano neregulované s konstantnim prumeérem. Toto feSeni, které je nastinéno na
schématu (obr. 2.6), je oproti predchozimu vyhodné v tom, ze pfi narustu tlaku v kotli a
potazmo otacek turbiny a regulatoru, vzroste i mira otevieni ventilu, coz vede ke snizeni
tlaku v kotli. Redlny systém s takto umisténym ventilem by tedy mél byt odolnéjsi vuci
moznosti poskozeni v dusledku prudkého narustu tlaku v kotli. Matematické vyjadieni
chovéni kotle a turbiny se oproti predchazejici verzi zméni takto:

Rovnice pro tlak v kotli

p=KiQ — Kov/p — po — Kav/p — pad, (2.13)

kde ¢len s oznacenim A je vypust do atmosféry, jejiz prufez je manipulacéni velicina.

Rovnice pro rotaci turbiny

Jh:Kgngp—po—C'n, (214)

kde doslo k zjednoduseni v dusledku absence ¢lenu reprezentujictho zménu prutezu ven-

tilu.

Otevieniupoustéciho ventilu E
<?/ (meziOal)

Turbina - moment setrvadnosti
J a odpor v lozisku C

[~ [Tlakv bubnuje p, pracovni tlak p0. |

|H01"“ék dodava proménnéteplo Q |

Obrézek 2.6: Schéma kotle s regulatorem - verze 2

Pro zjednodusSeni a demonstracni ucely pfi vyuce jsou tyto vztahy v ramci jednoho z
prilozenych matematickych modeli nahrazeny prenosem druhého tadu, ktery aproximuje
chovani parniho kotle a turbiny. Jako mozna nahrada matematického modelu kotle s

turbinou byl zvolen pienos ve tvaru:

(2.15)
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2.3 Navrh v prostiredi Matlab

2.3.1 Matematicky model

V ramci tvorby matematického modelu byli uvazovany dvé mozné varianty fizeni systému.
Tyto varianty jsou zndzornény na schématu (obr. 2.7). Prvni uvazovand varianta predsta-
vuje situaci, kdy jedinym vnéjsim vstupem regulovaného systému je velikost délky ramene
b, kterda urcuje vyslednou hodnotu ustalenych otacek systému, ktery je pohanén kon-
stantni dodavkou tepla. Druhad uvazovana varianta je pak fiditelnd pomoci vstupnich
otacek i délky ramene b, ptricemz tyto parametry urcuji hodnotu otacek systému po
odeznéni prechodovych jevu. Zkompletovany byli obé uvazované varianty, pricemz pro
prvni variantu byl kotel s turbinou realizovén dle odvozeni z kapitoly ( 2.2.2) a pro vari-
antu s referenénimi otackami byla na misto kotle s turbinou zvolena jejich aproximace
viz (2.15).

Y
Kotel

(vystupni otacky)

h 'Kotel »

Turbina

Y ‘
(vystupni otacky)
— |

Velikost amene b —
(a) Vystupni otdcky dané mechanickymi para- (b) Vystupni otdcky dané referen¢nimi
metry systému otackami

Obrazek 2.7: Moznosti Tizeni systému

2.3.2 Simulace modelu - verze 1

Dokonéeni matematického modelu uvazovaného v zapojeni dle schématu (obr. 2.7(a))
spocivalo ve stanoveni konstant modelu, které ovliviiuji jeho dynamické a regulacni schop-
nosti. Za cil bylo stanoveno nalezeni takového nastaveni konstant, které by umoznovalo
ziskat pro ruzna nastaveni délky b co nejsSirsi moznost zmény otacek systému, ovSem
se zachovanim regulacnich schopnosti a moznosti tyto rozdily rozeznat pii béhu simu-
lace na VR Modelu. VSechny parametry byly stanoveny metodou postupné aproximace,
a to tak, aby pro minimalni délku ramene b byli ustdlené otacky regulatoru na hodnoté
% £0,4rad/s. Tato hodnota byla zvolena vzhledem k rychlosti priubéhu simulace, kdy pro

vyssi hodnoty otacek dochézi k rozmazéani vizualizace. Parametry, které byli pro model
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pomoci aproximace vybrany jsou v tabulce (tabulka 2.1).

Tabulka 2.1: Parametry

Parametry Regulatoru

9 9.8 ]
1.15 [m]

a 4 [m]

Parametry Kotle a Turbiny

K 62 [’%]

Ky, | 06 (2]

Ky 10 [—]

pa | 100000 [pal

K3 1 [ﬁ!’; ]

P 300000 [pal

po | 100000 [pal

c 300 [ ]

J 10000 [kg.m?|

dy 0,5 [—]

Q 60 [M]

Pro zvolené parametry byla pak provedena simulace s ruznymi hodnotami b, pricemz
meéfeni probéhlo pro minimalni, stfedni a maximalni délku ramene. Pro zjisténi reg-
ula¢nich schopnosti regulatoru byla sejmuta i charakteristika systému s odpojenym regula-
torem a vypustnim ventilem otevienym trvale na 50%. Zkoumany byli prechodové charak-
teristiky tlaku pary v kotli a otacek turbiny, prficemz u charakteristik jsou zapsany hod-
noty sledovanych veli¢in po odeznéni prechodového jevu. Charakteristiky, které jsou
zachyceny na (obr. 2.9), ukazuji, ze rozdil vyslednych tlaku, v kotli po ustéleni, pro
mezni délky b je 240kpa, coz pak odpovida rozdilu v otackach 0, 32rad. Z prechodovych
charakteristik vyplyva, ze pro zvolené parametry je mozno, pomoci nastaveni regulatoru,
ovlivnit vysledné otdcky systému az o 19%, coz spliuje dany cil o maximéalnim mozném
rozsahu. Regula¢ni schopnosti jsou pro vSechny hodnoty b zhruba stejné, jak je vidét z
dob ustaleni. Pro neregulovany systém je doba ustaleni témér trojnasobna oproti systému
regulovanému. Doby ustéaleni regulovaného systému pro ruzné velikosti b se lisi, protoze

simulace probéhly se stejnym pocatecnim tlakem v kotli, ale ruznymi cilovymi tlaky. Jinak
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Obrazek 2.8: Prevodni charakteristika regulatoru pro stfedni hodnotu b

lze povazovat regulaéni icinky pro ruzna nastaveni za podobné. Oba v pocatku simulace

stanovené pozadavky na soustavu se zvolenymi hodnotami parametru jsou tedy splnény.

2.3.3 Simulace modelu - verze 2

V druhé navrzené verzi modelu je systému uvazovan v zapojeni dle schématu (obr. 2.7(b)).
Systém je slozen z regulétoru a z prenosu dle (2.15), nahrazujictho parni kotel s turbinou.
Z prevodni charakteristiky reguldtoru (7?), s ramenem b nastavenym do stfedni polohy,
bylo pro dany systém urc¢eno pracovni padsmo vstupnich otécek jako: 1,3 — 2, 3[rad/s].
Jak je vidét z prechodové charakteristiky (obr. 2.10(b)), pro vstupni otacky 1,3[rad/s]
a minimalni velikost ramena b, je jiz reguldtor mimo své pracovni pasmo a nebyl by v
praxi pouzitelny, ovSsem tohoto jevu lze vyuzit v ramci vyuky. Celkové vysledky simulace

pro druhou verzi modelu jsou zachyceny viz (obr. 2.10).

2.4 Modelovani regulatoru a regulované soustavy

2.4.1 Programové vybaveni

Pro vytvoreni VR Modelu regulatoru byl zvolen model ve formatu VRMLI7. Vytvoreni
modelu v tomto standardu je mozné realizovat pomoci fady komercnich programii, ptipad-

né je mozno pii hlubsi znalosti jazyka VRML97 model vytvorit v textovém editoru.
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Obréazek 2.9: Prechodové charakteristiky pro rizna b, model verze 1
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Obrézek 2.10: Pfechodové charakteristiky pro rizné hodnoty referenc¢nich

otacek a délky ramene b, model verze 2
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Oziveni modelu pak zajisfuje Virtual Reality Toolbox produkovany firmou Humusoft, se

kterym je dodavan i program V-Realm Builder, slouzici k modelovani virtudlnich svétu.

2.4.1.1 Virtual Reality Toolbox

Tento toolbox spojuje svét virtuédlni reality s vypocetnim prostredim MATLAB /Simulink.
Virtualni realita nabizi interaktivni vstup uzivatele do 3D pocitacového svéta a je idealnim
nastrojem pro vizualizaci dat. Virtual Reality Toolbox, ktery je postaven na ISO stan-
dardu VRML97 (Virtual Reality Modeling Language, (http://www.web3d.org/x3d/
specifications/vrml)), poskytuje prostiedky pro ovladdni animovanych 3D scén virtuél-
niho svéta z prosttedi MATLABu a Simulinku. Sestavu “vypocet — > 3D vizualizace* je
mozné provozovat bud na jednom pocitaci nebo prostrednictvim standardntho TCP/IP
protokolu rozsitit konfiguraci do podoby multiplatformni sité. Vzhledem k tomu, ze
virtudlni 3D svéty standardu VRMLI7 jsou pomoci plug-in modulu piistupné z libo-
volného prohlizece WWW stranek, je konfigurace klient-server idedlni pro publikaci in-
teraktivnich “zivych“ 3D virtualnich svéti prostfednictvim Internetu. Virtual Reality
Toolbox je urcen predevsim pro interaktivni vizualizaci vysledku simulaci provadénych
systémem Simulink. Vystupni data ze simula¢niho schématu ovladaji béhem simulace
jednotlivé stupné volnosti (uzly) 3D virtudlniho svéta. Uzly lze ovlddat i pomoci stan-
dardntho pékového ovladace. Propojeni jednotlivych signalu simula¢niho schématu se
stupni volnosti virtualniho svéta je velmi snadné a intuitivni, probiha obdobné jako v
jinych toolboxech. Vice informaci je mozno nalézt na (Virtual Reality Toolbox, (http:

//www . humusoft.cz/matlab/moduly/vrt.htm)).

2.4.1.2 V-Realm Builder

V-Realm Builder je graficky orientovany nastroj pro 3D modelovani, ktery je mozno
pouzit pouze v ramci OS Windows. Jedna se o program vytvérejici idedlni interface
pro VRML syntaxi. Jeho GUI nabizi kromé grafické reprezentace 3D scény a néstroju
pro tvorbu zakladnich interaktivnich elementt i hierarchicky nahled vsech elementu scény
virtudlniho svéta organizovany ve stromové strukture. Strukturni elementy jsou nazyvany
uzly a V-Realm Builder podporuje vSech 54 typu uzlu definovanych standardem VRML9I7.
Pro kazdy typ uzlu program umoznuje kompletni editaci parametru. Podstatnou vlast-
nosti je moznost pojemnovani kazdého z uzlu, coz je nezbytné pro moznost pouzit virtualni
svét spolu s Virtual Reality Toolboxem. Vice informaci je mozno nalézt na (V-Realm

Builder: User’s Guide and Reference, (http://www.cs.vu.nl/~eliens/documents/vrml/
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V-Realm)).

2.4.2 VR Model

Model byl sestaven ze tii casti, které reprezentuji své matematické predlohy z prostiedi
MATLAB/Simulink, pficemz je pouzit pro obé v ném vytvorené verze. Jednd se o kotel,
turbinu a reguldtor. Tyto ¢&sti jsou zvyraznény na obrazku (obr. 2.11), ktery ndm dava
nahled na vytvoreny model. Dil¢i ¢asti jsou vzédjemné propojeny pomoci rotujicich hiideli

a tahla ovladajiciho vypust pary.

Obrazek 2.11: Schéma celého regulatoru

Kotel a turbina jsou ztvarnény symbolicky pomoci kvadri s ruznou texturou pro lepsi
odligeni a nejsou rozpracovany do detailu. Reguldtor pak odpovida schématu (obr. 2.1).
Jedinou pohyblivou c¢ésti kotle je vypustni ventil ktery je napojen na tahlo vedouci od
regulatoru. U turbiny lze za dulezitou ¢ast poklddat slider slouzici k nastaveni polohy
zéavazi. Slider je ztvarnén Sedivim kvadrem umisténym na predni strané turbiny. Ovladani
slideru je zajisténo dotykovym senzorem, ktery je zaclenén do kvadru symbolizujiciho
turbinu. Slider, jeho mezni polohy a jim odpovidajici polohy zavazi jsou zachyceny na
obrazcich (obr. 2.12). Model regulatoru je rozpracovan do detailu, které v rameci ptijatelné-

ho zjednoduseni odpovidaji jeho realnému protéjsku. Klouby ramene i zavazi jsou pro
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(a) Minim&lni hodnota b (b) Stfedni hodnota b (¢) Maximdlni hodnota b

Obrazek 2.12: Mezni velikosti b

vétsi prehlednost barevné odliseny. Sruktura uzlu ¢asti regulatoru je hierarchickd, pricemz
ustfednim clenem je rotujici hiidel pohanéjici reguldtor, dalsi ¢lenéni vychazi z konstrukce

regulatoru.



Kapitola 3

Stabilita systému

3.1 Uvod

Problém stability je obecné diskutovan v mnoha védnich oborech od techniky ptes biologii
az po ekonomii. Za prvniho myslitele analyticky se zaobirajiciho stabilitou (obéznych
drah planet) je povazovan Izak Newton, po némz ndsledovali mnozi dalsi - Euler, La-
grange, Laplace, Lyapunov,Nyquist a dalsi. Vétsina z téchto velkych muzu pak navrhla
¢i vylepsila stavajici postupy pro stanoveni stability. Nanestésti stabilita neni ve vSech
oblastech védnich oboru, kde je definovand, vnimana stejné a neni urcovana podle stejnych
pravidel a kritérii. Kuptikladu nékteré ekonomické a biologické systémy jsou povazovany
za stabilni v piipadé, ze nékteré proménné jsou monoténneé rostouci. V ridici technice vsak
stabilita systému vétsinou znamena, ze se odchylka stavu sytému od pozadované hodnoty
po stanoveném casovém intervalu pohybuje v danych mezich, nebo klesa k nule. Tento
fakt vede k tomu, ze systém muze byt podle jedné definice urcen jako stabilni a podle
druhé definice jako nestabilni - v téchto ptipadech je pak nutné postupovat dle vlastniho
uvazeni, intuice a zkusenosti s prihlédnutim k pozadavkum kladenym na systém. Z tohoto
duvodu jsou v této kapitole uvedeny nejprve obecné definice stability a az nasledné jejich

dusledky pii urcovani stability u linearnich spojitych a diskrétnich systému.

23
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3.2 Ljapunovska stabilita

3.2.1 Definice Ljapunovy stability

Definice 3.1 (Obecna definice): Pokud predpoklddame, ze funkce g(x,t) je definovéna
v oblasti X X [a,0), kde a je redlné ¢islo a | X C R™ je podmnozina prostoru obsahujici
pocétek. Trividlni feseni soustavy T = g(z,t);¢(0,t) = 0 je pak vnitiné stabilni prévée
tehdy, kdyz plati:

a) Ke kazdému t > a existuje o = a(ty) takové,ze pro viechna rg € X at € R! vyhovujici
nerovnostem ||zo|| < a,t > to je feSeni z(t) = p(t, to, xo) definovano.

b) Ke kazdému t > a a ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > d(tg,€) > 0 tak, ze pro vSechna
1o € X at € R vyhovujici nerovnostem ||xg|| < 6,¢ >t plati ||o(t, to, 20| < e. >

3.2.2 Ljapunovy véty o stabilité

Kromé obecné definice Ljapunovy stability, existuji dvé Ljapunovy véty o stabilité systému,
které lze v praxi vyuzit i k zjisténi stability nelinedrniho systému. Prvni véta fesi problém
stability nelinearnich systému pomoci jejich linearizaci, ktera prevede problém do roviny
linedrnich systémii. Druhé Ljapunova véta pak zjistuje stabilitu systému rozborem Ljapu-
novi funkce. Tento postup lze s ipéchem pouzit i u linarnich systému. Dukaz platnosti a
detailni popis pouziti téchto vét je mozno nalézt v (STECHA, J., 2005, str. 181) a (CSAKI,
F., 1972, str. 450).

Véta 3.1 (Ljapunova prvni véta): Meéjme casové invariantnd (staciondrni) nelinedrni

systém popsany stavovou rovnict

Necht tento systém md rovnovdzny stav x. a funkce z(t) = f(x(t)) md v bodé x. parcidlni
derivace podle x. V bodé x = x. provedeme linearizaci systému. Stavové rovnice lineari-
zovaného systému jsou z(t) = Ax(t), kde A je Jakobiho matice. Jeslize je linearizovany

systém stabilni, pak nelinedrni systém v rovnovdziném stavu x. je tézZ stabilni.

Véta 3.2 (Ljapunova druha véta): Necht je ddn systém i = f(x,t), kde funkce f(x,t)
je spojitd vzhledem k promeénné t a spojité diferencovatelnd vzhledem k promeénné x na
mnoziné Z, f(0,t) = 0. Necht existuje Ljapunova funkce pruniho. resp. druhého, resp.
tretiho druhu pro tento systém. Pak trividlni reSent systému je ljapunovsky stabilni, resp.

asymptoticky stabilni, resp. nestabilni.
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3.2.3 Asymptoticka stabilita

Definice 3.2 (Obecna definice): V pfipadé platnosti predpokladu, ze funkce g(z,t) je
definovéna v oblasti X X [a, 00), kde a je redlné ¢islo a | X C R"™ je podmnozina prostoru
R™ obsahujici pocatek, je trividlni feseni soustavy & = g(z,t); g(0,t) = 0 vnitiné stabilni

pravé tehdy, kdyz plati:
e Jsou splnény podminky ljapunovské stability

e Existuje takové ¢islo § < 0, ze kazdé feseni z(t),t > 0 systému & = f(x) které
vychazi z nékterého bodu  okoli rovnovazného stavu, konverguje k pocatku pro

t — oo, ¢ili musi platit vztah : tlim x(t) = ze. >
— 00

3.2.4 Vneéjsi stabilita

Ljapunovska a asymptoticka stabilita se odviji od vnitinich stavu systému, ovSem existuje
i metodika urcovani stability, kterd vychazi cisté z vnéjsiho chovani systému. Vyhodou
této metody je fakt, ze k ni neni tieba znalost vnitiniho usporadani sledovaného systému.
Vnéjsi stabilitu systému lze uréit z definice BIBO(Bounded-input Bounded-output) sta-
bility, kterd je dale uvedena. Protoze pti zkoumani vnéjsi a ljapunovské stability téhoz

systému lze dojit k rozdilnym zavéram, je tfeba umét tyto pojmy rozlisit.

Definice 3.3 (Prakticka definice): Systém je BIBO stabilni, pokud vystupni hod-
noty systému zustavani v omezenych mezich pro jakykoli koneény vstup, pii jakychkoli

pocatecnich podminkach. >

3.2.5 Shrnuti

Ljapunovska stabilita je ve své podstaté pozadavek, ktery od systému, pokud méa byt
povazovan za stabilni, pozaduje, aby jeho stavové veli¢iny zustaly s prirustkem casu
na ustdlenych hodnotach a nesly do nekonec¢na. Idealnim nastrojem pro urceni sta-
bility vychéazejicim z Ljapunovy definice jsou tak casové charakteristiky systému, ze
kterych je patrné, zda systém bude stabilni. Zptesnujicim pozadavkem na ljapunovsky
stabilni systém je pak asymptoticka stabilita, ktera pozaduje, aby se vystup v case
t — oo blizil k hodnoté pocatecni podminky. Hlubsi popis pouziti asymptotické sta-

bility je mozno najit na (Asymptotickd stabilita, (http://e-learning.tul.cz/cgi-bin/
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elearning/elearning.fcgi?ID tema=13\&ID obsah=131\&stranka=publ_tema\&akce=
polozka vstup)). Vnéjsi stabilita vyjadiuje myslenku, ze systém je mozno poklddat za
stabilni, kdyz se jeho vystup drzi v danych mezich pro stabilni vstup. Definice byla
prevzata z (Connexions, BIBO Stability, (http://cnx.org/content/m12319/1atest)).

3.2.6 Piiklady

Piiklad 3.1 (Lotka - Volterra model (Krélici a lisky)): Tento piiklad, pochédzejici
z roku 1925 a prevzaty z (Lotka-Volterra equation, (http://en.wikipedia.org/wiki/
Lotka-Volterra equation)), se zaobird rovnovdhou mezi dvémi vzajemné svizanymi
populacemi v rdmci ekosystému (napf. kralici a vlci). Protoze uvazujeme dvé populace,
model se skldda ze dvou diferencidlnich rovnic vyjadiujicich velikosti populaci v case.

Dejme tomu, ze K (t) reprezentuje pocet kréliku a L(t) pocet lisek. Model pak vypada

nésledovneé: oK
— =aK —bKL
ot
8_L =bdKL — cL,
ot

kde parametry vyjadiuji:

e ¢ je prirustek kraliku, kdy neni uvazovan tubytek zpusobeny predatorem

e b je mnozstvi ulovenych kralika

e ¢ mnozstvi prirozené zemfelych lisek bez vlivu nedostatku potravy (kraliku)
e d je pomér vyjadrujici na kolik ulovenych kraliku se narodi jedna liska

VSechny parametry jsou uvazovany jako a > 0,b > 0,¢ > 0,d > 0. Zjistéte pocatecni
podminky, pro které bude model populaci stabilni.

Resent: Zadany systém je nelinedrni, je proto tfeba nejprve nalézt equlibria, provézt v
nich linearizaci a diskutovat stabilitu. K teseni je vyuzita prvni Ljapunova véta.

Nejprve tedy jistime equilibria systému. To jsou stavy, pii kterych se ani jedna populace
neméni (rovnovazny bod). Equilibria zjistime tak, Ze polozime soustavu rovnic rovnu nule

a vyresime ji. Postup je popsan napi. v (RAVEN, F.H., 1995). Pro soustavu
(a—bL)K =0

(dbK — )L =0
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jsou dveé feseni

{K=0,L=0}

a
C a
K=— L=-

Prvni feSeni vyjadiuje stav vymfeni obou populaci, druhé pak stav, kdy si populace

budou udrzovat vyrovnané pocty. Jakobiho matice systému je:
a—bL —bK
J(K,L) = )

dbL  dbK —c

Nyni je mozno diskutovat stabilitu v zjisténych equlibiich.

Pro prvni equilibrium ziskame po dosazeni tuto Jakobiho matici:

J(0,0)z(S K )

jejiz vlastni ¢isla jsou Ay = a a Ay = —c. Ze zadani vyplyvd, ze oba parametry budou
vzdy veétsi nez nula. Jedno z vlastnich ¢isel tedy bude mit vzdy redlnou cast vétsi nez
nula, a proto je v tomto equilibriu systém nestabilni. Piipad by v redlném piipadé skoncil

nejprve vyhubenim kréliku a posléze tthynem lisek. Pro druhé equlibrium ma Jakobiho

c a 0 -3
J<%’z>—<ad 0 )

Vlastni ¢isla matice jsou tedy Ay = jy/ac a Ay = —j+/ac. Je ziejmé, ze redlné ¢asti obou

matice tvar:

vlastnich ¢isel jsou nulové, tudiz se systém nachdzi na mezi stability (stavy populaci
kralikii a lisek budou oscilovat kolem rovnovazného bodu). Resenfm jsou tedy pocatecni

podminky plynouci z poméru danych druhym equilibriem. v

Priklad 3.2: Uvazujme mechanicky systém kulicky pohybujici se po povrchu s danym
profilem. Kulicka je kovova a je mozné na ni pusobit vnéjsi silou. Akénim ¢lenem je dvojice
velmi silnych elektromagneti. Abychom zanedbali neliarity zpusobené kiivosti povrchu
a promeénlivosti intenzity magnetické sily v zavislosti na poloze kulicky vuci magnetum,
aproximujeme situaci. Povrch po kterém se kulicka pohybuje je rozdélen do tii oblasti.
Situace je nastinéna na schématu (obr. 3.1). V kazdé z nich je pohyb kulicky popsan
diferencidlni rovnici.

Pro z € (—o0, —2)

T =——x+ k.
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Pro z € (—2,2)
i = —ha — O + i,z € (=2,2).

Pro z € (2,00)
1
= —x—knyi.
3
Urcete oblast(i), ve které bude systém autonomné stabilni.

x=2 x=0 i x=2

/ ~
.

Obrdazek 3.1: Kulicka v misce

Priiklad 3.3: Pro zadany systém analyzujte, zda je ljapunovsky, asymptoticky nebo
BIBO stabilni? Vyuzijte ¢asové charakteristiky systému.

Y (s) 2
CU(s)  s2+3s5+2

Resent: V prnf fadé je nutné zjistit autonomni chovéni systému z hlediska ljapunovké
stability, protoze pokud by se systém ukazal jako ljapunovsky nestabilni, nemélo by smysl
zkoumat jeho asymptotickou stabilitu. Musime tedy zjistit odezvu systému na néjakou
pocatecni podminku. Pro pocatecni podminku u(0) = a bude odezva systému rovna
ag(t). Jelikoz je g(t) monotoné klesajici funkce, je systém ljapunovsky stabilni, a je
tedy mozno prozkoumat jeho asymptotickou stabilitu. Asymptotickou stabilitu uréime
z impulsni charakteristiky systému. Protoze je systém popsany svoji prenosovou funkei,
muzeme zistkat impulsni charakteristiku systému piimo inversni Laplaceovou transfor-

maci pfenosu:

2 —2 2
=Ll | =L = —2e 2 4 2¢7t
9(1) <52+35+2) <3+2+s+1) ¢t




3.3. STABILITA LINEARNICH SYSTEMU 29

7 explicitniho vyjadfeni impulsni charakteristiky v ¢asové oblasti je patrné, ze se sklada
z linearni kombinace dvou funkci, exponencial. Pro stabilni odezvu je nutné, aby kazda
z komponent linedrni kombinace byla stabilni. V tomto piipadé maji obé komponenty v
nekonecném case t — oo nulovou hodnotu, a tudiz jsou asymptoticky stabilni.

Pro analyzu BIBO stability vyuzijeme fakt, Zze odezvu systému na libovolny signél lze

dopocitat jako konvoluci tohoto signalu s impulsni odezvou

y(t) = /0 u(r)g(t — 7)dr.

Pro nas systém je uvedeny ptredpis ve tvaru
t
y(t) = / u(T) (—Qe’Q(H) + 26’(“7)) dr v
0

Vystupni signdl bude stabilni, pokud takovy bude i vstupni signal. Systém je tedy BIBO

stabilni.

Priklad 3.4: Analyzujte dané systémy a urcete, zda jsou BIBO, asymptoticky nebo

ljapunovsky stabilni?

L P(9) = 715 = winem
2 P =5 =3

3. P(s) = 1 = 55
4 P(s) =113 = 523

3.3 Stabilita linearnich systému

3.3.1 Teoreticky tivod

U linearnich systému ma v praxi nejvétsi uplatnéni ljapunovska a asymptoticka stabilita.
Zékladnim problémem je pak v ramci vySetfovani stability systému jeho spravné zatrazeni.

Existuje celd tada rozdéleni systému do skupin podle toho, jaké maji vlastnosti. V tidici

vvvvvv

e Stabilita spojitych systému a stabilita diskrétnich systému
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e Stabilita v oteviené smycce (OL) a stabilita v uzaviené smycce (CL)

Ptislusnost systému k danné skupiné ma pak vliv na to, které kritérium je vyhodné,

vhodné ¢ mozné pouzit pro zjisténi stability daného systému.

3.3.2 Spojité linearni systémy

Zakladnim predpokladem je fakt, ze stavovy popis linedrniho spojitého systému je tvoren

soustavou diferencidlnich rovnic prvniho tadu a lze jej obecné zapsat:

i(t) = A.x(t) + B.u(t)
y(t) = C.x(t) + D.u(t).

Ze stavovych matic lze pritom ziskat kvalitativni vlastnosti systému bez hledani feseni
téchto rovnic. Vystupni rovnice y(t) = C.x(t) + D.u(t) je linedrni kombinaci stava x(¢)
systému a vstupu u(t) do systému. Problém je ovsem fakt, ze vystupni matice C' nemusi
nutné kombinovat vSechny stavy systému, proto mohou byt nékteré stavy pro vnéjsiho po-
zorovatele neviditelné. Vzhledem k faktu, ze vstupy systému neuvazujeme jako nestabilni
je nutné zkoumat vyvoj vlastnich stavu. To nas privadi k nutnosti zkoumat vlastnosti

stavové rovnice. Uvazujme nejprve homogenni systém :
(t) = A.x(t); x(to) = o, (3.1)

kde matice A ma n vlastnich (charakteristickych) éisel A;....A,,. Dale budeme predpoklddat,

ze teseni x(t) je ve vysledném tvaru
o(t) = r.e ™,

kde A je skaldr a r je nezndmy vektor. Po dosazeni do rovnice (3.1) ziskdme vyslednou

rovnici

(A= A\E)r =0 (3.2)

Tato homogenni soustava ma netrividlni feseni pro r, pouze pokud det(A — \.E) =0. V
tomto pripadé nazyvame A\ vlastni ¢islo a r je jemu odpovidajici vlastni vektor. Vlasni
¢islo systému je pak nutno chépat jako komlexni ¢islo A = a + jb. Obecné feSeni systému
(3.1), za predpokladu linedrni nezdvislosti vlastnich vektoru r; odpovidajicich vlastnim

¢islum \;, 1ze pak zapsat jako:

z(t) = Z o et (3.3)
i=1
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kde a; jsou konstanty zévislé na pocateénich podminkach. Cleny 67“2-)\ " se nazyvaji médy
systému. Lze téz uvést vztah

Paklize pocatetni podminka na vlastnim vektoru r;, (z(ty) = a;.1;) je z(to), je mozno
zapsat feSeni rovnic jako

x(t) = ajr; M=), (3.5)

Z rovnice (3.4) tedy plyne, ze feseni x(t) lezi pouze ve sméru uréeném vektorem
r; . ReSeni pro rostouci ¢as t smétuje do nuly, je-li redlnd ¢ast vlastniho éfsla zaporna,
a naopak smétfuje po vlastnim vektoru do nekonecna, je-li redlna cast kladnd. Stejné
muzeme uvazovat u poc¢atecni podminky x(ty) , lezici v podprostoru tvoreném nékterymi
vlastnimi vektory. Reseni potom v tomto podprostoru zistane. Odpovidé-li ndsobnému
charakteristickému ¢islu A fetézec vlastnich vektoru r;...r,,, pak prislusné reseni odpovida-
jici danému A jsou
t2 755—1

.I'(t) = (7"5 + t.?“s,1 + =759+ ..+ m

ST rl)ek(t’tO). (3.6)

Vlastni vektory pak nazyvame pravé vlastni vektory matice A. Ty nam urcuji feSeni neb-
uzeného systému —u(t) = 0. Z vyse zminéného je patrné, ze jsou-li redlné ¢asti vlastnich
¢isel mensi nez nula, je systém stabilni. Jsou-li redlné ¢asti vlastnich cisel rovny nule,
je systém na mezi stability, u redlnych casti vétsich nez nula je pak systém nestabilni.
Pokud neni k dispozici stavovy popis systému, je mozné urcit jeho stabilitu z vnéjsiho

popisu (prenosu) uvazovaného jako:

Ay S™ + Q1™ L agst + ag
bnSn + bn_18n_1 + ...+ blsl + b()

P(s) =

kde n > m. Stabilita je ddna pély prenosu(kofeny jeho charakteristického polynomu),
pro které plati stejnd podminka jako pro vlastni ¢isla. Systém je tudiz stabilni pouze
pokud maji jeho pdly realné ¢asti mensi nez nula. Rozhodnout o tom, zda je systém
stabilni ¢i ne, je v pripadé znalosti jeho pélu pomérné trividlni zalezitost, ovsem jestlize
méame k dispozici pouze vnéjsi popis (pfenos nebo prenosova matice), muzeme o stabilité
systému rozhodnout jen v pripadé, Ze nemé nepozorovatelné ¢i neriditelné céasti, které
jsou nestabilni (skryté nestabilni médy). Hlubsi popis této problematiky je mozno nalézt
v (STECHA, J., 2005) a (RAVEN, F.H., 1995).

Shrnuti:

Pro urceni ljapunovy stability linearniho spojitého systému, je nutné analyzovat polohu
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vlastnich ¢isel jeho charakteristického polynomu, nebo jeho casové charakteristiky. Systém

je stabilni pokud plati jedna z téchto podminek:
e realnd cast vSech vlastnich ¢isel matice A je mensi nez nula
e realnd Cast vSech pélu prenosu systému je mensi nez nula.

Systém u néjz existuje vlastni ¢islo nebo pdl majici realnou ¢ast rovnu nule je stabilni
ktera by splnéni uvedenych podminek provérila, muze byt dosti obtizna a ¢asové narocna,
existuje fada zjednodusujicich algebraickych a grafickych metod. Tyto metody se nazyvaji

kritéria stability.

3.3.2.1 Piiklady

Priklad 3.5: Pro systém popsany diferencialni rovnici
i (1) = ax (1),

kde parametr a je ¢asové nemeénny, ale nélezi do predem zndmé mnoziny a € (—2,4),
proved'te analyzu ¢asové odezvy pro pocdtetni podminku x (0) = 2. Diskutujte chovani

systému v zavislosti na parametru a.

Resent: Zadany systém je Gasové neménny, linedrni a autonomni s jednim neznamym
parametrem. Pfrestoze je paramet a neznamy (lezi uvnitt zndmé mnoziny), je mozné
odvodit obecné teseni odezvy systému explicitné a nasledné vlastnosti systému disku-
tovat v zavislosti na hodnoté a. Pro zadanou pocateéni podminku je mozné odvodit
reSeni nejméné dvéma ruznymi zpusoby a to jednak pfimym feSenim linearni diferencialni

rovnice s konstatnimi parametry, nebo je mozné pouzit Laplaceovu transformaci.

T (t) = ax (1)
sX(s) —x(0) =aX(s)
X(s) = 3%

Vysledné reseni je spojita funkce, exponenciala, zavisla na jediném parametru a. Diskuze
feSeni pro ruzné hodnoty a lze rozdélit v zavisloti na parametru do tii skupin.
Pro hodnoty a € (—2,0) je tlim 2e = (). Stav systému se do pocatku soufadnicového

—0Q
systému blizi asymptoticky (Stav bude v nekoneéném case prave 0). V takovém piipadé



3.3. STABILITA LINEARNICH SYSTEMU 33

ma systém stabilni, pfedpovidatelnou odezvu. Parametr a je vlastnim c¢islem matice
systém, lezi ve stabilni levé poloroving, a tak je systém asymptoticky stabilni.

Pro hodnoty a € (0,4) je stav systému v nekone¢nu tlir?o 2e" = oo. Vlatni ¢islo
matice systému je v tom pripadé v pravé nestabilni poloroviné. Autonomni systém se
v tomto pripadé dostava s pribyvajicim ¢asem do stavu, které se stale vzdaluji pocatku
souradnicového systému. Po uré¢ité dobé bude stav systému v redlném piipadé neurcitelny
(pfesnost vypoctu hodnoty exponencidly klesé v zavisloti na ¢ase a roste vliv zaokrouhlo-
vani chyby). Pro hodnotu ¢ = 0 zustavd systém v pocdtetni podmince z(0). V tom
pripadé neni stav systému v pocatku souradnic, asymptoticky se do néj neblizi, ale ani
se mu nevzdaluje. Systém je tedy na mezi stability, kde je jeho stav dobfe urcitelny, ale
neovlivnitelny. V takovém piipadé je systém asymptoticky nestabilni, ale lyapunovsky
stabilni. Stav systému pro zvolenou pocateéni podminku nevybocuje mimo pocatecni

podminkou urcené ¢asové konstatni okoli pocatku soutradnic. v

Piiklad 3.6: U zadaného systému urcete pomoci analyzy vlastnich cisel a casovych

charakteristik, zda je stabilni.

Resent: Nejprve zjistime pély systému tj. kofeny charakteristického polynomu. Charak-
teristicka cisla jsou Ay = 5 a Ay = —1. Vlastni ¢islo \; ma kladnou realnou c¢ast a je
tudiz nestabilni, vlastni ¢islo A\, méa za redlnou cast zdpornou hodnotu a je tudiz stabilni.
Systém je tedy nestabilni, jak se bude chovat, je patrné i z jeho ¢asovych charakteristik
viz (obr. 3.2).

) Impulse Response : Step Response
x 10 x 10

Amplitud
Amplitude

(a) Impulsni charakteristika (b) Prechodové charakteristika

Obrazek 3.2: Casové charakteristiky k pitkladu (3.6)
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Priklad 3.7: U zadaného systému urcete pomoci analyzy vlastnich ¢isel a casovych

charakteristik, zda je stabilni.

U(s) s2+5,2s+1

Resent: Nejprve zjistime poly systému tj.kofeny charakteristického polynomu. Charakter-
isticka ¢isla jsou Ay = —Ha Ay = —é . Obé vlastni ¢isla maji zdpornou redlnou ¢ast, systém
je proto stabilni. Pro kontrolu se jesté podivejme na ¢asové charakteristiky (obr. 3.3) -1

z téch je patrné, ze systém je stabilni.

Impulse Response Step Response
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Amplitude
Amplitude
°

0.4
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0.02 01

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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(a) Impulsni charakteristika (b) Piechodovd charakteristika

Obrézek 3.3: Casové charakteristiky k pitkladu (3.7)

Priiklad 3.8: Urcete parametry systému a, b, ¢, pro které bude zadany systém stabilni.

1
(s—a)(s—§)(s—¢)

Priklad 3.9: U zadanych systémiu urc¢ete pomoci analyzy pélu a casovych charakteristik,

P(s) =

zda jsou stabilni.

Y

1. P(s) = U§§ = 2
Y (s _

2. P(s) =) = =5
Y (s

3. P(s) = 1 = wrigow

Piiklad 3.10: Vysetiete stabilitu u zadaného linearniho systému daného rovnici x =Ax,

pro hodnoty matice A:
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—4 2
1A=

Priklad 3.11: Jsou zadany ctyfi systémy pomoci prenosovych funkei a ¢tyfi impulsni

charakteristiky (obr. 3.4). Prifad'te systémum jejich charakteristiky.

_Y(s) 2
L P(s) = 55 = 7rooermim

Y (s

3. P(s)=28 —__ 3

U(s) 252—225420

U(s) ~— s2+s+5
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Impulse Response . Impulse Response
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(¢) Impulsni charakteristika C (d) Impulsn{ charakteristika D

Obréazek 3.4: Casové charakteristiky k pifkladu (3.11)

3.3.3 Diskrétni linearni systémy

Stabilitu diskrétnich systému lze odvozovat obdobné jako u spojitych systému z ljapunovské
definice stability (3.1), coz znamend, ze ji lze ur¢it z pdlu systému, respektive jeho
vlastnich ¢isel. Zékladem tvahy je diskrétni nebuzeny stacionarni systém z(k + 1) =

Mz (k). Redeni tohoto systému lze zapsat jako
x(k) = Z%H)\?y (3.7)
i=1

pricemz obdobné jako u rovnice (3.1) jsou r; vlastni vektory, A; jsou vlastni ¢isla
matice M a «; jsou konstanty dané pocatecni podminkou. Toto feSeni konverguje do

rovnovazného stavu x, = 0 pouze v pripadé, ze

M| <1:i=1,2,..n (3.8)
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Vysledkem rovnice (3.8) je tedy tvrzeni, které iikd, ze diskrétni systém je stabilni, pouze
pokud absolutni hodnota jeho vlastnich ¢isel je mensi nez jedna. Diskrétni systém je tedy
stabilni pokud se jeho vlastni ¢isla v ramci komplexni roviny nachazi uvnitt jednotkové
kruznice se stfedem v 0. Pii zjisfovani stability muzeme postupovat dvéma zpusoby.

Bud prevedeme diskrétni systém na spojity pomoci nejvhodnéjsi bilinedrni transformace

s+1
s—1

jedno z kritérii stability urcenych pro diskrétni systém.

,napt.(z = ), a ddle vysSetiujeme stabilitu jako u spojitého systému, nebo pouzijeme

3.3.3.1 Piiklady

Priklad 3.12: Urcete, zda je zadany systém stabilni.

z+0,2
224+0,224+0,1

P(z) =

Priklad 3.13: Urcete, zda je zadany systém stabilni.

B —z+4
0,523 — 22— 12242

P(z)

Priklad 3.14: Urcete, zda je systém dany maticemi stavového popisu stabilni.

0.8 —0.06 0.09
[ 0.09  0.99 ] ’ {0-005] ©¢=[12].p-p0

Priklad 3.15: U systému daného rovnicemi
z1(n+ 1) = 2z5(n)

za(n+ 1) = 4a1(n)
y(n) = a1(n),
urcete zda je stabilni.

Priklad 3.16: U systému daného rovnicemi

z1(n+ 1) = 2ax;(n)

9

y(n) = 3z1(n)
kde pocédteéni podminka je z1(0) = a, uréete mozné hodnoty parametru a tak, aby systém
byl stabilni.
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3.3.4 Kritéria stability

Jak jiz bylo zminéno, existuji metody slouzici k jednoduchému a rychlému urceni stability
systému. Metody lze obecné délit na algebraickd a frekvenéni, vzdy podle toho, zda se
vychazi z matematického popisu systému, nebo jeho frekvencnich charakteristik. Vétsina
téchto metod existuje ve verzi jak pro spojité systémy tak ve verzi pro diskrétni systémy.
Detailn{ popis a rozdéleni kritérif stability lze nalézt v (STECHA, J., 2005) a (CSAKI,

F., 1972), v této kapitole je uveden pouze popis metody vychazejici ze stavového portrétu.

3.3.4.1 Stavovy portrét

Definice 3.4 (Definice stavového portrétu): Stavovy portrét dynamického systému
je graf vykreslujici systémové trajektorie Sipkami, stabilni stavy teckami a nestabilni
stavy kruhy v stavovém prostoru. Osy grafu vyplyvaji ze stavovych proménnych. (Phase
Portrait Definition, (http://economics.about.com/od/economicsglossary/g/phase.

htm)) >

Metoda urcovani stability ze stavového portrétu vychazi z poznatku plynoucich u spo-
jitych systému z rovnice (3.3) a (3.4), u diskrétnich obdobné z rovnice (3.7). Je zalozena
na sledovani pohybu feseni systému x s ¢asem t po trajektoriich danych vlastnimi vek-
tory systému r;. PTi vytvareni stavového portrétu se pro vSechny pocateéni podminky
se dopocitaji trajektorie, po kterych se system autonomné vyviji a soubor téchto tra-
jektorii potom tvori stavovy portrét. U stabilniho systému Re{A} < 0 se pohybuji
feSeni s ptribyvajicim ¢asem do nuly u nestabilntho pak do nekone¢na. Ptiklad stavovych
portrétu systému je zndzornén na obrazku (obr. 3.4), smér pohybu feSeni je naznacen
Sipkami. Aby bylo mozno stavovy portrét zobrazit, je nutno uvazovat + € X € R2.
Nevyhodou stavového portrétu je nemoznost jeho pouziti pro systémy vyssich radu. Po-
drobny rozbor stavového portrétu lze nalézt na (Macur, (http://www.fce.vutbr.cz/
studium/materialy/Dynsys/kap2/kap2.htm#dynamicky%20system)), program slouzici
k vizualizaci pak na (Linear Phase Portrait Applet, (http://www-math.mit.edu/daimp/
LinPhasePorCursor.html)).

Priklad 3.17: Pro systémy dané rovnici £ = Ax se zadanou matici A sestavte pomoci
(Linear Phase Portrait Applet, (http://www-math.mit.edu/daimp/LinPhasePorCursor.
html)) stavové portréty a diskutujte jejich stabilitu.

1,5 2,5
LA= """ 7%
2,5 1,5
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—2 0,41
2. A=
2,41 2
0 —2
3. A=

0,4 —0,4
4. A= " ’
3,6 0,4
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Piiklad 3.18: Pro systémy zadané v piikladu (3.10) sestavte stavové portréty a ovéite

jejich stabilitu.

N
IO

\

[
ZN

/

(a) Stabilnf sys.

(b) Nestabiln{ sys.

(c) Jeden stabilni a jeden

nestabilni pol

Obrézek 3.5: Stavové portréty ruznych typu systémiu



40

KAPITOLA 3. STABILITA SYSTEMU



Kapitola 4
Zaveér

V prvni casti této bakalarské prace byl vytvoren matematicky model a model stan-
dardu VRMLY7 soustavy kotel, turbina, odstredivy regulator. Navrh regulatoru vychéazel
z konstrukce Wattova odsttedivého reguldtoru, pricemz byla vytvorena dvé mozné fesSeni
reguldtoru s regulovanym systémem. V prubéhu navrhu diléich soucasti systému pak vzdy
byla navrzena dvé funkéni feseni, ze kterych bylo jedno vybrano k realizaci. VR Model
soustavy byl kompromisné vytvoren tak, aby co nejvice odpovidal své historické predloze
a zaroven si zachoval pfehlednost a jednoduchost. Ve druhé c¢ésti prace byla nastinéna
problematika urcovani stability systému, pricemz byly uvedeny hlavni definice a véty
tykajici se dané problematiky. Prevaznou cast kapitoly tvoii sada fesenych a nefesenych
prikladt, majici za cil motivovat studenty k pochopeni tématu. K vytvoreni prace byly

pouzity tyto programy:
e MikTex (Shenk, (http://www.miktex.org))
e Matlab (Matlab, (http://www.mathworks.com))
e Mathacad (Mathcad, (http://wuw.mathcad.com))

e Gimp (GIMP, (http://www.gimp.org)).
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Priloha A

Reseni tloh z kapitoly Stabilita

systému

(3.2): autonomné stabilni pro z € (—2,2); (3.4): 1)BIBO, ljapunovsky, asymptoticky
stabilni 2)BIBO, ljapunovsky, asymptoticky stabilni 3)nestabilni 4)nestabilni; (3.8): a <
0,0 > 0,c < 0; (3.9): 1)nestabilni 2)stabilni 3)nestabilni; (3.10): 1)stabilni 2)nestabilni
3)stabilni 4)nestabilni ; (3.11): 1D, 2A, 3C, 4B; (3.12): stabilni ; (3.13): nestabilni ; (3.14):
stabiln{ ; (3.15): nestabilni ; (3.16): stabilni pro |a| < 3
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Priloha B

Obsah prilozeného CD

e Adresar BP2007: Vlastni text bakalarské prace ve formatu pfd

e Adresatr MODEL: Soubory obsahujici modely vytvoreného regulatoru
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