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virtuálńı modelováńı
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Abstrakt

Předkládaná bakalářská práce je myšlena jako materiál určený pro podporu výuky na

Katedře ř́ıdićı techniky Českého vysokého učeńı technického v Praze. Práce je rozdělena

do dvou část́ı. Prvńı část práce je zaměřena na vytvořeńı modelu parńıho generátoru

s turb́ınou ř́ızeného Wattovavým regulátorem v prostřed́ı Matlab Virtual Reality Tool-

boxu. Druhá část bakalářské práce se zaob́ırá stabilitou systému, přičemž na problém

nahĺıž́ı z r̊uzných hledisek. Jej́ım ćılem je vytvořeńı studijńıho materiálu, dávaj́ıćıho stu-

dent̊um rychlý přehled této d̊uležité problematiky. Hlavńı principy jsou demonstrovány na

řešených př́ıkladech, v d́ılč́ıch kapitolách je též přiložena sada neřešených, ale motivuj́ıćıch

př́ıklad̊u.
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Abstract

The aim of presented graduation thesis is to support the education in the Department

of Control Engineering at Czech Technical University in Prague. The presented work

consists of two main parts. First of these is aimed on developement of a Matlab Virtual

Reality Toolbox model of system with steam generator and turbine, which is controlled

by a Watt regulator. The second part reviews system stability from various views. The

goal is to create a study material that would enable students to get quick review of this

importart topic. The main principles are demonstrated on solved examples, but a set of

unsolved and motivative examples is also included in the subsections.

iv



v



vi



Obsah

Seznam obrázk̊u ix
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Obecná problematika

Při vytvářeńı modelu regulátoru dle mechanické předlohy je v prvé řadě nutné model de-

tailně rozebrat a matematicky popsat mechanické vztahy plat́ıćı pro daný systém. V praxi

se většina těchto systémů chová nelineárně, avšak d́ıky tomu, že systémy jsou většinou

určeny k práci v definovaných meźıch, je možné zvolit pro systém vhodný pracovńı bod a

kolem něj provést linearizaci. Proces linearizace pak následně zjednoduš́ı návrh modelu.

Funkćı regulátoru je stabilizace systému na požadovaných hodnotách výstupńı veličiny.

1.2 Prvńı část práce

V prvńı části práce je rozbor Wattova odstředivého regulátoru, postup při sestavováńı

jeho matematické reprezentace následně použité ve výpočetńım programu MATLAB/Sim-

ulink a vytvořeńı jeho vizualizace ve standardu VRML97(dále VR Model) . Funkčnost

model̊u pak zajǐst’uje propojeńı matematického modelu a VR Modelu pomoćı Virtual

Reality Toolboxu(dále VR Toolbox). V rámci identifikace systému je ćılem definovat vz-

tah mezi vstupńımi otáčkami regulátoru a velikost́ı jeho akčńıho zásahu. Tato znalost je

následně využita pro návrh matematického modelu i pro vytvořeńı modelu virtuálńıho

světa odpov́ıdaj́ıćıho možnému technickému řešeńı. Daľśım ćılem je pak vytvořeńı matem-

atického modelu virtuálńı soustavy kotle a turb́ıny, kterou je možno pomoćı regulátoru

ovládat.

1



2 KAPITOLA 1. ÚVOD

1.3 Druhá část práce

Ve druhé části bakalářské práce je rozebrána stabilita u lineárńıch systémů a možnost

jej́ı identifikace, což je v praxi dále využ́ıváno k návrhu regulace daného systému. Kromě

obecných definićı stability jsou zde obsaženy též řešené a neřešené př́ıklady k nast́ıněné

problematice. Kritéria slouž́ıćı k určeńı stability systému jsou zmı́něna pouze okrajově,

přičemž jsou uvedeny zdroje, kde jsou rozvedena v́ıce do hloubky.



Kapitola 2

Watt̊uv regulátor

2.1 Rozbor

2.1.1 Obecný nástin stavby a funkce regulátoru

Watt̊uv regulátor se proslavil v době pr̊umyslové revoluce, kdy s prudkým nár̊ustem

počtu parńıch stroj̊u, bylo třeba mı́t i spolehlivý a jednoduchý regulačńı systém stabi-

lizuj́ıćı a optimalizuj́ıćı práci továrńıch stroj̊u. Regulátor je založen na principu odstředivé

śıly. I v současné době lze tento regulátor naj́ıt v systémech, ve kterých neńı vhodné

z konstrukčńıch d̊uvod̊u využ́ıt k regulaci pouze elektronické prvky a kde se využ́ıvá

převod pozorované veličiny na otáčky. Nejčastěǰśı současnou aplikaćı regulátoru je regu-

lace vstřikováńı u lokomotiv, kde je použit bud’ samostatně, nebo jako součást sdruženého

regulátoru.

Nastaveńı požadovaných výstupńıch otáček systému se doćılilo pomoćı stavitelné délky l

rotuj́ıćıch ramen regulátoru, se závaž́ımi na konćıch, napojených na hnaćı hř́ıdel parńıho

stroje viz (obr. 2.1). Největš́ım problémem při tvorbě matematického modelu bylo nas-

taveńı parametr̊u regulátoru pro daný systém, přičemž nejúčelněǰśı byla postupná aprox-

imace.
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4 KAPITOLA 2. WATTŮV REGULÁTOR

Obrázek 2.1: Parńı stroj s Wattovým regulátorem

2.1.2 Technický rozbor

Regulátor je v rámci rozboru uvažován ve dvou možných provedeńıch. V prvńı verzi jsou

závaž́ı na konćıch rotuj́ıćıch ramen regulátoru stavitelná manuálně viz (obr. 2.3(a)), ve

druhé verzi jsou pak závaž́ı uchycena k ramen̊um pomoćı pružin maj́ıćıch za ćıl zlepšit

jeho dynamické a regulačńı vlastnosti viz (obr. 2.3(b)).
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Obrázek 2.2: Strukturálńı schéma Wattova regulátoru

2.1.2.1 Regulátor - verze 1

Ze schématu (obr. 2.2) je patrno, že prvńı uvažovanou verzi regulátoru si lze představit

jako dvě vzájemně závislé části. Prvńı část́ı jsou dvě ramena, na kterých jsou ve vzdálenosti

b umı́stěna závaž́ı o hmotnosti m a která rotuj́ı úhlovou rychlost́ı ω kolem osy otáčeńı

(souměrnosti). Délka ramene b (tj. poloha závaž́ı na rameni) je uvažována jako manuálně

stavitelná v daných meźıch. Rameno b sv́ırá s osou otáčeńı úhel α .

Druhou část́ı regulátoru jsou jakési spojené n̊užky, jejichž ramena maj́ı shodně délku a

a s osou otáčeńı taktéž sv́ıraj́ı úhel α. Spolu se zvyšuj́ıćı se rychlost́ı rotace ω se n̊užky

rozev́ıraj́ı a úhel α roste. V závislosti na změně úhlu α se měńı i délka y, která je inverzńı

k výstupńı veličině regulátoru. Výstupńı veličinou regulátoru je délka h, určuj́ıćı mı́ru

otevřeńı ventilu u parńıho kotle. Pro źıskáńı matematického popisu regulátoru je nutno

stanovit vztah mezi jeho vstupńı a výstupńı veličinou.

Nejprve je nutné určit závislost mezi úhlem α a posunem y. Tento vztah se dá vyjádřit

jako

y = 2a cos α. (2.1)

Následuje určeńı závislosti mezi úhlem α a úhlovou rychlost́ı ω. Aby bylo možné

tento vztah určit je nutné uvažovat p̊usobeńı sil na závaž́ı (hmotnost ramen a odpory v
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čepech jsou zanedbány). Pro lepš́ı pochopeńı platných vztah̊u je uveden detail ramena

viz (obr. 2.3(a)). Odstředivá śıla je obecně vyjádřena jako

Fo = mω2R,

což lze upravit na tvar

Fo = mω2b sin α.

Gravitačńı śıla je vyjádřena ve tvaru

Fg = mg.

Úhel α je možno z těchto rovnic vyjádřit jako

tan(α) =
mω2b sin(α)

mg
,

přičemž po úpravě dostaneme tvar

α = arccos(
g

ω2b
). (2.2)

Daľśım krokem k źıskáńı vztahu mezi vstupńı veličinou ω a výstupńı veličinou h je

dosazeńı vztahu źıskaného v rovnici (2.2) do rovnice (2.1). Z tohoto dosazeńı pak vyplývá

vztah mezi ω a y

y = 2a
g

ω2b
. (2.3)

Závěrem je dosazeńı tohoto výsledku do vztahu mezi y a h

h = −y = −2a
g

ω2b
. (2.4)

2.1.2.2 Regulátor - verze 2

U druhé verze regulátoru je počátečńı úvaha o jeho konstrukci též založena na schématu

(obr. 2.2). Rozd́ıl oproti verzi předchoźı je ve zp̊usobu uchyceńı závaž́ı na remenech, které

je nast́ıněno na schématu (obr. 2.3(b)). Diference je v tom, že délka ramene b (poloha

závaž́ı na rameni) neńı konstantńı, ale je dána tuhost́ı pružiny k, úhlem α a hmotnost́ı

závaž́ı m. Pružina je uvažována jako lineárńı. K źıskáńı vztahu mezi vstupńı velčinou je

nutno v prvńım kroku určit závislost délky b na úhlu α. Délku b lze pojmout jako délku

složenou z fixńı části b0, která odpov́ıdá délce pružiny v klidové poloze, a z části ∆ b,

která se měńı spolu s úhlem α.
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(a) Verze 1 (b) Verze 2

Obrázek 2.3: Detaily ramene regulátoru

Při hledáńı matematického popisu bylo postupováno v několika kroćıch.

Byla zavedena direkčńı śıla Fd, kterou lze vyjádřit pomoćı hmotnosti gravitačńı śıly Fg,

odstředivé śıly Fo a úhlu α jako

Fd = Fg cos α + Fo sin α,

pro odstředivou a gravitačńı śılu plat́ı vztahy

Fo = mω2b sin α

Fg = mg.

Direkčńı śılu lze též vyjádřit i z tuhosti pružiny jako

Fd = ∆bk.

Nyńı je již možno sestavit rovnici rovnováhy

mg cos α + mrω2 sin α − ∆bk = 0. (2.5)

Vztah pro úhel α pak lze zapsat ve tvaru

α = arccos(
mg

∆bk
).
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Poloměr r je možno vyjádřit jako

r = (b0 + ∆b) sin α = (b0 + ∆b) sin(arccos(
mg

∆bk
)).

Původńı rovnici (2.5) lze po dosazeńı těchto vztah̊u zapsat jako

mg cos(arccos(
mg

∆bk
)) + m(b0 + ∆b) sin(arccos(

mg

∆bk
))ω2 sin(arccos(

mg

∆bk
)) − ∆bk = 0.

(2.6)

Z této rovnice je možno vyjádřit rovnici pro výpočet prodloužeńı ∆ b a velikosti úhlu α

α = arccos
mg

mkω2 b0
k−mω2

(2.7)

a

∆b = mω2 b0

k − mω2
. (2.8)

Posledńım krokem je dosazeńı vztahu (2.7) do rovnice (2.4). Vztah mezi vstupńı a

výstupńı veličinou u druhé verze regulátoru tedy bude

h = −y = −2a
g

ω2(b0 + mω2 b0
k−mω2 )

. (2.9)

2.1.3 Omezeńı regulátoru

K zajǐstěńı správného chováńı VR Modelu je nutné stanovit meze, ve kterých se regulátor

může pohybovat. Mezńı polohy pro obě navržené verze regulátoru jsou znázorněny na

schématu (obr. 2.4).
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Obrázek 2.4: Mezńı polohy regulátoru

Mezńı polohy regulátoru je nutno určit jako pr̊unik všech limit omezuj́ıćıch d́ılč́ı části

regulátoru z omezeńı daných fyzikálńımi zákony. Při pohledu z fyzikálńıho hlediska je

omezeńı dáno minimálńım a maximálńım úhlem ramena regulátoru k ose rotace αmin a

αmax. Minimálńı úhel αmin je dán poloměrem závaž́ı r a délkou ramena b, přičemž plat́ı

vztah αmin = arcsin( r
b
). Maximálńı úhel αmax je u ideálńı konstrukce regulátoru π

2
, u

reálné konstrukce jde předpokládat αmax < π
2

. Z mechanického pohledu je omezeńı dáno

hodnotou zdvihu n̊užek regulátoru y, respektive jeho minimálńı a maximálńı velikost́ı

ymin a ymax. Minimálńı velikost zdvihu je u ideálńı konstrukce regulátoru ymin = 0, u

reálné konstrukce je možno předpokládat ymin > 0. Maximálńı velikost zdvihu ymax je

omezena délkou ramen a, přičemž u ideálńıho konstrukce regulátoru plat́ı ymax = 2a.

Dı́ky provázanosti úhlu α a zdvihu y plynoućı z rovnice (2.1) je nutné vytvořit pr̊unik

těchto dvou pohled̊u. Pro ideálńı regulátor tedy plat́ı

ymin = 0

ymax = 2a cos(arcsin( r
b
)).

. (2.10)

Pro druhou verzi regulátoru je nav́ıc nutno zavést ještě omezeńı maximálńıho protažeńı

pružiny ∆bmax , které by u reálného modelu bylo realizováno zarážkou na rameni se

závaž́ım. Toto omezńı je pak dáno fyzikálńımi parametry regulátoru jako

∆bmax = b − b0. (2.11)
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Minimálńı délka pružiny ∆bmin je zvolena jako

∆bmin =
b

2
. (2.12)

2.1.4 Shrnut́ı rozboru regulátoru

K vlastńımu zpracováńı do podoby matematického a VR Modelu byla zvolena prvńı verze

se stavitelnými závaž́ımi, která skýtá větš́ı potenciál z hlediska interaktivity pro uživatele

a je i přehledněǰśı pro zpracováńı ve virtuálńı realitě. Z hlediska regulačńıch vlastnost́ı by

patrně zaj́ımavěǰśı byla druhá verze regulátoru, ovšem jej́ı zpracováńı do VR Modelu se

jevilo jako problematické a pro uživatele neznalého dané konstrukce nejasné.

2.2 Regulovaný systém

Aby bylo možno přej́ıt k samotnému vyhotoveńı modelu, je nejprve nutno nadefino-

vat regulovaný systém. Hledaný systém by měl mı́t výstup v otáčkách, které by měly

být regulovatelné pomoćı akčńıho zásahu odstředivého regulátoru. Byla zvolena varianta

odpov́ıdaj́ıćı historickému užit́ı tohoto regulátoru - kotel s turb́ınou. V rámci rozboru jsou

uvažována dvě možná konstrukčńı řešeńı, která jsou dále rozvedena. Při návrhu těchto

řešeńı byla provedena následuj́ıćı zjednodušeńı oproti reálnému systému:

• připouštěńı vody nemá skokový vliv na teplotu v kotli

• byla provedena linearizace entalpie páry v závislosti na tlaku

• mechanismus akumulace energie při zvyšováńı teploty i tlaku, kdy se měrná tepelná

kapacita nelineárně zvyšuje, je zanedbán

• zp̊usob prouděńı páry z natlakovaného bubnu je aproximován z Bernoulliho rovnice

• při upouštěńı páry je hmotnostńı pr̊utok vyjádřen rovnićı vytékáńı ideálńı kapaliny

• je uvažován krout́ıćı moment páry úměrný pr̊utoku, který je přibližným vyjádřeńım

zavislosti mezi momentem a pr̊utokem na skutečné turb́ıně.

Při návrhu byli využity poznatky ze (Bernoulliho rovnice, 〈http://cs.wikipedia.org/
wiki/Bernoulliho rovnice〉),(Gaš, 〈http://prfdec.natur.cuni.cz/∼gas/FCH1 Syl.
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doc〉),(Simulátor parńı turb́ıny, 〈http://dsp.vscht.cz/konference matlab/MATLAB06/

prispevky/cidl hyncica/cidl hyncica.pdf〉). K vytvořeńı matematického a VR Mod-

elu byla ve výsledku, pro větš́ı odolnost v̊uči výkyv̊um tlaku, vybrána druhá navrhovaná

verze systému.

2.2.1 Regulovaný systém - verze 1

Schéma (obr. 2.5) ukazuje strukturu předpokládaného řešeńı. Je na něm vidět buben kotle

na pevné palivo, ve kterém se nacháźı velké množstv́ı vody, jej́ıž teplota se předpokládá

v okoĺı bodu varu. Daľśım předpokladem je konstantńı př́ısun tepla, které vypařuje přes

bod varu přibližně konstantńı množstv́ı vody. To vše plat́ı pouze přibližně, standardně

záviśı toto teplo na pracovńım bodě, tj. na teplotě a tlaku v bubnu. Část tepla je tedy

využita k odpařováńı a druhá část ohř́ıvá už vypařený plyn na vyšš́ı teplotu.

Obrázek 2.5: Schéma kotle s regulátorem - verze 1

Prvkem soustavy, kterému je věnována největš́ı pozornost, je regulačńı ventil kotle.

Ventil je uvažován jako součást hnaćıho potrub́ı vedoućıho k turb́ıně, což je jednoduché

konstrukčńı řešeńı, ovšem při vysokém nár̊ustu tlaku má omezené regulačńı možnosti.

Menš́ı regulačńı schopnost je dána principem regulace, kdy mı́ra otevřeńı ventilu určuje

množstv́ı plynu odtékaj́ıćıho z kotle do turb́ıny, což ovlivňuje tlak v kotli a rychlost otáčeńı

turb́ıny, potažmo regulátoru. Regulátor se snaž́ı udržet kostantńı otáčky turb́ıny, ovšem

se vzr̊ustaj́ıćı rychlost́ı otáčeńı turb́ıny uzav́ırá ventil a nereflektuje již na prudký nár̊ust

tlaku v kotli, což by u reálné konstrukce hrozilo destrukćı celého systému. I přes tento
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nedostatek je popis kotle a turb́ıny pro toto řešeńı d̊uležitý, protože zachycuje nelinearity

kotle a turb́ıny, což je využito v rámci řešeńı druhého konstrukčńıho návrhu.

2.2.1.1 Popis kotle

V rámci návrhu kotle je použit předpoklad zachováńı konstantńıho tlaku pro př́ıpad

uzavřeńı výpustńıho ventilu a zastaveńı dodávky tepla, tud́ıž tepelné ztráty do okoĺı jsou

pro zjednodušeńı zanedbány. Při popisu kotle je vyjito ze stavové rovnice plynu

pV = nkT,

kde p je tlak, V je objem, který je uvažován konstantńı, T je teplota v nádobě, která je

uvažovaná jako konstantńı, a nakonec n je množstv́ı molekul v nádobě. Ze čtyř stavových

veličin je v tomto př́ıpadě třeba brát v ohled dvě, a to tlak p a počet molekul n. Počet

molekul je ovlivněn jednak otevřeńım ventilu, kudy se molekuly ze systému ztráćı, a

druhak hořákem, který dodává teplo do systému, odpařuje vodu na páru, a t́ım molekuly

dodává. Př́ır̊ustek tlaku za čas je možné napsat jako

∂p

∂t
= K1Q − K2

√
p − p0d,

kde K1Q jsou nové molekuly a K2

√
p − p0d je výtok ventilem. Výtok z nádoby je podobně

jako v př́ıpadě vody úměrný odmocnině rozd́ılu tlaku uvnitř bubnu a tlaku za turb́ınou.

Předpokládáme dále pracovńı tlak p̄, což je pracovńı tlak v nádobě, kolem kterého je

plánovaný provoz.

2.2.1.2 Popis Turb́ıny

Turb́ına je typický rotačńı stroj, podobný kolu s lopatkou. Protékaj́ıćı plyn p̊usob́ı na

lopatky turb́ıny silou, ta se v̊uči ose otáčeńı projev́ı jako moment. Pokud se sečtou mo-

menty z jednotlivých lopatek, źıská se krout́ıćı moment, který otáč́ı zař́ızeńım. Rovnici

pro pohyb rotačńıho zař́ızeńı řeš́ı druhá věta momentová:

Jn̈ = M,

kde n̈ je druhá derivace natočeného úhlu podle času, J je moment setrvačnosti a M je

krout́ıćı moment, který na turb́ınu p̊usob́ı. V rovnici je možno dosadit za krout́ıćı moment

dva členy. Prvńı člen rovnice reprezentuje část systému, která zař́ızeńı poháńı a která je
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úměrná pr̊utoku plynu hnaćım potrub́ım, a druhý člen representuje ztráty v ložisku a

odpor turb́ıny v̊uči otáčeńı. Rovnice pak vypadá takto

n̈ = K3K2

√
p − p0d − Cṅ.

2.2.1.3 Linearizace

Závěrečnou fáźı kompletace soustavy kotel-turb́ına je linearizace těchto dvou člen̊u systému.

Rovnice pro tlak i otáčky jsou nelineárńı, protože výtok je úměrný odmocnině tlaku. Z to-

hoto d̊uvodu je třeba provézt linearizaci kolem pracovńıho bodu. Volba pracovńıho bodu

je d̊uležitá pro hodnoty uvnitř nelineárńıho členu, a to pro polohu ventilu d a pro tlak p.

Hodnota pro klapku je zvolena na d0=
1
2

, pro tlak bĺıže nezvolená hodnota p̄. Následně

je možno zapsat rovnici

∆ṗ = K1Q − K2
1

2
√

p̄ − p0

d0∆p − K2

√
p̄ − p0∆d

n̈ = K3K2
1

2
√

p̄ − p0

d0∆p + K3K2

√
p̄ − p0∆d − C

J
ṅ.

Akčńı zásah je potom úměrný rychlosti otáčeńı ṅ, která je také ř́ızenou veličinou. Druhá

rovnice je tedy pouze rovnićı prvńıho řádu. Vše lze přepsat do stavového popisu, kde d

je ř́ıdićı veličina, tlak jeden stav a rychlost otáčeńı druhý:

[

∆ṗ

n̈

]

=

[

−K2
1

2
√

p̄−p0

d0 0

K3K2
1

2
√

p̄−p0

d0 −C
J

][

∆p

ṅ

]

+

[

K1 −K2

√
p̄ − p0

0 K3K2

√
p̄ − p0

][

Q

∆d

]

Jak je patrno, matice systému je dolńı trojúhelńıková, vlastńı č́ısla jsou t́ım pádem na

diagonále, jsou záporná a reálná. Regulovaný systém je tedy druhého řádu, stabilńı s

nekmitavými charakteristikami. Všechny hodnoty v linearizovaném systému jsou měřeny

od hodnoty ekvilibra, přičemž pro źıskáńı skutečné hodnoty je nutné seč́ıst diferenci a

hodnotu ekvilibria:












p̄

n̄

Q̄

d̄













2.2.2 Regulovaný systém - verze 2

Druhé navrhované řešeńı se od prvńıho lǐśı v umı́stěńı regulačńıho ventilu, který je nyńı

nezávislý na hnaćım potrub́ı a funguje jako samostatný upouštěćı ventil. Hnaćı potrub́ı
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je necháno neregulované s konstantńım pr̊uměrem. Toto řešeńı, které je nast́ıněno na

schématu (obr. 2.6), je oproti předchoźımu výhodné v tom, že při nár̊ustu tlaku v kotli a

potažmo otáček turb́ıny a regulátoru, vzroste i mı́ra otevřeńı ventilu, což vede ke sńıžeńı

tlaku v kotli. Reálný systém s takto umı́stěným ventilem by tedy měl být odolněǰśı v̊uči

možnosti poškozeńı v d̊usledku prudkého nár̊ustu tlaku v kotli. Matematické vyjádřeńı

chováńı kotle a turb́ıny se oproti předcházej́ıćı verzi změńı takto:

Rovnice pro tlak v kotli

ṗ = K1Q̄ − K2

√
p − p0 − KA

√
p − pAd, (2.13)

kde člen s označeńım A je výpust’ do atmosféry, jej́ıž pr̊uřez je manipulačńı veličina.

Rovnice pro rotaci turb́ıny

Jṅ = K3K2

√
p − p0 − Cn, (2.14)

kde došlo k zjednodušeńı v d̊usledku absence členu reprezentuj́ıćıho změnu pr̊uřezu ven-

tilu.

Obrázek 2.6: Schéma kotle s regulátorem - verze 2

Pro zjednodušeńı a demonstračńı účely při výuce jsou tyto vztahy v rámci jednoho z

přiložených matematických model̊u nahrazeny přenosem druhého řádu, který aproximuje

chováńı parńıho kotle a turb́ıny. Jako možná náhrada matematického modelu kotle s

turb́ınou byl zvolen přenos ve tvaru:

P (s) =
15

s2 + s + 5
. (2.15)
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2.3 Návrh v prostřed́ı Matlab

2.3.1 Matematický model

V rámci tvorby matematického modelu byli uvažovány dvě možné varianty ř́ızeńı systému.

Tyto varianty jsou znázorněny na schématu (obr. 2.7). Prvńı uvažovaná varianta předsta-

vuje situaci, kdy jediným vněǰśım vstupem regulovaného systému je velikost délky ramene

b, která určuje výslednou hodnotu ustálených otáček systému, který je poháněn kon-

stantńı dodávkou tepla. Druhá uvažovaná varianta je pak řiditelná pomoćı vstupńıch

otáček i délky ramene b, přičemž tyto parametry určuj́ı hodnotu otáček systému po

odezněńı přechodových jev̊u. Zkompletovány byli obě uvažované varianty, přičemž pro

prvńı variantu byl kotel s turb́ınou realizován dle odvozeńı z kapitoly ( 2.2.2) a pro vari-

antu s referenčńımi otáčkami byla na mı́sto kotle s turb́ınou zvolena jejich aproximace

viz (2.15).

(a) Výstupńı otáčky dané mechanickými para-

metry systému

(b) Výstupńı otáčky dané referenčńımi

otáčkami

Obrázek 2.7: Možnosti ř́ızeńı systému

2.3.2 Simulace modelu - verze 1

Dokončeńı matematického modelu uvažovaného v zapojeńı dle schématu (obr. 2.7(a))

spoč́ıvalo ve stanoveńı konstant modelu, které ovlivňuj́ı jeho dynamické a regulačńı schop-

nosti. Za ćıl bylo stanoveno nalezeńı takového nastaveńı konstant, které by umožňovalo

źıskat pro r̊uzná nastaveńı délky b co neǰsirš́ı možnost změny otáček systému, ovšem

se zachováńım regulačńıch schopnost́ı a možnosti tyto rozd́ıly rozeznat při běhu simu-

lace na VR Modelu. Všechny parametry byly stanoveny metodou postupné aproximace,

a to tak, aby pro minimálńı délku ramene b byli ustálené otáčky regulátoru na hodnotě
π
4
±0, 4rad/s. Tato hodnota byla zvolena vzhledem k rychlosti pr̊uběhu simulace, kdy pro

vyšš́ı hodnoty otáček docháźı k rozmazáńı vizualizace. Parametry, které byli pro model
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pomoćı aproximace vybrány jsou v tabulce (tabulka 2.1).

Tabulka 2.1: Parametry

Parametry Regulátoru

g 9,8 [m
s2 ]

r 1.15 [m]

a 4 [m]

Parametry Kotle a Turb́ıny

K1 62 [pa

j
]

K2 0.6 [m3

pa
]

KA 10 [−]

pA 100000 [pa]

K3 1 [ N.m
m3.s

]

p 300000 [pa]

p0 100000 [pa]

c 300 [ N.m
rad.s

]

j 10000 [kg.m2]

d0 0,5 [−]

Q 60 [Mj]

Pro zvolené parametry byla pak provedena simulace s r̊uznými hodnotami b, přičemž

měřeńı proběhlo pro minimálńı, středńı a maximálńı délku ramene. Pro zjǐstěńı reg-

ulačńıch schopnost́ı regulátoru byla sejmuta i charakteristika systému s odpojeným regulá-

torem a výpustńım ventilem otevřeným trvale na 50%. Zkoumány byli přechodové charak-

teristiky tlaku páry v kotli a otáček turb́ıny, přičemž u charakteristik jsou zapsány hod-

noty sledovaných veličin po odezněńı přechodového jevu. Charakteristiky, které jsou

zachyceny na (obr. 2.9), ukazuj́ı, že rozd́ıl výsledných tlak̊u, v kotli po ustáleńı, pro

mezńı délky b je 240kpa, což pak odpov́ıdá rozd́ılu v otáčkách 0, 32rad. Z přechodových

charakteristik vyplývá, že pro zvolené parametry je možno, pomoćı nastaveńı regulátoru,

ovlivnit výsledné otáčky systému až o 19%, což splňuje daný ćıl o maximálńım možném

rozsahu. Regulačńı schopnosti jsou pro všechny hodnoty b zhruba stejné, jak je vidět z

dob ustáleńı. Pro neregulovaný systém je doba ustáleńı téměř trojnásobná oproti systému

regulovanému. Doby ustáleńı regulovaného systému pro r̊uzné velikosti b se lǐśı, protože

simulace proběhly se stejným počátečńım tlakem v kotli, ale r̊uznými ćılovými tlaky. Jinak
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Obrázek 2.8: Převodńı charakteristika regulátoru pro středńı hodnotu b

lze považovat regulačńı účinky pro r̊uzná nastaveńı za podobné. Oba v počátku simulace

stanovené požadavky na soustavu se zvolenými hodnotami parametr̊u jsou tedy splněny.

2.3.3 Simulace modelu - verze 2

V druhé navržené verzi modelu je systému uvažován v zapojeńı dle schématu (obr. 2.7(b)).

Systém je složen z regulátoru a z přenosu dle (2.15), nahrazuj́ıćıho parńı kotel s turb́ınou.

Z převodńı charakteristiky regulátoru (??), s ramenem b nastaveným do středńı polohy,

bylo pro daný systém určeno pracovńı pásmo vstupńıch otáček jako: 1, 3 − 2, 3[rad/s].

Jak je vidět z přechodové charakteristiky (obr. 2.10(b)), pro vstupńı otáčky 1, 3[rad/s]

a minimálńı velikost ramena b, je již regulátor mimo své pracovńı pásmo a nebyl by v

praxi použitelný, ovšem tohoto jevu lze využ́ıt v rámci výuky. Celkové výsledky simulace

pro druhou verzi modelu jsou zachyceny viz (obr. 2.10).

2.4 Modelováńı regulátoru a regulované soustavy

2.4.1 Programové vybaveńı

Pro vytvořeńı VR Modelu regulátoru byl zvolen model ve formátu VRML97. Vytvořeńı

modelu v tomto standardu je možné realizovat pomoćı řady komerčńıch programů, př́ıpad-

ně je možno při hlubš́ı znalosti jazyka VRML97 model vytvořit v textovém editoru.
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(a) Odpojený regulátor, tlak v kotli
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(b) Odpojený regulátor, otáčky

regulátoru
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(c) Minimálńı b, tlak v kotli
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(d) Minimálńı b, otáčky regulátoru
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(e) Středńı b, tlak v kotli
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(f) Středńı b, otáčky regulátoru

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
300  

400

500  

539

553

Time [s]

P
re

ss
ur

e 
[k

pa
]

(g) Maximálńı b, tlak v kotli
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(h) Maximálńı b, otáčky regulátoru

Obrázek 2.9: Přechodové charakteristiky pro r̊uzná b, model verze 1
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(a) Minimálńı nastavená délka

b, vstupńı otáčky 1, 3 rad
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(b) Minimálńı nastavená délka

b, vstupńı otáčky 1, 8 rad
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(c) Minimálńı nastavená délka

b, vstupńı otáčky 2, 3 rad
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(d) Středńı nastavená délka

ramene b, vstupńı otáčky

1, 3 rad
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(e) Středńı nastavená délka

ramene b, vstupńı otáčky

1, 8 rad
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(f) Středńı nastavená délka

ramene b, vstupńı otáčky

2, 3 rad
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(g) Maximálńı délka ramene b,

vstupńı otáčky 1, 3 rad
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(h) Maximálńı délka ramene b,

vstupńı otáčky 1, 8 rad
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(i) Maximálńı délka ramene b,

vstupńı otáčky 2, 3 rad

Obrázek 2.10: Přechodové charakteristiky pro r̊uzné hodnoty referenčńıch

otáček a délky ramene b, model verze 2
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Oživeńı modelu pak zajǐst’uje Virtual Reality Toolbox produkovaný firmou Humusoft, se

kterým je dodáván i program V-Realm Builder, slouž́ıćı k modelováńı virtuálńıch svět̊u.

2.4.1.1 Virtual Reality Toolbox

Tento toolbox spojuje svět virtuálńı reality s výpočetńım prostřed́ım MATLAB/Simulink.

Virtuálńı realita nab́ıźı interaktivńı vstup uživatele do 3D poč́ıtačového světa a je ideálńım

nástrojem pro vizualizaci dat. Virtual Reality Toolbox, který je postaven na ISO stan-

dardu VRML97 (Virtual Reality Modeling Language, 〈http://www.web3d.org/x3d/
specifications/vrml〉), poskytuje prostředky pro ovládáńı animovaných 3D scén virtuál-

ńıho světa z prostřed́ı MATLABu a Simulinku. Sestavu “výpočet − > 3D vizualizace“ je

možné provozovat bud’ na jednom poč́ıtači nebo prostřednictv́ım standardńıho TCP/IP

protokolu rozš́ı̌rit konfiguraci do podoby multiplatformńı śıtě. Vzhledem k tomu, že

virtuálńı 3D světy standardu VRML97 jsou pomoćı plug-in modul̊u př́ıstupné z libo-

volného prohĺıžeče WWW stránek, je konfigurace klient-server ideálńı pro publikaci in-

teraktivńıch “živých“ 3D virtuálńıch svět̊u prostřednictv́ım Internetu. Virtual Reality

Toolbox je určen předevš́ım pro interaktivńı vizualizaci výsledk̊u simulaćı prováděných

systémem Simulink. Výstupńı data ze simulačńıho schématu ovládaj́ı během simulace

jednotlivé stupně volnosti (uzly) 3D virtuálńıho světa. Uzly lze ovládat i pomoćı stan-

dardńıho pákového ovladače. Propojeńı jednotlivých signál̊u simulačńıho schématu se

stupni volnosti virtuálńıho světa je velmi snadné a intuitivńı, prob́ıhá obdobně jako v

jiných toolboxech. Vı́ce informaćı je možno nalézt na (Virtual Reality Toolbox, 〈http:
//www.humusoft.cz/matlab/moduly/vrt.htm〉).

2.4.1.2 V-Realm Builder

V-Realm Builder je graficky orientovaný nástroj pro 3D modelováńı, který je možno

použ́ıt pouze v rámci OS Windows. Jedná se o program vytvářej́ıćı ideálńı interface

pro VRML syntaxi. Jeho GUI nab́ıźı kromě grafické reprezentace 3D scény a nástroj̊u

pro tvorbu základńıch interaktivńıch element̊u i hierarchický náhled všech element̊u scény

virtuálńıho světa organizovaný ve stromové strukt̊uře. Strukturńı elementy jsou nazývány

uzly a V-Realm Builder podporuje všech 54 typ̊u uzl̊u definovaných standardem VRML97.

Pro každý typ uzlu program umožňuje kompletńı editaci parametr̊u. Podstatnou vlast-

nost́ı je možnost pojemnováńı každého z uzl̊u, což je nezbytné pro možnost použ́ıt virtuálńı

svět spolu s Virtual Reality Toolboxem. Vı́ce informaćı je možno nalézt na (V-Realm

Builder: User’s Guide and Reference, 〈http://www.cs.vu.nl/∼eliens/documents/vrml/
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V-Realm〉).

2.4.2 VR Model

Model byl sestaven ze tř́ı část́ı, které reprezentuj́ı své matematické předlohy z prostřed́ı

MATLAB/Simulink, přičemž je použit pro obě v něm vytvořené verze. Jedná se o kotel,

turb́ınu a regulátor. Tyto části jsou zvýrazněny na obrázku (obr. 2.11), který nám dává

náhled na vytvořený model. Dı́lč́ı části jsou vzájemně propojeny pomoćı rotuj́ıćıch hř́ıdeĺı

a táhla ovládaj́ıćıho výpust’ páry.

Obrázek 2.11: Schéma celého regulátoru

Kotel a turb́ına jsou ztvárněny symbolicky pomoćı kvádr̊u s r̊uznou texturou pro lepš́ı

odlǐseńı a nejsou rozpracovány do detail̊u. Regulátor pak odpov́ıdá schématu (obr. 2.1).

Jedinou pohyblivou část́ı kotle je výpustńı ventil který je napojen na táhlo vedoućı od

regulátoru. U turb́ıny lze za d̊uležitou část pokládat slider slouž́ıćı k nastaveńı polohy

závaž́ı. Slider je ztvárněn šediv́ım kvádrem umı́stěným na předńı straně turb́ıny. Ovládáńı

slideru je zajǐstěno dotykovým senzorem, který je začleněn do kvádru symbolizuj́ıćıho

turb́ınu. Slider, jeho mezńı polohy a jim odpov́ıdaj́ıćı polohy závaž́ı jsou zachyceny na

obrázćıch (obr. 2.12). Model regulátoru je rozpracován do detail̊u, které v rámci přijatelné-

ho zjednodušeńı odpov́ıdaj́ı jeho reálnému protěǰsku. Klouby ramene i závaž́ı jsou pro
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(a) Minimálńı hodnota b (b) Středńı hodnota b (c) Maximálńı hodnota b

Obrázek 2.12: Mezńı velikosti b

větš́ı přehlednost barevně odlǐseny. Sruktura uzl̊u části regulátoru je hierarchická, přičemž

ustředńım členem je rotuj́ıćı hřidel poháněj́ıćı regulátor, daľśı členěńı vycháźı z konstrukce

regulátoru.



Kapitola 3

Stabilita systémů

3.1 Úvod

Problém stability je obecně diskutován v mnoha vědńıch oborech od techniky přes biologii

až po ekonomii. Za prvńıho myslitele analyticky se zaob́ıraj́ıćıho stabilitou (oběžných

drah planet) je považován Izák Newton, po němž následovali mnoźı daľśı - Euler, La-

grange, Laplace, Lyapunov,Nyquist a daľśı. Většina z těchto velkých muž̊u pak navrhla

či vylepšila stávaj́ıćı postupy pro stanoveńı stability. Naneštěst́ı stabilita neńı ve všech

oblastech vědńıch obor̊u, kde je definovaná, vńımána stejně a neńı určována podle stejných

pravidel a kritéríı. Kupř́ıkladu některé ekonomické a biologické systémy jsou považovány

za stabilńı v př́ıpadě, že některé proměnné jsou monotónně rostoućı. V ř́ıdićı technice však

stabilita systému většinou znamená, že se odchylka stavu sytému od požadované hodnoty

po stanoveném časovém intervalu pohybuje v daných meźıch, nebo klesá k nule. Tento

fakt vede k tomu, že systém může být podle jedné definice určen jako stabilńı a podle

druhé definice jako nestabilńı - v těchto př́ıpadech je pak nutné postupovat dle vlastńıho

uvážeńı, intuice a zkušenosti s přihlédnut́ım k požadavk̊um kladeným na systém. Z tohoto

d̊uvodu jsou v této kapitole uvedeny nejprve obecné definice stability a až následně jejich

d̊usledky při určováńı stability u lineárńıch spojitých a diskrétńıch systému.

23
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3.2 Ljapunovská stabilita

3.2.1 Definice Ljapunovy stability

Definice 3.1 (Obecná definice): Pokud předpokládáme, že funkce g(x, t) je definována

v oblasti X × [a,∞), kde a je reálné č́ıslo a |X ⊂ Rn je podmnožina prostoru obsahuj́ıćı

počátek. Triviálńı řešeńı soustavy x = g(x, t); g(0, t) = 0 je pak vnitřně stabilńı právě

tehdy, když plat́ı:

a) Ke každému t ≥ a existuje α = α(t0) takové,že pro všechna x0 ∈ X a t ∈ R1 vyhovuj́ıćı

nerovnostem ‖x0‖ < α, t ≥ t0 je řešeńı x(t) = ϕ(t, t0, x0) definováno.

b) Ke každému t ≥ a a ke každému ε ≥ 0 existuje δ ≥ δ(t0, ε) > 0 tak, že pro všechna

x0 ∈ X a t ∈ R1 vyhovuj́ıćı nerovnostem ‖x0‖ < δ, t ≥ t0 plat́ı ‖ϕ(t, t0, x0‖ < ε. ◮

3.2.2 Ljapunovy věty o stabilitě

Kromě obecné definice Ljapunovy stability, existuj́ı dvě Ljapunovy věty o stabilitě systému,

které lze v praxi využ́ıt i k zjǐstěńı stability nelineárńıho systému. Prvńı věta řeš́ı problém

stability nelineárńıch systémů pomoćı jejich linearizaćı, která převede problém do roviny

lineárńıch systémů. Druhá Ljapunova věta pak zjǐst’uje stabilitu systému rozborem Ljapu-

novi funkce. Tento postup lze s úpěchem použ́ıt i u linárńıch systémů. Důkaz platnosti a

detailńı popis použit́ı těchto vět je možno nalézt v (Štecha, J., 2005, str. 181) a (Csáki,

F., 1972, str. 450).

Věta 3.1 (Ljapunova prvńı věta): Mějme časově invariantńı (stacionárńı) nelineárńı

systém popsaný stavovou rovnićı

ẋ(t) = f(x(t))

Necht’ tento systém má rovnovážný stav xe a funkce ẋ(t) = f(x(t)) má v bodě xe parciálńı

derivace podle x. V bodě x = xe provedeme linearizaci systému. Stavové rovnice lineari-

zovaného systému jsou ẋ(t) = Ax(t), kde A je Jakobiho matice. Jeslǐze je linearizovaný

systém stabilńı, pak nelineárńı systém v rovnovážném stavu xe je též stabilńı.

Věta 3.2 (Ljapunova druhá věta): Necht’ je dán systém ẋ = f(x, t), kde funkce f(x, t)

je spojitá vzhledem k proměnné t a spojitě diferencovatelná vzhledem k proměnné x na

množině Z, f(0, t) = 0. Necht’ existuje Ljapunova funkce prvńıho. resp. druhého, resp.

třet́ıho druhu pro tento systém. Pak triviálńı řešeńı systému je ljapunovsky stabilńı, resp.

asymptoticky stabilńı, resp. nestabilńı.
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3.2.3 Asymptotická stabilita

Definice 3.2 (Obecná definice): V př́ıpadě platnosti předpokladu, že funkce g(x, t) je

definována v oblasti X × [a,∞), kde a je reálné č́ıslo a |X ⊂ Rn je podmnožina prostoru

Rn obsahuj́ıćı počátek, je triviálńı řešeńı soustavy ẋ = g(x, t); g(0, t) = 0 vnitřně stabilńı

právě tehdy, když plat́ı:

• Jsou splněny podmı́nky ljapunovské stability

• Existuje takové č́ıslo δ < 0, že každé řešeńı x(t), t ≥ 0 systému ẋ = f(x) ,které

vycháźı z některého bodu δ okoĺı rovnovážného stavu, konverguje k počátku pro

t → ∞, čili muśı platit vztah : lim
t→∞

x(t) = xe. ◮

3.2.4 Vněǰśı stabilita

Ljapunovská a asymptotická stabilita se odv́ıj́ı od vnitřńıch stav̊u systému, ovšem existuje

i metodika určováńı stability, která vycháźı čistě z vněǰśıho chováńı systému. Výhodou

této metody je fakt, že k ńı neńı třeba znalost vnitřńıho uspořádáńı sledovaného systému.

Vněǰśı stabilitu systému lze určit z definice BIBO(Bounded-input Bounded-output) sta-

bility, která je dále uvedena. Protože při zkoumáńı vněǰśı a ljapunovské stability téhož

systému lze doj́ıt k rozd́ılným závěr̊um, je třeba umět tyto pojmy rozlǐsit.

Definice 3.3 (Praktická definice): Systém je BIBO stabilńı, pokud výstupńı hod-

noty systému z̊ustávańı v omezených meźıch pro jakýkoli konečný vstup, při jakýchkoli

počátečńıch podmı́nkách. ◮

3.2.5 Shrnut́ı

Ljapunovská stabilita je ve své podstatě požadavek, který od systému, pokud má být

považován za stabilńı, požaduje, aby jeho stavové veličiny z̊ustaly s př́ır̊ustkem času

na ustálených hodnotách a nešly do nekonečna. Ideálńım nástrojem pro určeńı sta-

bility vycházej́ıćım z Ljapunovy definice jsou tak časové charakteristiky systému, ze

kterých je patrné, zda systém bude stabilńı. Zpřesňuj́ıćım požadavkem na ljapunovsky

stabilńı systém je pak asymptotická stabilita, která požaduje, aby se výstup v čase

t → ∞ bĺıžil k hodnotě počátečńı podmı́nky. Hlubš́ı popis použit́ı asymptotické sta-

bility je možno naj́ıt na (Asymptotická stabilita, 〈http://e-learning.tul.cz/cgi-bin/
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elearning/elearning.fcgi?ID tema=13\&ID obsah=131\&stranka=publ tema\&akce=
polozka vstup〉). Vněǰśı stabilita vyjadřuje myšlenku, že systém je možno pokládat za

stabilńı, když se jeho výstup drž́ı v daných meźıch pro stabilńı vstup. Definice byla

převzata z (Connexions, BIBO Stability, 〈http://cnx.org/content/m12319/latest〉).

3.2.6 Př́ıklady

Př́ıklad 3.1 (Lotka - Volterra model (Kráĺıci a lǐsky)): Tento př́ıklad, pocházej́ıćı

z roku 1925 a převzatý z (Lotka-Volterra equation, 〈http://en.wikipedia.org/wiki/
Lotka-Volterra equation〉), se zaob́ırá rovnováhou mezi dvěmi vzájemně svázanými

populacemi v rámci ekosystému (např. kráĺıci a vlci). Protože uvažujeme dvě populace,

model se skládá ze dvou diferenciálńıch rovnic vyjadřuj́ıćıch velikosti populaćı v čase.

Dejme tomu, že K(t) reprezentuje počet kráĺık̊u a L(t) počet lǐsek. Model pak vypadá

následovně:
∂K

∂t
= aK − bKL

∂L

∂t
= bdKL − cL,

kde parametry vyjadřuj́ı:

• a je př́ır̊ustek kráĺık̊u, kdy neńı uvažován úbytek zp̊usobený predátorem

• b je množstv́ı ulovených kráĺık̊u

• c množstv́ı přirozeně zemřelých lǐsek bez vlivu nedostatku potravy (kráĺık̊u)

• d je poměr vyjadřuj́ıćı na kolik ulovených kráĺık̊u se narod́ı jedna lǐska

Všechny parametry jsou uvažovány jako a > 0, b > 0, c > 0, d > 0. Zjistěte počátečńı

podmı́nky, pro které bude model populaćı stabilńı.

Řešeńı: Zadaný systém je nelineárńı, je proto třeba nejprve nalézt equlibria, provézt v

nich linearizaci a diskutovat stabilitu. K řešeńı je využita prvńı Ljapunova věta.

Nejprve tedy jist́ıme equilibria systému. To jsou stavy, při kterých se ani jedna populace

neměńı (rovnovážný bod). Equilibria zjist́ıme tak, že polož́ıme soustavu rovnic rovnu nule

a vyřeš́ıme ji. Postup je popsán např. v (Raven, F.H., 1995). Pro soustavu

(a − bL)K = 0

(dbK − c)L = 0
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jsou dvě řešeńı

{K = 0, L = 0}

a

{K =
c

db
, L =

a

b
}

Prvńı řešeńı vyjadřuje stav vymřeńı obou populaćı, druhé pak stav, kdy si populace

budou udržovat vyrovnané počty. Jakobiho matice systému je:

J(K,L) =

(

a − bL −bK

dbL dbK − c

)

.

Nyńı je možno diskutovat stabilitu v zjǐstěných equlibíıch.

Pro prvńı equilibrium źıskáme po dosazeńı tuto Jakobiho matici:

J(0, 0) =

(

a 0

0 −c

)

,

jej́ıž vlastńı č́ısla jsou λ1 = a a λ2 = −c. Ze zadáńı vyplývá, že oba parametry budou

vždy větš́ı než nula. Jedno z vlastńıch č́ısel tedy bude mı́t vždy reálnou část větš́ı než

nula, a proto je v tomto equilibriu systém nestabilńı. Př́ıpad by v reálném př́ıpadě skončil

nejprve vyhubeńım kráĺık̊u a posléze úhynem lǐsek. Pro druhé equlibrium má Jakobiho

matice tvar:

J(
c

db
,
a

b
) =

(

0 − c
d

ad 0

)

.

Vlastńı č́ısla matice jsou tedy λ1 = j
√

ac a λ2 = −j
√

ac. Je zřejmé, že reálné části obou

vlastńıch č́ısel jsou nulové, tud́ıž se systém nacháźı na mezi stability (stavy populaćı

kráĺık̊u a lǐsek budou oscilovat kolem rovnovážného bodu). Řešeńım jsou tedy počátečńı

podmı́nky plynoućı z poměr̊u daných druhým equilibriem. X

Př́ıklad 3.2: Uvažujme mechanický systém kuličky pohybuj́ıćı se po povrchu s daným

profilem. Kulička je kovová a je možné na ni p̊usobit vněǰśı silou. Akčńım členem je dvojice

velmi silných elektromagnet̊u. Abychom zanedbali neliarity zp̊usobené křivost́ı povrch̊u

a proměnlivost́ı intenzity magnetické śıly v závislosti na poloze kuličky v̊uči magnet̊um,

aproximujeme situaci. Povrch po kterém se kulička pohybuje je rozdělen do tř́ı oblast́ı.

Situace je nast́ıněna na schématu (obr. 3.1). V každé z nich je pohyb kuličky popsán

diferenciálńı rovnićı.

Pro x ∈ (−∞,−2)

ẍ = −1

2
x + kmi.
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Pro x ∈ (−2, 2)

ẍ = −hx − Cẋ + kmi, x ∈ (−2, 2).

Pro x ∈ (2,∞)

ẍ =
1

3
x − kmi.

Určete oblast(i), ve které bude systém autonomně stabilńı.

Obrázek 3.1: Kulička v misce

Př́ıklad 3.3: Pro zadaný systém analyzujte, zda je ljapunovsky, asymptoticky nebo

BIBO stabilńı? Využijte časové charakteristiky systému.

P (s) =
Y (s)

U (s)
=

2

s2 + 3s + 2

Řešeńı: V prńı řadě je nutné zjistit autonomńı chováńı systému z hlediska ljapunovké

stability, protože pokud by se systém ukázal jako ljapunovsky nestabilńı, nemělo by smysl

zkoumat jeho asymptotickou stabilitu. Muśıme tedy zjistit odezvu systému na nějakou

počátečńı podmı́nku. Pro počátečńı podmı́nku u(0) = a bude odezva systému rovna

ag(t). Jelikož je g(t) monotoně klesaj́ıćı funkce, je systém ljapunovsky stabilńı, a je

tedy možno prozkoumat jeho asymptotickou stabilitu. Asymptotickou stabilitu urč́ıme

z impulsńı charakteristiky systému. Protože je systém popsaný svoj́ı přenosovou funkćı,

můžeme źıstkat impulsńı charakteristiku systému př́ımo inversńı Laplaceovou transfor-

maćı přenosu:

g(t) = L−1

(

1
2

s2 + 3s + 2

)

= L−1

( −2

s + 2
+

2

s + 1

)

= −2e−2t + 2e−t.
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Z explicitńıho vyjadřeńı impulsńı charakteristiky v časové oblasti je patrné, že se skládá

z lineárńı kombinace dvou funkćı, exponenciál. Pro stabilńı odezvu je nutné, aby každá

z komponent lineárńı kombinace byla stabilńı. V tomto př́ıpadě maj́ı obě komponenty v

nekonečném čase t → ∞ nulovou hodnotu, a tud́ıž jsou asymptoticky stabilńı.

Pro analýzu BIBO stability využijeme fakt, že odezvu systému na libovolný signál lze

dopoč́ıtat jako konvoluci tohoto signálu s impulsńı odezvou

y(t) =

∫ t

0

u(τ)g(t − τ)dτ .

Pro náš systém je uvedený předpis ve tvaru

y(t) =

∫ t

0

u(τ)
(

−2e−2(t−τ) + 2e−(t−τ)
)

dτ
X

Výstupńı signál bude stabilńı, pokud takový bude i vstupńı signál. Systém je tedy BIBO

stabilńı.

Př́ıklad 3.4: Analyzujte dané systémy a určete, zda jsou BIBO, asymptoticky nebo

ljapunovsky stabilńı?

1. P (s) = Y (s)
U(s)

= (s+1)
(s2+5)(s+2)

2. P (s) = Y (s)
U(s)

= (s+2)
s(s+1)

3. P (s) = Y (s)
U(s)

= −2
s2−5s−2

4. P (s) = Y (s)
U(s)

= 2
s2−3s+3

3.3 Stabilita lineárńıch systémů

3.3.1 Teoretický úvod

U lineárńıch systémů má v praxi největš́ı uplatněńı ljapunovská a asymptotická stabilita.

Základńım problémem je pak v rámci vyšetřováńı stability systému jeho správné zařazeńı.

Existuje celá řada rozděleńı systémů do skupin podle toho, jaké maj́ı vlastnosti. V ř́ıdićı

technice jsou nejd̊uležitěǰśı tato dvě rozděleńı:

• Stabilita spojitých systémů a stabilita diskrétńıch systémů
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• Stabilita v otevřené smyčce (OL) a stabilita v uzavřené smyčce (CL)

Př́ıslušnost systému k danné skupině má pak vliv na to, které kritérium je výhodné,

vhodné či možné použ́ıt pro zjǐstěńı stability daného systému.

3.3.2 Spojité lineárńı systémy

Základńım předpokladem je fakt, že stavový popis lineárńıho spojitého systému je tvořen

soustavou diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu a lze jej obecně zapsat:

ẋ(t) = A.x(t) + B.u(t)

y(t) = C.x(t) + D.u(t).

Ze stavových matic lze přitom źıskat kvalitativńı vlastnosti systému bez hledáńı řešeńı

těchto rovnic. Výstupńı rovnice y(t) = C.x(t) + D.u(t) je lineárńı kombinaćı stav̊u x(t)

systému a vstup̊u u(t) do systému. Problém je ovšem fakt, že výstupńı matice C nemuśı

nutně kombinovat všechny stavy systému, proto mohou být některé stavy pro vněǰśıho po-

zorovatele neviditelné. Vzhledem k faktu, že vstupy systému neuvažujeme jako nestabilńı

je nutné zkoumat vývoj vlastńıch stav̊u. To nás přivád́ı k nutnosti zkoumat vlastnosti

stavové rovnice. Uvažujme nejprve homogenńı systém :

ẋ(t) = A.x(t); x(t0) = x0, (3.1)

kde matice A má n vlastńıch (charakteristických) č́ısel λ1....λn. Dále budeme předpokládat,

že řešeńı x(t) je ve výsledném tvaru

x(t) = r.e−λ.t,

kde λ je skalár a r je neznámý vektor. Po dosazeńı do rovnice (3.1) źıskáme výslednou

rovnici

(A − λ.E).r = 0 (3.2)

Tato homogenńı soustava má netriviálńı řešeńı pro r, pouze pokud det(A − λ.E) = 0. V

tomto př́ıpadě nazýváme λ vlastńı č́ıslo a r je jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor. Vlasńı

č́ıslo systému je pak nutno chápat jako komlexńı č́ıslo λ = a + jb. Obecné řešeńı systému

(3.1), za předpokladu lineárńı nezávislosti vlastńıch vektor̊u ri odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım

č́ısl̊um λi, lze pak zapsat jako:

x(t) =
n

∑

i=1

αiri e
λit, (3.3)
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kde αi jsou konstanty závislé na počátečńıch podmı́nkách. Členy erλit
i se nazývaj́ı módy

systému. Lze též uvést vztah

Ari = λiri. (3.4)

Pakliže počátečńı podmı́nka na vlastńım vektoru rj, (x(t0) = αj.rj) je x(t0), je možno

zapsat řešeńı rovnic jako

x(t) = αjrj eλj(t−t0). (3.5)

Z rovnice (3.4) tedy plyne, že řešeńı x(t) lež́ı pouze ve směru určeném vektorem

ri . Řešeńı pro rostoućı čas t směřuje do nuly, je-li reálná část vlastńıho č́ısla záporná,

a naopak směřuje po vlastńım vektoru do nekonečna, je-li reálná část kladná. Stejně

můžeme uvažovat u počátečńı podmı́nky x(t0) , lež́ıćı v podprostoru tvořeném některými

vlastńımi vektory. Řešeńı potom v tomto podprostoru z̊ustane. Odpov́ıdá-li násobnému

charakteristickému č́ıslu λ řetězec vlastńıch vektor̊u ri...rn, pak př́ıslušná řešeńı odpov́ıda-

j́ıćı danému λ jsou

x(t) = (rs + t.rs−1 +
t2

2!
rs−2 + ... +

ts−1

(s − 1)!
r1)e

λ(t−t0). (3.6)

Vlastńı vektory pak nazýváme pravé vlastńı vektory matice A. Ty nám určuj́ı řešeńı neb-

uzeného systému −u(t) = 0. Z výše zmı́něného je patrné, že jsou-li reálné části vlastńıch

č́ısel menš́ı než nula, je systém stabilńı. Jsou-li reálné části vlastńıch č́ısel rovny nule,

je systém na mezi stability, u reálných část́ı větš́ıch než nula je pak systém nestabilńı.

Pokud neńı k dispozici stavový popis systému, je možné určit jeho stabilitu z vněǰśıho

popisu (přenosu) uvažovaného jako:

P (s) =
amsm + am−1s

m−1 + ... + a1s
1 + a0

bnsn + bn−1sn−1 + ... + b1s1 + b0

,

kde n > m. Stabilita je dána póly přenosu(kořeny jeho charakteristického polynomu),

pro které plat́ı stejná podmı́nka jako pro vlastńı č́ısla. Systém je tud́ıž stabilńı pouze

pokud maj́ı jeho póly reálné části menš́ı než nula. Rozhodnout o tom, zda je systém

stabilńı či ne, je v př́ıpadě znalosti jeho pól̊u poměrně triviálńı záležitost, ovšem jestliže

máme k dispozici pouze vněǰśı popis (přenos nebo přenosová matice), můžeme o stabilitě

systému rozhodnout jen v př́ıpadě, že nemá nepozorovatelné či neřiditelné části, které

jsou nestabilńı (skryté nestabilńı módy). Hlubš́ı popis této problematiky je možno nalézt

v (Štecha, J., 2005) a (Raven, F.H., 1995).

Shrnut́ı:

Pro určeńı ljapunovy stability lineárńıho spojitého systému, je nutné analyzovat polohu



32 KAPITOLA 3. STABILITA SYSTÉMŮ

vlastńıch č́ısel jeho charakteristického polynomu, nebo jeho časové charakteristiky. Systém

je stabilńı pokud plat́ı jedna z těchto podmı́nek:

• reálná část všech vlastńıch č́ısel matice A je menš́ı než nula

• reálná část všech pól̊u přenosu systému je menš́ı než nula.

Systém u nějž existuje vlastńı č́ıslo nebo pól maj́ıćı reálnou část rovnu nule je stabilńı

pouze pokud tento pól neńı násobný. Protože matematická analýza složitěǰśıch systémů,

která by splněńı uvedených podmı́nek prověřila, může být dosti obt́ıžná a časově náročná,

existuje řada zjednodušuj́ıćıch algebraických a grafických metod. Tyto metody se nazývaj́ı

kritéria stability.

3.3.2.1 Př́ıklady

Př́ıklad 3.5: Pro systém popsaný diferenciálńı rovnićı

ẋ (t) = ax (t) ,

kde parametr a je časově neměnný, ale nálež́ı do předem známé množiny a ∈ 〈−2, 4〉 ,

proved’te analýzu časové odezvy pro počátečńı podmı́nku x (0) = 2. Diskutujte chováńı

systému v závislosti na parametru a.

Řešeńı: Zadaný systém je časově neměnný, lineárńı a autonomńı s jedńım neznámým

parametrem. Přestože je paramet a neznámý (lež́ı uvnitř známé množiny), je možné

odvodit obecné řešeńı odezvy systému explicitně a následně vlastnosti systému disku-

tovat v závislosti na hodnotě a. Pro zadanou počátečńı podmı́nku je možné odvodit

řešeńı nejméně dvěma r̊uznými zp̊usoby a to jednak př́ımým řešeńım lineárńı diferenciálńı

rovnice s konstatńımi parametry, nebo je možné použ́ıt Laplaceovu transformaci.

ẋ (t) = ax (t)

sX(s) − x (0) = aX(s)

X(s) = x(0)
s−a

x (t) = x (0) eat, t ≥ 0.

Výsledné řešeńı je spojitá funkce, exponenciála, závislá na jediném parametru a. Diskuze

řešeńı pro r̊uzné hodnoty a lze rozdělit v závisloti na parametru do tř́ı skupin.

Pro hodnoty a ∈ 〈−2, 0) je lim
t→∞

2eat = 0. Stav systému se do počátku souřadnicového

systému bĺıž́ı asymptoticky (Stav bude v nekonečném čase právě 0). V takovém př́ıpadě
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má systém stabilńı, předpov́ıdatelnou odezvu. Parametr a je vlastńım č́ıslem matice

systém, lež́ı ve stabilńı levé polorovině, a tak je systém asymptoticky stabilńı.

Pro hodnoty a ∈ (0, 4〉 je stav systému v nekonečnu lim
t→∞

2eat = ∞. Vlatńı č́ıslo

matice systému je v tom př́ıpadě v pravé nestabilńı polorovině. Autonomńı systém se

v tomto př́ıpadě dostavá s přibývaj́ıćım časem do stav̊u, které se stále vzdaluj́ı počátku

souřadnicového systému. Po určité době bude stav systémů v reálném př́ıpadě neurčitelný

(přesnost výpočtu hodnoty exponenciály klesá v závisloti na čase a roste vliv zaokrouhlo-

vańı chyby). Pro hodnotu a = 0 z̊ustává systém v počátečńı podmı́nce x(0). V tom

př́ıpadě neńı stav systému v počátku souřadnic, asymptoticky se do něj nebĺıž́ı, ale ani

se mu nevzdaluje. Systém je tedy na mezi stability, kde je jeho stav dobře určitelný, ale

neovlivnitelný. V takovém př́ıpadě je systém asymptoticky nestabilńı, ale lyapunovsky

stabilńı. Stav systému pro zvolenou počátečńı podmı́nku nevybočuje mimo počátečńı

podmı́nkou určené časově konstatńı okoĺı počátku souřadnic. X

Př́ıklad 3.6: U zadaného systému určete pomoćı analýzy vlastńıch č́ısel a časových

charakteristik, zda je stabilńı.

P (s) =
Y (s)

U (s)
=

4

−1s2 + 4s + 5

Řešeńı: Nejprve zjist́ıme póly systému tj. kořeny charakteristického polynomu. Charak-

teristická č́ısla jsou λ1 = 5 a λ2 = −1. Vlastńı č́ıslo λ1 má kladnou reálnou část a je

tud́ıž nestabilńı, vlastńı č́ıslo λ2 má zá reálnou část zápornou hodnotu a je tud́ıž stabilńı.

Systém je tedy nestabilńı, jak se bude chovat, je patrné i z jeho časových charakteristik

viz (obr. 3.2).
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(a) Impulsńı charakteristika

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0
x 10

5
Step Response

Time (sec)

A
m

pl
itu

de
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Obrázek 3.2: Časové charakteristiky k př́ıkladu (3.6)
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Př́ıklad 3.7: U zadaného systému určete pomoćı analýzy vlastńıch č́ısel a časových

charakteristik, zda je stabilńı.

P (s) =
Y (s)

U (s)
=

1

s2 + 5, 2s + 1

Řešeńı: Nejprve zjist́ıme póly systému tj.kořeny charakteristického polynomu. Charakter-

istická č́ısla jsou λ1 = −5 a λ2 = −1
5
. Obě vlastńı č́ısla maj́ı zápornou reálnou část, systém

je proto stabilńı. Pro kontrolu se ještě pod́ıvejme na časové charakteristiky (obr. 3.3) - i

z těch je patrné, že systém je stabilńı.
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Obrázek 3.3: Časové charakteristiky k př́ıkladu (3.7)

Př́ıklad 3.8: Určete parametry systému a, b, c, pro které bude zadaný systém stabilńı.

P (s) =
1

(s − a)(s − a
b
)(s − b

c
)

Př́ıklad 3.9: U zadaných systémů určete pomoćı analýzy pól̊u a časových charakteristik,

zda jsou stabilńı.

1. P (s) = Y (s)
U(s)

= 2
s2+3s−2

2. P (s) = Y (s)
U(s)

= −2
−s2−5s−2

3. P (s) = Y (s)
U(s)

= 10
s3+100s2

Př́ıklad 3.10: Vyšetřete stabilitu u zadaného lineárńıho systému daného rovnićı ẋ =Ax,

pro hodnoty matice A:
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1. A =

(

−4 2

−2 1

)

2. A =

(

4 −2

−2 4

)

3. A =

(

−2 −2

2 1

)

4. A =

(

1 −2

2 3

)

.

Př́ıklad 3.11: Jsou zadány čtyři systémy pomoćı přenosových funkćı a čtyři impulsńı

charakteristiky (obr. 3.4). Přǐrad’te systémům jejich charakteristiky.

1. P (s) = Y (s)
U(s)

= 2
s3+20s2+2s+12

2. P (s) = Y (s)
U(s)

= 30
s3+5s2

3. P (s) = Y (s)
U(s)

= 3
2s2−22s+20

4. P (s) = Y (s)
U(s)

= 3
s2+s+5
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(c) Impulsńı charakteristika C
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Obrázek 3.4: Časové charakteristiky k př́ıkladu (3.11)

3.3.3 Diskrétńı lineárńı systémy

Stabilitu diskrétńıch systémů lze odvozovat obdobně jako u spojitých systémů z ljapunovské

definice stability (3.1), což znamená, že ji lze určit z pól̊u systému, respektive jeho

vlastńıch č́ısel. Základem úvahy je diskrétńı nebuzený stacionárńı systém x(k + 1) =

Mx(k). Řešeńı tohoto systému lze zapsat jako

x(k) =
n
∑

i=1

αiriλ
k
i , (3.7)

přičemž obdobně jako u rovnice (3.1) jsou ri vlastńı vektory, λi jsou vlastńı č́ısla

matice M a αi jsou konstanty dané počátečńı podmı́nkou. Toto řešeńı konverguje do

rovnovážného stavu xe = 0 pouze v př́ıpadě, že

|λi| < 1; i = 1, 2, ...n (3.8)
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Výsledkem rovnice (3.8) je tedy tvrzeńı, které ř́ıká, že diskrétńı systém je stabilńı, pouze

pokud absolutńı hodnota jeho vlastńıch č́ısel je menš́ı než jedna. Diskrétńı systém je tedy

stabilńı pokud se jeho vlastńı č́ısla v rámci komplexńı roviny nacháźı uvnitř jednotkové

kružnice se středem v 0. Při zjǐst’ováńı stability můžeme postupovat dvěma zp̊usoby.

Bud’ převedeme diskrétńı systém na spojitý pomoćı nejvhodněǰśı bilineárńı transformace

,např.(z = s+1
s−1

), a dále vyšetřujeme stabilitu jako u spojitého systému, nebo použijeme

jedno z kritéríı stability určených pro diskrétńı systém.

3.3.3.1 Př́ıklady

Př́ıklad 3.12: Určete, zda je zadaný systém stabilńı.

P (z) =
z + 0, 2

z2 + 0, 2z + 0, 1

Př́ıklad 3.13: Určete, zda je zadaný systém stabilńı.

P (z) =
−z + 4

0, 5z3 − z2 − 12z + 2

Př́ıklad 3.14: Určete, zda je systém daný maticemi stavového popisu stabilńı.

M =

[

0.8 −0.06

0.09 0.99

]

,N =

[

0.09

0.005

]

,C =
[

1 2
]

,D = [0]

Př́ıklad 3.15: U systému daného rovnicemi

x1(n + 1) = 2x2(n)

x2(n + 1) = 4x1(n)

y(n) = x1(n),

určete zda je stabilńı.

Př́ıklad 3.16: U systému daného rovnicemi

x1(n + 1) = 2ax1(n)

y(n) = 3x1(n)
,

kde počátečńı podmı́nka je x1(0) = a, určete možné hodnoty parametru a tak, aby systém

byl stabilńı.
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3.3.4 Kritéria stability

Jak již bylo zmı́něno, existuj́ı metody slouž́ıćı k jednoduchému a rychlému určeńı stability

systému. Metody lze obecně dělit na algebraická a frekvenčńı, vždy podle toho, zda se

vycháźı z matematického popisu systému, nebo jeho frekvenčńıch charakteristik. Většina

těchto metod existuje ve verzi jak pro spojité systémy tak ve verzi pro diskrétńı systémy.

Detailńı popis a rozděleńı kritéríı stability lze nalézt v (Štecha, J., 2005) a (Csáki,

F., 1972), v této kapitole je uveden pouze popis metody vycházej́ıćı ze stavového portrétu.

3.3.4.1 Stavový portrét

Definice 3.4 (Definice stavového portrétu): Stavový portrét dynamického systému

je graf vykresluj́ıćı systémové trajektorie šipkami, stabilńı stavy tečkami a nestabilńı

stavy kruhy v stavovém prostoru. Osy grafu vyplývaj́ı ze stavových proměnných. (Phase

Portrait Definition, 〈http://economics.about.com/od/economicsglossary/g/phase.
htm〉) ◮

Metoda určováńı stability ze stavového portrétu vycháźı z poznatk̊u plynoućıch u spo-

jitých systémů z rovnice (3.3) a (3.4), u diskrétńıch obdobně z rovnice (3.7). Je založena

na sledováńı pohybu řešeńı systému x s časem t po trajektoríıch daných vlastńımi vek-

tory systému ri. Při vytvářeńı stavového portrétu se pro všechny počátečńı podmı́nky

se dopoč́ıtaj́ı trajektorie, po kterych se system autonomně vyv́ıj́ı a soubor těchto tra-

jektoríı potom tvoř́ı stavový portrét. U stabilńıho systému Re{λ} < 0 se pohybuj́ı

řešeńı s přibývaj́ıćım časem do nuly u nestabilńıho pak do nekonečna. Př́ıklad stavových

portrét̊u systému je znázorněn na obrázku (obr. 3.4), směr pohybu řešeńı je naznačen

šipkami. Aby bylo možno stavový portrét zobrazit, je nutno uvažovat x ∈ X ∈ R2.

Nevýhodou stavového portrétu je nemožnost jeho použit́ı pro systémy vyšš́ıch řád̊u. Po-

drobný rozbor stavového portrétu lze nalézt na (Macur, 〈http://www.fce.vutbr.cz/
studium/materialy/Dynsys/kap2/kap2.htm#dynamicky%20system〉), program slouž́ıćı

k vizualizaci pak na (Linear Phase Portrait Applet, 〈http://www-math.mit.edu/daimp/
LinPhasePorCursor.html〉).

Př́ıklad 3.17: Pro systémy dané rovnićı ẋ = Ax se zadanou matićı A sestavte pomoćı

(Linear Phase Portrait Applet, 〈http://www-math.mit.edu/daimp/LinPhasePorCursor.
html〉) stavové portréty a diskutujte jejich stabilitu.

1. A =

(

1, 5 2, 5

2, 5 1, 5

)
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2. A =

(

−2 0, 41

2, 41 2

)

3. A =

(

0 −2

2 0

)

4. A =

(

0, 4 −0, 4

3, 6 0, 4

)

Př́ıklad 3.18: Pro systémy zadané v př́ıkladu (3.10) sestavte stavové portréty a ověřte

jejich stabilitu.

(a) Stabilńı sys. (b) Nestabilńı sys. (c) Jeden stabilńı a jeden

nestabilńı pól

Obrázek 3.5: Stavové portréty ruzných typ̊u systémů
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Kapitola 4

Závěr

V prvńı části této bakalářské práce byl vytvořen matematický model a model stan-

dardu VRML97 soustavy kotel, turb́ına, odstředivý regulátor. Návrh regulátoru vycházel

z konstrukce Wattova odstředivého regulátoru, přičemž byla vytvořena dvě možná řešeńı

regulátoru s regulovaným systémem. V pr̊uběhu návrhu d́ılč́ıch součást́ı systému pak vždy

byla navržena dvě funkčńı řešeńı, ze kterých bylo jedno vybráno k realizaci. VR Model

soustavy byl kompromisně vytvořen tak, aby co nejv́ıce odpov́ıdal své historické předloze

a zároveň si zachoval přehlednost a jednoduchost. Ve druhé části práce byla nast́ıněna

problematika určováńı stability systémů, přičemž byly uvedeny hlavńı definice a věty

týkaj́ıćı se dané problematiky. Převážnou část kapitoly tvoř́ı sada řešených a neřešených

př́ıklad̊u, maj́ıćı za ćıl motivovat studenty k pochopeńı tématu. K vytvořeńı práce byly

použity tyto programy:

• MikTex (Shenk, 〈http://www.miktex.org〉)

• Matlab (Matlab, 〈http://www.mathworks.com〉)

• Mathacad (Mathcad, 〈http://www.mathcad.com〉)

• Gimp (GIMP, 〈http://www.gimp.org〉).
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