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Anotace
Tato prace je rozdélena na dvé hlavni ¢asti. Prvni ¢asti prace je u€ebni pomUcka

pro podporu vyuky na katedfe fizeni. Zpracovanym tématem jsou Integralni
transformace (Laplaceova a Fourierova). Kazda z transformaci je vysvétlena definici
a nasledné, na konkrétnich pfikladech, ukazano jeji vyuziti. SouCasné jsou ke
kazdému problému uvedeny nefeSené priklady.

V druhé casti jsou znalosti ziskané v pfedmétech teorie fizeni aplikované na
konkrétni model. Timto modelem je kulicka na ty¢i z laboratofi teorie fizeni. Na
modelu je ukazana identifikace sytému a jeho fizeni.

Abstract
This essey is devided into two main parts. First of them is textbook for education

support on Department of Control Engineering. Elaborated topic is Integral transform
(Laplace and Fourier). Each transformation is explained by it's definition and
subsequently it's usage is showed on particular examples. There are also listed
unsolved examples for each problem.

There are knowledge gained in theory control subject aplicated on particular
model in second part. This model is ball on beam from theory control laboratories.
Identification and controlling is showed on model.

Podékovani:
Dékuji vedoucimu své bakalarské prace, Ing. Petru HuSkovi, Ph.D za zapijcent literatury, ¢as vénovany
konzlultacim a hlavné za jeho cenné rady.



INTEGRALNI TRANSFORMACE

1 Laplaceova Transformace

1.1 Rychly tivod do problematiky:

P1i reseni linearnich diferencialnich rovnic a jejich soustav s konstantnimi koeficienty
muzeme pouzit integralni transformace, které nahrazuji operace derivovani a integrovani
nasobenim ¢ délenim a vlastni reSeni diferencidlni rovnice je prevedeno na TfeSeni sou-
stavy algebraickych rovnic. Jedna z nejcastéji pouzivanych integralnich transformaci je
tzv. Laplaceova transformace. Pripomeneme nejprve definici a zakladni vlastnosti La-
placeovy transformace, které pti feseni diferencialnich rovnic a jejich soustav pouzivame.
Laplaceova trasformace umoznuje:

e nalézt homogenni a partikularni feseni v jednom kroku,
e pievést diferencialni rovnice na algebraické rovnice,

e zavést obrazovy prenos, blokovou algebru, frekvenéni prenos atd., coz pak
nachézi siroké uplatnéni v analyze a syntéze rizeni

Definice 1 (Laplaceova transformace) Laplaceovgm obrazem funkce f(t) definované
na (0, 00) je funkce

F(s) = £{f(8)} = / f(tyetdt, 1)

pokud integral konverguje pro alespon jedno s € C' .
O funkei f(t) mluvime jako o pfedmétu, funkei F'(s) nazyvéame obrazem.

Znaceni: L : f(t) — F(s),L{f} = F, f=F.

Pro vypocet Laplaceova obrazu se zpravidla nepouziva definicni integral (1)), ale
vyuziva se vlastnosti Laplaceovy transformace nebo se pracuje se slovnikem Laplaceovy
transformace. Pouziti definicniho integralu pro vypocet Laplaceova obrazu je demon-
strovano na nasledujicim piikladeé.

Piiklad 1 Naleznéte Laplaceuv obraz funkce f(t) = e pomoci definicntho vztahu
Laplaceovy transformace (1)).

Reseni:

00 T

et(afs) 1
F(s)=L{e"} = / e ot = lim [ " *)dt = lim { } -
0
0

T—o0 T—oo | @ — S S—a
0



Piiklad 2 Naleznéte Laplaceuv obraz funkce f(t) = sint pomoci definiéniho vztahu

Laplaceovy transformace (1)).

Reseni:

J

elt — it 1 7
F(s) = L{sint} = ,C{ }:2_/6175 e e stdt =
0

[e.e]

= 1 /(6—(s—j)t
2]

0

1 1] 1
2 |s—j5 s+j| s2+1

1.2 Tabulka ¢casto pouzivanych funkci

fedme raz redme raz
Predmeét Ob Predmeét Ob
1 1 sin wt ——
s w2452
1 s
t Z cos wt oZrs?
2 2 : w
t p sinh wt =
n n! s
t s te N ST cosh wt o a—
at 1 : 25w
e P t sinwt s
at 1 s2—w?
te a)? t coswt s
2 at 2 at w
t°e p— e coswt TR
n at n! at o} s
t"e n € N m e sinwt m

1.3 Veéty Laplaceovy transformace:

Pti hledani obrazu Laplaceovy transformace vyuzivame téchto vét:

Linearita

Lk f1()

Limitni véty

+ kafo(t)} = ki Fi(s) £ Fa(s)

lim f(¢) = lim sF(s)

t—0 §—00

lim f(t) = lim sF(s)

t—o00 s—0



Rovnice(d)) plati pouze tehdy, kdyz tlim f(t) existuje.

Derivace funkce

LLfH ()} = s"F(s) = 8" f(0) = "2 f(0) = .. — f71(0)

Integrél funkce

. 7 7f (f)

n

Zpozdeéni funkce
L{f"t—Ty)} = F(s)e T4

Translace vobrazu

L{ef(t)} = F(s—a)

Derivace obrazu

L{t"f(t)} = (=1)"F"(s)

{10} [ rem

s

Integral obrazu

Konvoluce

L{f*xg}=L /f g(t —u)du p = F(s)G(s)

Priklad 3 Oveérte neplatnost véty (4) pro funkei f(t) = cos(t).

Reseni: L(f(1)) = =

fm cost - limps =

Nebot lim cost neexistuje.

t—o0

1.4 Zpétna Laplaceova transformace

Definice 2 (Zpétna Laplaceova ransformace) Definiéni vztah inverzni (zpétné) La-

placeovy transformace:

fit)=L{F(s)} = L F(s)efds = Zres [F(s)eSt]szsk
27T] J

(12)



Hledame funkci f(¢), pro kterou je F(s) = f(t), F'(s) je raciondlni funkce. Jesté po-
znamenejme, zZe z vlastnosti Laplaceovy transformace vyplyvé, ze ve funkci F'(s) je stupen
citatele alespon o jednu mensi nez stupen jmenovatele.

Funkci F(s) rozlozime na soucet parcidlnich zlomku a k jednotlivym séitancim na-
jdeme predméty pomoci vztahu a vzorcu, které jsme uvedli v prvnim odstavci. Zde se
omezime na nejjednodussi pripady. Budeme uvazovat, ze jmenovatel funkce F'(s) ma kom-
plexni kofeny nésobnosti nejvyse 2. Pro realné koteny neni tfeba néjaké omezeni uvazovat.

s3

Priklad 4 Provedte zpétnou Laplaceovu transformaci obrazu F(s) = (OSSR

Reseni:

Nejprve rozlozime funkci F(s) na soucet parcidlnich zlomku.
53 - A _ 4 B L C D

(s4+2)2(s+1)(s+3) ~ (s+2)? s+2 s+1 s+3°

s =A(s+1)(s+3)+B(s+2)(s+1)(s+3)+C(s+2)2(s+3)+ D(s+2)%(s + 1).
Dosadime do této rovnice hodnoty korenu jmenovatele.

s=—2: —8=—-A= A=28,;
s=—1: -1=-20=C=—3;
s = -3 —27=-2D= D=1},

Nyni uz sta¢i jen dosadit do rovnice napt. s = 0, tim ziskdme hodnotu posledniho koefi-
cientu:
0=3A+4+6B+12C+4D = B = —
Tedy:

(24 — 6+ 54) = —12.

D=

8 12 1 27

F(s) = (8+2)2_8+2_2(3+1)+2(3+3)’

a s vyuzitim vztahu (9)

1 27
f(t) =8te ™ — 127 — ée_t + 7e—i""f,t > 0.

O
Priklad 5 95 4 3
o= a3 s 13
Rovnice 52 4 45 + 3 = 0 m4 2 redlné kofeny s; = —3 a sy = —1. Je tedy
25+ 3 A B

F(s) =

52+4s+3:s+3+s+1

25 +3=A(s+1)+ B(s+ 3).
Dosadime hodnoty kofenu s; = —3 a s, = —1 a vypocteme koeficienty A a B.

Je tedy F(s) = 55 + 577, a tudiz



Piiklad 6 Proved'te zpétnou Laplaceovu transformaci obrazu F(s) = =52+.

Resent: Polynom ve jmenovateli nemé redlné koreny a proto dany obrazu upravime tak,
aby obsahoval vyrazy z odstavce [1.2.

s—5 5s—5 s+ -6 s+l 3
2425 +10  (2+25+1)+9  (s+1)*+9 (s+1)?+9 (s+1)°+9

Nyni jsme jiz schopni urcit vysledek:

f(t) = e " (cos3t — 2sin3t) ,t > 0,

Priklad 7 Urcete impulsni charakteristiku systému s prenosy
Gi(s) = o7, Gals) = 55, Ga(s) = 25

a vycislete hodnoty impulsni charkteristiky prot = 0 a t — oo (ze vztahu pro g(t) a také
z vét o Laplaceové transformaci).

Reseni: Podle vztahu pro zpétnou Laplaceovou transformaci uréime odezvy vystupi
y;(t)pro jednotlivé prenosy

s+1

g1(t) = LG (s)} = £ { ! } ot

gao(t) = L7HGy(s)y = L1 {S Jlr 2} _ 2
m(t) = £ (G} = £ {2 e

Urc¢ime hraniéni hodnoty (v 0 a 00)

1 1
g(0)=e"=1= %i_r)%eo =1 q(0)= Sli_glo sL(e') = Sli_glo ST Slirrolo 51 =1
. . _t_ . _t_- .
gloo) =iy e =0 Bmer =iy =



1.5 Diferencialni rovnice

Definice 3 (Linearni diferencidlni rovnice) Linedrni diferencidlni rovnici (LDR) s
konstantnimi koeficienty nazgyvdme rovnici tvaru:

any™ + an_1y™ Y 4+ L+ agy(t) = u(t). (13)

Je-li u(t) = 0, mluvime o homogenni LDR, jestlize u(t) # 0 mluvime o nehomogenni

LDR. O

Resen{ LDR lze nalézt jako soucet obecného feseni homogenni a jednoho partikuldrniho
feseni LDR.

Definice 4 Chaharakteristickou rovnici LDR rozumime:
A\ 4 @ AL+ L+ ag) = 0. (14)
O

M&-1i charakteristickd rovnice (14) n ruznych redlnych kotenu i, A9, As, ..., A,, potom
fundamentalni systém feseni je

Ast Ant

At Aot _ _
n=€ L,Yyp=€",Yy3=€",...,431 =€

Jsou-li koteny charakteristické rovnice (14) vicendsobné, tzn. rovnice mé k-ndsobny realny
koten, pak tomuto kofenu odpovida fundamentélni systém reseni

t2€)\t tk_le)‘t.

n :6)\t7y2:t6>\tay3: y ooy Yk =

Ma-li charakteristickd rovnice (14) komplexné sdruzené kofeny Ao = a £ jb pak
odpovidajici fundamentélni systém reseni je:

y1 = e cos bt, Yo = €™ sin bt.

Ma-li charakteristicka rovnice (14) k-nasobné komplexné sdruzené koteny A1 o = a=£jb,
je fundamentalni systém fesent:

11 = e cosbt, y, = te® cosbx, y3 = t2e™ cosbt, ...,y = t* e cos bt

Ypp1 = € sinbt, Yo = te™ sinbt, ypi3 = t2eY sinbt, ... yap = t*=1e% gin bt

Obecné feseni homogenni LDR je potom:
Yo = Cry1 + Caya + C3y3 + ... + Cryn,

kde Oy, Cy, ..., C, € C.

Piiklad 8 Reste rovnici ¥ — 8y = 0 podle piedchoziho postupu.



Reseni: Charakteristickd rovnice:
Mo8=0 A=2N+X+4)=0=X =2, As=—1%3j
Z toho pak fundamentalni systém fesSeni:
= ey, = e cos \/§t, ys = e 'sin V3t

Obecné feseni
Yo = C1e® + Cyetcos V3t + Cye!sin V3t

O

Partikularni feseni nehomogenni LDR muzeme nalézt napiiklad pomoci metody vari-
ace konstant.
Tuto metodu ilustrujeme na nasledujicim prikladu:

Priklad 9 Naleznéte partikularni reseni nehomogenni LDR

§+ 4y + 4y = te y(0) = 0,9(0) = 0.

Resent: Nejprve nalezneme obecné feseni pifslusné hmogenni LDR:
JH4y+4y=0 = N4+4AA+4=0 = Io=-2
prislusné obecné resent:
y, = CreMt + Cote™! = Cre 2 4 Cyte™t.

Metoda vaiace konstant spoc¢iva v nahrazeni konstant C', Cs, ..., C), obecného feseni funk-
cemi C(t), Ca(t), ..., Cp(t):

y = C1(t)eMt + Co(t)te? = Oy (t)e ™ + Co(t)te ™.

Uréime postupné derivace této funkce 4 a y:

g = Ci(t)e ™ + Cy(t)te™® =20 (t)e 2 + Co(t)e 2 — 20, (t)te .

0

Ze zvolené podminky plyne zjednoduseni:
y = —2C1(t)e " + Cy(t)e * — 20, (t)te 2.
Spoc¢teme druhou derivaci:

j=—2 (c‘*1 (H)e 2 + c‘ga)te*%) HAC (e 2 + Co(t)e2 — A0y (t)e 2 + 4Cy(t)te 2,

(. J/
-~

0

Nyni dosadime do puvodni rovnice. Z toho po ode¢teni dostaneme:

Colt)e ™ =te™ = Cyt)=t.



Integraci dostaneme:
t2
Co(t) = /tdt_ -,
2
potom z podminky C; (t)e 2 + C‘Q(t)te—% -0

. t3
C’l(t)e_% +t%e =0 po integraci C; = -3

Nyni dosadime vypoctené hodnoty Cy,Cy do partikularni rovnice:

3 t2 —2+43)t? 1
y=C1t)e +Cy(t)te ™ = ——e ' + —te =% —< +3) = —t3e 2,
3 2 6 6
O
Obecné feseni nehomogenni LDR je Y = y,+y. Pak tedy pro predchozi ptiklad dostaneme
obecné Teseni ve tvaru:

1
Y = Cie 2 4 Cyte ™ + ét?’e_zt

K feseni diferencidlnich rovnic vyuzivame s vyhodou Laplaceovu transformaci(l). Jak
ukazeme na teSeni nasledujictho piikladu.

Priklad 10 Naleznéte feseni diferencidlni rovnice popisujici spojity linearni stacionarni
systém
(t) = ax(t) + bu(t)

s pocédteéni podminkou x(ty) = o, kde a, b jsou redlné konstanty a u(t) je vstup systému.
Uvazujme

1 pro t>0,

pro t<0.

a urcete x(t) pro t — oo.

Reseni: Nejprve urcime Laplaceuv obraz zadané diferencialni rovnice s pocate¢ni podminkou
To

sX(s)—xzg=aX(s)+bU(s).

= + — — —
S—a a \s—a S

Provedeme-li zpétnou Laplaceovu transformaci tohoto vyrazu, obdrzime teseni zadané
diferencialni rovnice

Po vyjadieni X (s) a dosazeni za U(s) ziskdme

X pum— pummy
(s) s—a+s(s—&) s—a+s

b
i) b Zo a

VERSS

— at_é __ at
x(t) =xzpe a(l e™).

Nyni vySetiime ustdlenou hodnotu veli¢iny x(t) pro ¢ — oo. Podivame-li se na
predchozi rovnici, zjistime, ze pro a > 0 budou exponenciely divergovat. Naopak pro



a < 0 budou exponenciely pro t — oo konvergovat k nule, z ¢ehoz vyplyva, ze veli¢ina
x(t) bude konvergovat k hodnote

b
lim z(t) = ——

t—o0 a

Tuto hodnotu muzeme ovéfit podle vztahu (4)

limx(t)zlimsX(s)zlim{s{ Yo | b ]}:_9, pro a<0.

t—00 s—0 s—0 s—a s(s—a) a

Protoze se jedna o linearni systém, plati princip separace. Po¢atecni podminka tedy odezni
a nepotiebujeme ji pro urceni ustdlené hodnoty stavu x(t) znat. Jinymi slovy, ustélend
hodnota stavu z(t) na poc¢dtecni podmince nezavisi. 0

Piiklad 11 Reste stejnou rovnici jako v pifkladé 9
j+4y+dy=te™  y(0)=0,9(0) =0,

pomoci Laplaceovy transfomace.

Resent: )
[$*Y(s) — 0s + 0] +4[sY(s) + 0] +4Y (s) = ———
(s +2)
Odtud vyjadiime Y'(s):
1 1
Y(s)(s* +4s+4) = —— §) = ——,
Zpétnou Laplaceovou transformaci dotaneme:
1
t) = ~t’e .
y(t) = gtoe
Vydime, ze stejného vysledku jsme dosahli v mnohem kratsim ¢ase nez v piikladu (9).

O

Priklad 12
T+2x=3,2(0)=0

Reseni: Oznac¢me X (s)Zx(t) obraz feseni.
Vyuzijeme linearitu transformace a vztah mezi obrazem funkce a jeji derivace, potom pro
obraz feseni dostavame:
sX(s) — 04 2X(s) = 2 a odtud vypocteme, ze
3
X(s) = -5

s(s +2)

Predmeét k funkei X (s) ziskdme postupem popsanym v odstavei [1.4:

(t)=-(1—-¢e?),t>0



Priklad 13

@(t) +a(t) = f(t),  =z(0)=1,
kde
;D cos2t pro 0<t¢>7,
f(t)_<0 pro t> 7.

Regeni: Plati

L(f(t)) =5 cos2t[1(t) — 1(t — g)] — 5 cos2t1(t) + 5 cos2(t — g)l(t - g)

Tedy L (f(t)) = s§j4(1 +e72%).
Zna¢me X (s)=x(t) obraz teseni.
Vyuzijeme linearitu transformace a vztah mezi obrazem funkce a jeji derivace, potom pro

obraz feseni dostavame: (s +1)X(s) — 1 = 2% (1 + e~2%) a odtud vypocteme, ze
1

s+1

55
(s24+4)(s+1)

Predmeét k funkei X (s) ziskdme postupem popsanym v odstavci 1.4, odtud:

X(S):s+4+(s+4 1 )6_

X(s) = (1+e 2%+

[NIE

s2+4 244 s+1
dale:
. ™ . ™ —(t—T) ™
2(t) = (cos2t + 2 sin 2)1() + (cosQ(t — 3+ 2sin2(t— 7) — e ) 1= 2).t 20
Pouzili jsme vztahy i (t)=sX (s)—2(0),vétu o translaci a vzorce cos 2t=", sin 2t= 52147 e‘tﬁsﬁ
O

2 Fourierova transformace

Rada jevi v pifrodé mé periodicky charakter, a proto se pii feseni technickych dloh pfi
jejich popisu setkdvame s periodickymi funkcemi. Periodické jsou zakladni goniometrické
funkce sinus a kosinus a v této kapitole ukazeme, ze se periodicka funkce da rozvinout
v nekonec¢nou tadu, jejiz jednotlivé ¢leny, harmonické, maji charakter goniometrickych
funkci. Pripomenme nejprve pojem periodické funkce.

Definice 5 (Periodicka funkce) Rikdme, Ze redlnd ¢i komplexnd funkce f - R — R(C)
je periodickd s pertodou T, T > 0, jeslize pro kazdé t € R je

ft+T)=f@). (15)

10



Piiklad 14 Je-li w > 0, ukazme, 7ze funkce cos kwt, sin kwt a e/** kde k je celé ¢islo
jsou periodické s periodou 7' = 22

Reseni: Je-li k celé &islo, pak cos kw(t +T') = cos(kwt + 2k7) = cos kwt a sin kw(t +T) =
sin(kwt + 2km) = sin kwt, nebot funkce sinus a kosinus jsou periodické s periodou 2.
Protoze je e/*! = coskwt + jsinkwt, je podminka definice periodické funkce splnéna
také. 0

Je-1i funkce f periodickd s periodou T pak je peridickd i s periodou kT, kde k € N'. J sou-li
f a g periodické funkce s periodou T' > 0, pak jsou periodické i funkce f + g,f.g,|f| a f,
pokud mé& f derivaci.

Definice 6 (Trigonometricky polynom) Trigonometrickym polynomem nazjvame po-
lynom stupné n

T.(t) = % + ; (ay, cos kwt + by, sin kwt) | (16)
kde ay, by jsou redlnd ¢i komplexni c¢isla. O

Je vidét, ze trigonometricky polynom stupné n € N je periodicky s periodou T' = 27”

Definice 7 (Fourierova fada) Na zdkladé znalosti periodickych funkci a jejich vlast-
nosti jsme schopni definovat Fourierovu tadu coZ je specidlni pripad trigonometrické

rady (0)

a )
50 + Z (ay, cos kwt + by, sin kwt) , (17)

00
k=1

kde ay, by jsou redlnd ¢i komplexnt c¢isla a w > 0.

Necht -
a .
ft) = ?0 + g—l (ay, cos kwt + by, sin kwt)

Za predpokladu stejnosmérné konvergence, muzeme psat:

9 (T
ar = —/ f(t) cos kwtdt,
T Jy

9 [T
bk:—/ f(t)sinkwtdt, k =0,1,2, ...
T Jo

Dukaz tohoto tvrzeni zde provadét nebudeme. Co zde vSak uvedeme je, ze predchozi
vzorce maji smysl, jakmile je funkce f(¢) integrovatelnd v intervalu (0,7), kde T je
perioda funkce f(t) . Lze tudiz v kazdém takovém piipadé funkei f(¢) formalné vyjadrit
Fourierovou radou.

11



Definice 8 Necht je funkce f periodickd s periodou T > 0 a integrovatelnd na intervalu
(0,T) Radu

50 + Z (ay cos kwt + by, sin kwt) |

k=1
kde
= — / ) cos kwtdt,
bk—f/ f(t)sin kwtdt, k = 0,1,2, ..
nazyvame Fourierovou radou funkce f(t) O

Priklad 15 Napiste Fourierovu tadu funkce f(t), kterd je periodickym prodlouzenim
funkce: a)f(t) =t,t € (0,1) b)f(t) =1t € (—1,1).

Reseni: a)Je T =1, w = 27. Potom dostaneme:

1
a0:2/ tdt = [t2], = 1
0

1 . 1 1 . 1
sin 2kt sin kmt cos 2kmt cos2km — 1
=2 t 2kmtdt = 2 2 dt = 0-2 | — = =0
i /0 cosERT [ 2km L /0 2km { 4k2 72 } 2k2m? ’
1 1 . 1
cos 2k7r cos 2kt 1 sin 2kt 1
b, = 2 tsin 2kmtdt = 2 2 dt = — | =—-——
g /0 ST [ + /0 2k kr [ 4k272 } km’
Tedy
£(t) = & i L gin 2kt
— — sin 2km
2 km
|

Reseni: b) Je T = 2w = m:
1 371
t 4
=2 [ Pdt=2|=| ==

! inkrt]’ U sinkrt
ak:/ 12 cos krtdt = {ﬁsm W} —/ ot T gy =
» i i

m 1 s

) Qt—coskﬁt ! +/1 coslmrtdt _4(—1)k+ —2 [sinknt]’ _A(-1)F
n k*m? || _, k2m2? k22 K2r2 | kro |, Km?

12



1 B 1 1
by, = / 2 sin krtdt = {tQM} + / 0y COSRTE 1y _
_ km 1 k

1 -1 T
sin k]! U sin krt coskmt]!
=0+ {”m};/_lmdtﬂ[wlfo-
Tudiz
2 = 4(—1)F
f(t) = g—l—; 123 cos 2kmt.

O

Fourierova tada je limitou posloupnosti trigonometrickych polynomu 7,, (6), které

maji ¢ast slozenou z kosinu a ¢éast slozenou ze sinu. Funkce kosinus je sudd, funkce si-

nus je lichd. Vsimnéme si, jak se tato skutecnost projevi ve vypoctu Fourierovy tady. V

prikladé (15.b) byla funkce sudd a odpovidajici fada méla pouze sudé cleny, kosinové. V

prikladé (15.a) je funkce f(t) — 3 lichd a odpovidajici fada také, obsahuje pouze sinové
¢leny. Snadno zjistime, ze tato vlastnost plati obecné.

Definice 9 (Sudé/licha Fourierova transformace) Necht je funkce f(t) sudd, peri-
odickda s periodou T' > 0, pak prislusnd Fourieova Tada je kosinovd, 1.

k=1

a
f(t) = 50 —l—gakcoskwt

T
s
ar = T/Q f(t)coskwtdt, b, =0,k =0,1,2, ...
0

Je-li funkce f lichd, pak bude vyslednd Fourierova transformace sinovd, tj

k=1
f(t) = Zbk sin kwt
T
4 [z
by, = ?/ f(t)sinkwtdt, b, =0,k =0,1,2,....
0

Dukaz tohto tvrzeni zde provadét nebudeme.

13



Definice 10 (Periodické prodlouzeni) Je-li funkce f* : (0,7) — R(C) definovand
prot € (0,T), pak jejim periodickym prodlouZenim je periodickd funkce f(t) definovand
predpisem

F(t) = f*(t — kT),t € (KT, (k + 1)T),

k je celé cislo. Jesté uved'me, Ze pouZivime oznaceni f jak pro pivodni funkei f* tak i
pro jeji pertodické prodlouzent. O

Priiklad 16 Urcete Fourierovu fadu funkce, ktera je periodickym prodlouzenim funkce:
f(t) =sint,t € (0, 7).

Resend: Urcite T = 7, w = 2 a funkce f je sudd = Fourierova fada je kosinova. Ze vztahi

z definice 9 vyplyva:
4 2 4
ag = — sintdt = —;
T Jo ™

4 (3 2 (%
ar = — /2 sin t cos 2ktdt = — /2 (sin(2k + 1)t — sin(2k — 1)t)dt =
0 0

™ ™
_ 2 [(cos(2k + 1)t N cos(2k — 1)t)] 2 2 11 B —4
o 2k +1 2k—1 |, m\2k+1 2k—1) 7(4k2—1)
by = 0.
Tudiz
2 4
t)==—% ————cos2kt.
/) O m(4k? — 1) o8

Definice 11 Necht funkce f(t) je periodickd s periodou T > 0 a je po tsecich spojitd a
mda spojitou derivaci. Je-li

a :
ft) = 30 + Z (ay cos kwt + by sin kwt)

00
k=1

Fourierova tada funkce f, pak plati: a)Md-li také funkce f(t) po usecich spojitou derivaci,
pak Fourierova tada této funkce md tvar

ft) = Z (kwby, cos kwt — kway, sin kwt)

k=1

oo

b)je-li ag = 0, pak Fourierova rada funkce F(t) = fot f(uw)du md tvar

/b
F(t) = Z (—k cos kwt + & sin kwt) :

kw kw
k=1

14



Vime, ze funkci tvaru a coswt 4+ bsinwt lze piepsat na tvar Asin(wt + ¢).
Porovnéame-li obé vyjadieni dostaneme:

Acosp = b, Asing = a,

] pum— 2 2 :—b 1 pum— a
To znamena A = va? + b? a cosy T Sie = =

Definice 12 (Aplitudové-fazovy tvar.) Je-li dina tada

e}
ft) = % + Z (ay cos kwt + by sin kwt)
k=1
pak ji lze napsat ve tvaru
a = .
f(t) = 50 + Z \/az + b2 sin(kwt + ¢r),
k=1
kde @ je resenim rovnic
by, Qg

CoS pf, = ———— sin ), = ————.
v Vag + by, v Vag + b,

O

Definice 13 (Komplexni tvar Fourierovy fady) JestliZe pouzijeme exponencidlnich
vztahu funkci sinus a cosinus dostaneme komplexni tvar Fourierovy rady plati:

cos(kwt) =

sin(kwt) =

Aplikujeme-li tyto vzorce na Fourierovu tadu (1), muzeme ji psat v kompleznim tvaru:

+oo a+L
; 1 * ,
fty=">_ Cpe™,  Cp= T/ ) f)e 7 tdt,  k=0,41,42,...  (18)
k=—00 o—
kde « je stred periody, L je pulperioda, T = 2L O

Piiklad 17 Vyjddiete Fourierovou radu periodického prodlouzeni funkce f(t) = €', t €
(0,1) v komplexnim tvaru:

Reseni:
T =1, w=2r pak je

—j2m 1 —2kmj .
Cp = /1 ote—i2mkt gy /1 ot1=i2mk) gy — et(1=32mk) _ee 2kmj _ q _ (e — 1)(1 + 2kmy)
0 0 1 —2kmj |, 1 —2kny 1+ 4n2k?

15



a tedy
—+o00 .
(e = D)1+ kmj) jopns
f(t) = Z 1+ 4k2 72 e’

k=—00

O
V predchozim vykladu jsme ukéazali, ze kazdou periodickou funkeci f(t) s periodou
T > 0, T € R jsme schopni vyjadrit jako soucet nekonec¢né rady tvorené sinovymi a
kosinovymi ¢leny. Neperiodickou funkci f(t), t € R kterd je absolutné integrovatelnd
muzeme chépat jako mezni pripad funkce periodické pro t — oo. Lze predpokladat,
ze v tomto piipadé Fourierova fada prejde ve Fourieruv integral. Kvuli obtiznosti
provedeni limitnich tvah se Fourieruv integral ¢asto odvozuje samostatné nezavisle na
Fourirové radé. V nésledujicim odvozeni se budeme snazit, aby byl dostate¢né ziejmy

vztah mezi Fourierovou fadou a Fourierovym integralem.
Jeste zavedeme integral (18 v novém oznaceni, aby nedoslo k zaméné (zaménime t za x)

1 a+L )
Cr = —/ f(x)e k=g (19)
T a—L

Dosadime-li (19) do tady f(t) (18) dostaneme:

+oo 1 a+L . . +oo 1 a+L ‘
ft) = Z T/ f(x)e Ihwreikot gy — Z T/ f(x)ejk”(t_x)d:v (20)
k=—00 a—L k=—00 a—L

Uvédomme si, ze Aw = w, 11 — w, = &, pak 20 muzeme prepsat na:

I
+o00 T a+L hoo(t—g) +00 1 a+L ()
= - JRW(t—T — Jhkw(t—z
f(t) _EOO I /Q_L f(z)e dx _§Ooj —Aw /Q_L f(z)e dr  (21)

V piipadé limitniho prechodu (7" — oo = L — 00) je zfejmé Aw — 0 a suma v poslednim
vztahu prejde na integral:

f(t) ! / m{ :O f(x)e—j’wczx] eIt (22)

:% N

Definice 14 (Komplexni Fourieruv obraz) Oznacime-li vnitini integral z (22 jako
funkei F(jw) a zdroven oznacime t za x), pak funkci

F(jw) = h f(t)e it (23)

nazveme komplexnim Fourieruvym obrazem funkce f(t). Je tedy zrejmé, Ze funkce

f(t) je predmétem (origindlem). O

16



Definice 15 (Fourierova transformace) Zobrazeni, které prirazuje predmétu f(t) Fou-
rieruv obraz F(jw) dle definicniho vztahu 25 nazgvime Fourierovou transformact.
Fourieruv obraz F(jw) téZ nazyvdme spektrdlni funkce (hustota) origindlu f. O

Definice 16 (Zpétna Fourierova transformace) Za podminky existence dvojného, kon-
vergentniho Fourierova integralu (22), definujeme zpétnou Fourierovu transformaci vzta-
hem:

flt)=— /+_OO F(jw)e™ dw. (24)

(ee]
(]
Porovname-li vzorec pro Fourierovu transformaci (23) s Laplaceovou transformaci (1)):

e defini¢ni obor f pro Fourierovu transformaci je celd osa R namisto kladné poloosy
R+ u Laplaceovy transformace

e rozepiSeme-li s z na s = Res + jIms = o + jw, pak pro Fourierovu transformaci
5= jw

Pro vypocet Fourierovy transformace vyuzijeme aparatu Laplaceovy transformace a ve
vysledném vztahu dosadime s = jw.

Priklad 18 Aparatu Fourieovy transformace pouzijte pro vypocet fourierova obrazu
funkce f(t) = 3t 4 sin 2¢.

Reseni: Nejprve urcime £ (f(t)):

)

s 2447
nyni dosadime s = jw a dostaneme Fourieruv obraz funkce f(t)

. 3 2
Fjw) = Cw? 4 —w?

3 Neresené priklady

3.1 Laplaceova transformace
3.1.1 Prima Laplaceova transformace
Pomoci zakladnich vztahu transformace a s vyuzitim uvedenych obrazu nékterych funkci

urcete obraz F'(s) k predmétu f(t).

17



Priklad 19

f(t) =2+ 3te™ — 4%
2 3
Fls) ==+ —"—
s (s+2)

Pouzijeme linearitu (2) a vztahy e f(£)=F(s —a), a = =2, a = =3, 1=%, t=4, t?=3%

Priklad 20
f(t) =t (sin2t + 4 cos 2t)

!/

2 4s
F(S):_<82+4+32+4>

Priklad 21
f(t) = 3sin3tcost
a podle souctového vzorce je f(t) = %(sin 4t + sin 2t), tedy

F(S)_§4+2_3+6
2\ 2416 s2+4) 244 2416

Priklad 22
f(t) =e 2 (3cos3t — 4sin 3t)
3(s+2) 4.3 35— 6

F(s) = (5+2°+9 - (s—l—2)2—i—9 T 2145+ 13
f(t) F(s
1. f(t)y=32—=5t+1 [F(s)=5% -5+
2. f(t) =2e' — 5e7* + 5e [F(s) =2 -5+
3. f(t) =te ™ — 2 [F(s) = o — 53 + 51
4. f(t) =6te™ —2e7" + %M [F(s) = f2)2 + 5+ (8%1)4]
5. f(t) =2sint — 3 cos [F(s) = (igisl]
6.  f(t) =4cos2tcos3t [F(s) = gﬁ—jﬁ;m]
7.  f(t) =6sin3tcost [F(s) = %]
8.  f(t) =5sindtsint [F(s) = Mﬁ]
9. f(t) =4e *sin 3t [F(s) = oy rasmi)
10.  f(t) = 3e tsin® 2t [F(s) = 2(8%&%?(2;;312?17)]
11. f(t)=ta',a>0 [F(s) = m], at = etlna



3.1.2 Zpétna Laplaceova transformace

(F'(s) ()
1. F(s)=%E [f(t) =2cos2t + 3sin2t,¢ > 0]
2. F(s) = =252 [f(t) = e7!(3cos 3t + 3 sin3t),t > 0]
3. F(s) = 2%52= [f(t) = e *(3cos2t — 4sin2t),t > 0]
4. F(s) = mgramaes  Lf(t) = =3¢ + Se > (cost + 5sint),t > 0]
5. F(s)= m f(t)==3t+2 —Tte™? =3¢ — Le ¢ > 0)
6. F(s) = &5 [f(t) = —3tcos 2t + Stsin 2t + = sin 2t, ¢ > 0]
TR = U0 = et Bt et 0]
F(s) = st [f(t) = e ¥ (4cos 2t — L sin2t),t > 0]
9. Fls)= 250t [f(t) = Y2 — Bte — e — e ¢ > 0]

3.1.3 Diferencidlni rovnice

Naleznéte feseni dané rovnice na intervalu (0, 00), které vyhovuje uvedenym pocatenim
podminkam.

Z(t
t

(
(
(t
(
(

ISH

SH

t

ISH

1 )+
2 ) —
3. #(t) +
4. &(t) +
5. &) -

t

K:

6. @(t)+

4z
2T

+ 2(t) +2:17( )=

(t) =
22 (1) +

Ax(t +13f

(t) + 3zt = 3e *; x [(
(t) — 3x(t) =3 — 4e';2(0) = 2,2(0) = 3 [z(
( et x(0)=2,2(0) =1 [z(t
sin 2t 2(0) = 1,#(0) = 0 [
z(t) =2e¢"+t—3;2(1) =0,2(1) =3e +1 [z(

u)du = 0;2(04) =1

2(0) = 1,4(0) = 0

cost — e 'sint]
—sin 2t + cost + 2sint]

)
)
y=elt+et
)
) 2)et +t — 1]

={t*+t—

[2(t) = e~ (cos 3t sin 3t)]

3.2 Fourierova transformace

Urcete rozvoj ve Fourierovu fadu néasledujicich funket:

Priklad 23

iy t pro te(0,1)
1 pro  te(1,2)

A pro t€(0,a)
A(2a—t) pro  t€ (a,2a)
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Reseni:
3w km— 1 1
a)T =2,w=m; f(t) = 1 + 321 (Cosﬂ—ﬂkz cos kmt — o= sinkwt) ;
T 34 K [ Afcoskm — 1) kmt A . kmt
b)T:2a,w:E;f(t)%z+ g ( 312 cos — —l—EsmT

I /1 I
)T =1,w =27, f(t) ~ 3 +Z (k27r2 cos 2kmt — ESIHQkﬁt) ;

Priklad 24




A & 4A (2k+1)
T:2 e ~ —
d) a,w s f(t) 5+ 321 kT 1) cos - :
2 o= 4(—1)k+
e)T =2a,w=2;f(t)~ — + costt;
T m(4k? — 1)
k=1
11 = 2(—1)*
f)T—Qﬂ'u)_l f() }+§COSt— E_ mCOSZ/{t;

O

Priklad 25 Je dédna periodicka funkce f, kterd na zakladnim intervalu periodicity (0, 27)
je dana vztahem
1, pro t(0,m)

a) Ft) = 0, pro t(m,2m)
o f=(y P 0
1, pro (1,2)
c)  flt)=1-t
napiste rozvoj funkce f ve Fourierovu radu
Res
I & 1—(=1)* 1 = (=1)F—=1 1 X sin 2kt
= ————sinkt b)= ————sinknt = .
a)2+; o sin )24—; L sinkm C)2+; =

O

Priklad 26 V komplexnim tvaru vyjadiete Fourierovou fadu funkce, kterd je perio-
dickym prodlouzenim zadané funkce:

a)f(t) =e t e (0,T) ¢)f(t) = sinh(at),t € (—b,b)

DI =g yimay DO =coshar).t € (~b.b

Reseni:

2 T _1)(aT + 2rkj) sonne
T =Tw="0  ju~ Yy CDILIN) e

= a?T? + 4m2k? ’

1 “+00 —j ; ] .
b)T =2m,w =1, f(t) 5 + E ((Qk—{— 1)7‘(‘6 + 2k 1 1)7?6 JRE+1)t);

21



+oo PR
. (—=1)*jkm sinh(ab) srxt
)T =2b,w = X f(t) ~ k;)o a2b? + k272 s
+oo kb o
- (=1)"absinh(ab) skt
T =2bw=14s  fO)~ 2 0§ k22 O

k=—o0

Priklad 27 V kosinovou Fourierovou fadu rozvinte funkei:

a)f(t)=t, te0,1) b)f(t) =2—1t, t€(0,2)
o) f(t) =t te (0,7 d)f(t) =sint, te(0,%)
Reseni
4 oo
a)T =2,w=m, f(t) = % = Z e cos(2k + 1)mt;
k=0
- k
)T =4,w = g,f(t) =1+ Z 7r2(2k8+ )2 cos < —gl)wt’
k=0
oT =2m,w=1,f(t) = %2 + i 4(;21)k cos kt;
k=1
2 o 4(-1
AT =mw=2f(t) = - + Z 7r(4l(<:2 _)1) cos 2kt;
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REALNY MODEL

4 Kulicka na tyci

4.1 Identifikace
4.1.1 Popis systému

Kulicka na ty¢i (Ball-and-beam) je dymnamicky systém, navrzen pro laboratorni experi-
menty v laboratofich automatického fizeni.

Model B&B - Utia je fyzikdlni systém sloZeny z servomotoru (vnitini servosmycka), me-
chanické prevodovky a tyce s kulickou. Vstupem do soustavy je napéti na servomotor
(Uy), vystupem je napéti snimace imérné poloze kulicky. Model je ptipojen k PC pres
I/0O kartu a je mozné jej fidit z prosttedi Matlab + RealTime toolbox.

Jednoduchy obrazek modelu:

‘WOC
L@ I

LA

Obrazek 1: Kulicka na tyci

Vyznam popisku pouzitych v obr!1:

o « uhel naklonu tyce
o délka tyce (85cm).

Velmi dulezitou skute¢nost ukazuje nasledujici obrazek:
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dr2

(a) Kulicka ve vodicich dréteh (b) Kulicka na naklonéné roviné (tyci)

Obréazek 2: Schéma kulicky valici se po tyci

Vyznam popisku pouzitych v obr/2:

o d rozte¢ vodicich list (15mm)

o R polomeér kulicky (9.5mm).
o polomér po kterém se kulicka vali r = y/ R? — (5)2.

e g tthové zrychleni g = 9.81%.

Na predchozim obrazku (obr2) je vidét, ze kulicka se neodvaluje po celém svém poloméru
(R), ale po poloméru (r), ktery je mensi, imérny rozteci vodicich dréatu (d).

4.1.2 Zptusob identifikace

Identifikaci modelu kulicky na tyci provedeme jako identifikaci modelu tyce z prechodovych
charakteristik a pohybu kulicky po ty¢i z matematického popisu systému. Zmétrime prechodovou
charakteristiku v néjakém bodé Py a z ni uréime prenos systému. V nasem pripadé pujde

o systém druhého tadu ve tvaru

K
(Tls + 1)(T28 + 1) .

Gi(s) =

Zakladni (blokové) schéma soustavy je:

1 X x
U' [ "Motor [ Y|k, |* [Kkulicka Ko Y

Km

Obrazek 3: Blokové schéma soustavy
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a z toho budeme vychéazet v dalsich ¢astech tohoto textu.
Identifikaci pohybu kulicky po ty¢i provedeme z popisu systému viz. obr.2 a obr.1

4.2 Model pohybu kulicky po naklonéné roviné

Odvozeni popisu tohoto modelu provedeme pomoci Lagrangeovych rovnic.
Nejprve vyjadiime kinetickou a potencialni energii kulicky.
Moment setrvacnosti kulicky:

J = / r’dm a dV = S.dr = w(R? — 2%)dw,

z toho plyne

R
Jz/pdeQ/ (RQ—xz)pW(RQ—xQ)d:E:
1% 0

R 2 1 2
= 27Tp/ <R4 — QRZSCQ + 1’4) = 27Tp (R5 - SRE) + 5R5) = ng2,
0

kde R je polomér kulicky a m = %WpR3 a r je polomér po kterém se kulicka vali.
Kineticka energie

1 1 1 J
E, = §m112 + §Jw2 =5 <m—|— r_2> v,

Potenciélni energie

E,=mg(l —z)sina + Epy.
Lagrangeova funkce systému je definovana vztahem:

1 J
L:Ek—Ep:§(m+r—2)v2—mg(l—m)sina+Epo,

jeji derivace
oL _ oL J d oL JN .
%ngsma %: m+T—2 v E%: m+ﬁ T

Vyslednou rovnici dostaneme z Lagrangeovy rovnice:

_ +J . . N 1+2R2 . .
S92 7 m+ — = magsin o —— | Z =g¢gsina
dt ov oz 72 v g5l 5 r2 g5l

Z toho za ptredpokladu r = \/ R? — (%l)2 dostaneme rovnici popisujici pohyb kulicky po

naklonéné roviné, aniz bychom uvazovali tfeni a valivy odpor:

= J sina = csina = F(a) (25)
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Model systému v okoli pracovniho bodu je nelinearni, tzn. ze ma nelinearni ¢leny
(sin), proto provedeme jeho linearizaci. Jako pracovni bod zvolime vodorovnou polohu
tyce, tedy ap = 0. Jesté je tieba tici, ze ty¢ se naklani jen o velmi malé uhly, proto by
mél linearizovany model platit v celém rozsahu.

oF
6(204) = c. cosal, =c.cos.(ag) = ca.
Dale plati:
Ar = 6F—(a)Aa = cAa.
Yo

Protoze plati: £y = 0 a ap = 0, muzeme psat vyslednou rovnici po linearizaci:
I = co (26)

Ptenos vypocteny z rovnice 26 je

4.2.1 Prevodni chrakteristiky

Nyni se zaméiime na prevodni charakteristiky, jednak vstupniho napéti (U;) na thel
néklonu tyce («), jednak polohy kulicky (x) na vystupnim napéti (U,). Ty jsou nezbytné
pro spravné odvozeni pracovniho bodu, ktery musi byt v linedrni oblasti. Tyto charak-
terstiky jsou také nepostradatelné pro spravné zkonstruovani modelu systému.

Ptrevodni charakteristika vstupni napéti U;-thel a:

Prevodni charakteristika vstupni napeti Ul— uhel a

0.12

U [V] | «frad] o1l
—0.5 | —0.0689 0.08}
—0.4 | —0.0689 0.061
—0.3 | —0.0689 0oal
—0.2 | —0.0642 T ooel
—0.1 | —0.0394 ° ol
0.0 0.0000 ool
0.1 0.0476 oodl
0.2 0.0855 ol
0.3 0.1138
0.4 0.1185 s 04 03 —02 -o1 U?V] 01 02 03 o4
0.5 0.1185 Obrazek 4: Pievodni  charakteris-
tabulka ¢.1 tika U] — «
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Prevodni charakteristika poloha kulicky z-vystupni napéti U,

Prevodni charakteristika poloha kulicky x— vystupni napiti U

U.[V] | z[m]
—0.24 | 0.85
0.00 | 0.43
0.24 | 0.01
tabulka ¢.2

0.01 0.21 0.43
x[m]

Obrazek 5: Prevodni  charakteris-
tika x — U,

0.63 0.85

7 prevodni charaktristiky U; — « obr.bvyplyva, ze systém se chova linearné pro

Uy € [-0.2;0.3]. V tomto intervalu ur¢ime konstantu K3, coz je celkové zesileni prvnich
dvou bloku z obr.3, K; = K,,K;.

Ao
K, = .
AT,
Déle z prevodni charkteristiky x — U, obr.5uré¢ime konstantu K5 jako:
AU,
Ky = = 0.2354
x

4.3 Identifikace systému tyce

Identifikaci systému provedeme z prechodové charakteristiky naklonu tyce obr.6. Prechodovou
charakteristiku jsme mérili pro skok vstupniho napéti U; z 0 na —0.2.

27



Ptechodova charakteristika tyce:

Prechodova charakteristika tyce

= = = vypoctena hodnota| -
namerena hodnota[*

0 s s s
0 0.25 0.5 0.75
t[s]

Obrazek 6: Prechodova charakteristika systému tyce

Mnou zjistény pienos pro ty¢ z obrl6

Go(s) = Un(s) Ko B 0.778 B 1980
CTU(s) T (Tys+1)(Tas+1) (140.025)(140.02s) 52+ 100s + 2500

kde konstanta K je jiz zahrnuta v prenosu Gy(s).
Ze zjisténych prenosu Gy, G) a konstanty K, vypocCteme celkovy prenos soustavy jako
G(s) = Gi(s).Gk(s).K> a ten je pro zvoleny skok:

1980 4.758 2178

G(s) = 0.2345 = 28
(5) = 27005 + 2500 &2 s'+ 1003 + 250052 (28)

4.3.1 Simulace modelu v Simulinku (MATLAB)

Namodelujeme nelinerizovany i linearizovany systém v progamu Simulink. Protoze pra-
cujeme v rozsahu malych thlu (nejvétsi thel ndklonu tyce je cca 6° viz. obr.5okoli
pracovniho bodu je dostatecné malé v celém rozsahu méreni a vysledné charakteristiky
obou modelu muzeme kreslit do jednoho grafu.
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Obrazek 7: Nelinearizovany simulinkovy model soustavy

r

Y

I 1945 4.758 :: I:l
o denis) =2

Scope

Obrazek 8: Linearizovany simulinkovy model soustavy

Charakteristiky namétené ze simulinkovych modelt:

Prechodove charakteristiky ziskane ze simulinkovych schemat

-0.05

—01} — nelinearizovana
namerena
—0.15} — linearizovana

-0.21

Y

-0.25

-0.351

-0.45 : : :
0 05 1 15 2

t[s]

Obrézek 9: Charakteristiky soustavy z obou modelt

7 namétrenych charakteristik je vidét co provedla s prubéhem linearizace. Nelineari-
zovany model se svou charakteristikou primyka lépe k charakteristice namérené.
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4.4 Regulatory

Nyni se budeme zabyvat reuglatory a to hlavné regulatory typu PDf, které jsou pro re-
gulaci naseho modelu nejvhodnéjsi, protoze nevnaseji do systému dalsi integracni slozky.
Dalsi typy regulatoru (PIDf) jsou pro regulaci méné vhodné. Tyto reguldtory i pres de-
rivacni slozku zvétsuji astatismus. Je dobré pouzivat regulatory s filtrem, ktery zamezuje
prilisnému zesilovani vysokofrekvenénich sumu, atd.

Ustalena odchylka bude nulova, protoze sama soustava svym astatismem vnasi do regu-
lované soustavy itegracni slozku. Proto navrhovat reguldatory typu PI ani I neni vubec
vhodné.

4.4.1 Emperické metody

Metoda Ziegler-Nichols je metodou, kterd z wy a kritického zesileni Ky, pocita vSechny
typy reguldtoru podle empericky danych vztahu viz. [3]. Mezni frekvence wy, je frekvence,
pii které se soustava dostava do ustalenych kmitu, ty najdeme napriklad ve frekvencéni

charakteristice v misté pruchodu argumentu hodnotou ¢ = —180:
Bode Diagram
0
.
System: t

-50r Frequency (rad/sec): 2.34
Magnitude (dB): -16

-100 -

-150

Magnitude (dB)

-200

-250
-180

—

System: t
_oo5 | Frequency (rad/sec): 2.35
Phase (deg): -185

=270

Phase (deg)

=315

-360
10° 10 10° 10° 10"
Frequency (rad/sec)

Obréazek 10: Frekvenéni charakteristika soustavy G(s)

Z frekvenéni charakteristiky je vidét, ze neni mozné zjistit wy, proto touto metodou
neni v nasem pripadé mozné navrhnout regulator.
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4.4.2 Frekvecni metody

Névrhy frekenénimi metodami popsanymi v [1] je dobfe zndmou a prozkousenou meto-
dou. Spociva v urceni fazové bezpecnosti PM z frekvencni charakteristiky obr./10, u nasi
soustavy budeme muset volit pro PDf regulator PM nizsi nez obvyklych 45°. Ze znalosti
PM a wp potom vypocteme koeficienty jednotlivych reguldtoru.

Ukazme nyni vypocet regulatoru typu PD f, kde:

k
ﬁs+1

Tf8—|—1

C(S)ppf = k’p (29)

je prenos regulatoru.
Nejdiive zvolime fazovou bezecnost PM = 40°. Pak ze vztahu

arg(P(jw)) = —180° + PM — 45°,

a ze zvolené PM vyjde
arg(P(jwp)) = —185°.

Nezndmou frekvenci wp tedy odecteme na frekvenéni charakteristice tizeného systému
(obr/10) v misté, kde jeho faze prochazi —185°. Pro nés systém je wp = 2.34. Ze stejného
obrazku (obr!10)) odecteme jesteé zesileni soustavy |P(jwpl|,z = —16dB, neboli | P(jwp)| =
1072 = 0.1585.

Urcime parametry kp a kp ze vztahu:

1 1
~ wpV2|P(jwp)|  2.34v/2 0.1585

kp = 1.9065,

1 1
k pu— pu— pu—
P V2 |P(wp)| 015852

Zbyva uz jen dopocitat Ts. Pro PD f reguldtory se voli wy v rozmezi (5=20)wp. My jsme
zvolili wy = bwp = 11.7. Vypocteme T jako Ty = é = (0.0855.
Dosazenim do 29/ dostaneme ptenos regulatoru PD f:

4.4612.

0.42s+1
— 44612
) = A0

4.4.3 Metoda GMK-geometrické misto korent

Tato metoda je metodou z mého hlediska nejjednodussi. V programu Matlab, piikazem si-
sotool, priddvame koteny a nuly do soustavy. Podle toho kam piiddme p6l/nulu a kolik,
realizujeme regulatory. Pridanim nuly dostaneme regulator PD, dvou nul a dvou pdélua
(z toho jeden v nule) PIDf atd. Po navrzeni reguldtoru, za pomoci zékladnich znalosti a
trouchou zkusenosti, nastavime pély /nuly a zesileni tak aby vysledny regulator co nejvice
vyhovoval zadani.
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Pridanim jednoho pdlu a jedné nuly jsme vytvorili regulator PD f, ktery ma, po zvoleni
vhodnych poloh pdlu a nul, rovnici:

0.77s + 1
_ gt
oG8 =162

Jak se provadi navrh regulatoru v programu Matlab Sisotool ukazuji nasledujici obrazky:

Root Locus Editor (C) Open-Loop Bode Editor (C)
100 Step Response
l4r———— T T T T
20 50 | System: Closed Loop: rto y
| WO:roy
777777 12l Peak amplitude: 1.38
15 0 |' Overshoot (%): 37.9 %?‘f": yc“’sed Loop:rtoy
50 | Attime (sec): 2.02 Settling Time (sec): 7.71
10 S SEREE SERES EEE SRR NS U i e
-100 | |
5 G.M.:29.7dB | |
“1507 Freq: 21.3 radisec » 08 -
Stable loop 2 ! !
0 -200 s | |
£
-90 < 06 | | 1
- I I
I I
“10 -180 = -l - - - - - 04l | | 1
| |
-15
-270 02 | | 4
-20 P.M.: 41.4 deg | |
Freq: 1.45 rad/sec | |
-360 0 I L L L L
-60 -40 -20 0 20 107 10° 10° 10" 0 2 4 6 8 10 12
Real Axis Frequency (rad/sec) Time (sec)
. . - . C . ,
(a) Pdly a nuly regulatoru (b) Prechodové charakteristika regulatoru

Obrézek 11: Geometrické misto kotenu pro PD f regulator, zobrazené v Matlab Sisotool

Prvni obrazek (11(a)) ukazuje jak vypadd reguldtor (' (s) v prostiedi Sisotool.
GMK
Druhy obrézek (11(b)) ukazuje reakci regulatoru (' (s) na jednotkovy skok. Jsou zde
GMK

zobrazeny i nékteré parametry regulatoru (doba nabéhu, prekmit).
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Step Response

16

T
PDf - frevencni metoda — Cﬂek(s)

14} PDf - metota GMK — CGMK(S)

12f 1

Amplitude

0.2 1

0 n n n n n n n n n

0 2 4 6 8 Time {$ec) 12 14 16 18 20

Obrézek 12: Porovnani prechodovych charakteristik reguldtori ¢ (s) a C (s)
GMK frek

Porovnani regulatoru
0.05-

PDf frekvencni metoda
PDf metoda GMK

-0.05

poloha kulicky

-0.15

t[s]

Obrazek 13: Porovnéni prechodovych charakteristik reguldtorn (¢ (s) a C (s) naméfenych
GMK frek

na modelu
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5 Zavér

kapitoly z predméti Systémy a modely a Systémy a 7izeni uéenych na katedfe Ridic
techniky. Ucebnice by méla byt napocna studentum k lepsimu pochopeni probirané latky,
nez nabizi nynéjsi liteatura.

Cely systém naklanéni tyce s kulickou byl ponékud neptesny a se znacnou vuli. Napf.
ramena zajistujici pohyb naklonéni tyée motorkem byla znaéné volnd, to mélo za nésledek
pohyb tyce pti premistovan{ kulicky z jednoho kraje na druhy. (po provedeni naklonéni,
kulicka svym pohybem k druhému kraji tyce jesté zpusobila pohyb tyce smérem dolu).
Model byl proto konstruovan za zjednoduSenych podminek. Jakékoliv zpresnovani modelu
(napf. zavadéni tfeni kulicky na ty¢ci, valivy odpor kulicky) je zbytecné. V tloze jsme ani
neuvazovali vlastnosti motorku, ktery pfes néjaky mechanizmu uvadél ty¢ do chodu, i
kdyz by to bylo mozné, pomoci momentu motorku a prevodniho mechanizmu, ktery uvadi
ty¢ do pohybu. Identifikace systému i navrh reglatori pro systém byli znacné ovlivnény
stavem zafizeni.
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