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Abstrakt

V této práci se zabývám netradi£ní kon�gurací systému kyvadla s reak£ním kolem vyuºí-
vající statický motor a °emenový p°evod. Cílem práce je sestrojení funk£ního fyzického mod-
elu této kon�gurace a návrh °ízení pro stabilizaci kyvadla ve vzp°ímené poloze a pro vy²vi-
hnutí kyvadla do vzp°ímené polohy.

Práce obsahuje odvození diferenciálních rovnic systému, rozbor vhodných hodnot parame-
tr· systému, stavbu fyzického modelu, navºení PD regulátoru pro stabilizaci kyvadla ve
vzp°ímené poloze, návrh Energy shaping regulátoru pro vy²vihnutí kyvadla do okolí vzp°í-
mené polohy, p°epínání mezi t¥mito regulátory a ov¥°ení regulátor· na fyzickém modelu.

Klí£ová slova: kyvadlo s reak£ním kolem, podaktuované systémy, PD regulátor, Energy
shaping regulátor, ODrive

Abstract

In this thesis, I investigate an unconventional con�guration of a reaction wheel pendulum
system with static motor and belt drive. The aim of this work is to construct a working phys-
ical model of this con�guration and to design the control system to stabilize the pendulum
in the upright position and to swing the pendulum up to the upright position.

The work includes derivation of di�erential equations of the system, analysis of suitable
values of parameters of the system, construction of the physical model, implementation of
the PD controller for stabilization, the design of the Energy shaping controller for swing up,
switching between these controllers and veri�cation of the controllers on the physical model.

Key words: reaction wheel pendulum, underactuated systems, PD controller, Energy shap-
ing controller, ODrive

xi





Obsah

1 Úvod 1

2 Systém kyvadla s reak£ním kolem 3
2.1 Klasická kon�gurace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Nová kon�gurace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.3 Matematický model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.3.1 Lagrangeova funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3.2 Nekonzervativní síly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3.3 Diferenciální rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4 Parametry systému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3 Fyzický model 11
3.1 Mechanická konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.2 Elektronika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.3 Identi�kace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.3.1 Ov¥°ení identi�kace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4 Návrh °ízení 19
4.1 Stabilizace kyvadla ve vzp°ímené poloze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.1.1 Stavový popis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.1.2 PD regulátor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.2 Vy²vihnutí do okolí vzp°ímené polohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.2.1 Zp¥tnovazební linearizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.2.2 Energy shaping regulátor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.2.3 Kompenzace t°ení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.2.4 �ízení polohy a otá£ek motoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.3 P°epínání regulátor· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5 Ov¥°ení na fyzickém modelu 27
5.1 Stabilizace ve vzp°ímené poloze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
5.2 Vy²vihnutí do okolí vzp°ímené polohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
5.3 P°epínání regulátor· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6 Záv¥r 31

xiii





1 Úvod

Kyvadlo s reak£ním kolem pat°í mezi jednoduché nelineární dynamické systémy. Kombi-
nace jednoduchosti modelu a silné nelinearity ho £iní vhodným systémem jak pro testování
nových regulátor·, tak pro výuku a demonstraci základních princip· °ízení.

U kyvadla s reak£ním kolem i systém· z n¥ho vycházejících je motor typicky umíst¥n
na volném konci kyvadla p°ímo v ose reak£ního kola, coº p°iná²í jisté nároky na konstrukci.
Ve²kerá elektronika musí být umíst¥na bu¤to p°ímo v pohyblivé £ásti modelu, nebo je její
£ást umíst¥na na podloºce a s motorem je propojena kabely, které omezují pohyb kyvadla.
Omezení pohybu se je²t¥ dá £áste£n¥ eliminovat pouºitím prokluzných krouºk· pro vedení
signálových a napájecích vodivých cest skrze rota£ní kloub kyvadla. I to má ale své kon-
struk£ní nevýhody.

U této kon�gurace je p°i volb¥ motoru navíc nutné brát v potaz i jeho rozm¥ry a zejména
hmotnost, jelikoº se motor pohybuje spolu s kyvadlem.

Ve své práci se proto zabývám atypickou variantou p·vodní úlohy, kdy je motor p°esunut
z konce kyvadla na podloºku a k roztá£ení reak£ního kola je pouºit p°evod °emenem. Oba vý²e
zmín¥né problémy jsou tímto p°esunem eliminovány, ale zm¥na p°iná²í i nové konstruk£ní
výzvy.

V rámci této práce jsem navrhl a sestrojil funk£ní model nové kon�gurace kyvadla
s reak£ním kolem, ur£il jsem jeho matematický popis a zabýval jsem se vlivem volby jed-
notlivých parametr· na jeho dynamiku, zejména volbou p°evodového pom¥ru °emene. Ná-
sledn¥ jsem pro tento systém navrhl lineární regulátor pro stabilizaci kyvadla ve vzp°ímené
poloze, nelineární regulátor pro vy²vihnutí kyvadla do okolí vzp°ímené polohy a p°epínání
mezi ob¥ma regulátory.
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2 Systém kyvadla s reak£ním kolem

2.1 Klasická kon�gurace

O úloze kyvadla s reak£ním kolem vy²lo v posledním £tvrtstoletí mnoho publikací. Hezká
zpracování úlohy jsou nap°. £lánek od Sponga, Corkeho a Lozana [1] a kniha od Blocka,
Åströma a Sponga [2]. �lánek [1] je stru£n¥j²ím p°edstavením úlohy, kniha [2] pak nabízí
detailní popis systému a z n¥j odvozených úloh.

Systém se skládá z kyvadla s jedním stupn¥m volnosti na jehoº konci je umíst¥n motor
a st°edov¥ symetrický disk nazývaný reak£ní kolo. Stator motoru je pevn¥ spojen s koncem
kyvadla a k rotoru je p°ipevn¥no reak£ní kolo tak, ºe osa otá£ení reak£ního kola je rovnob¥ºná
s osou otá£ení kyvadla. Schematický nákres systému je na obrázku 2.1.

Vstupem do systému je moment síly motoru τ , pop°. nap¥tí v motoru u, na kterém
moment síly motoru závisí. P°enos sil z pohybu motoru a reak£ního kola na kyvadlo funguje
na principu 3. Newtonova zákona. Na reak£ní kolo motor p·sobí momentem síly

τW = τ (2.1)

a na kyvadlo motor p·sobí momentem síly stejné velikosti a opa£né orientace

τP = −τ. (2.2)

Stavový popis tohoto systému má £ty°i stavové prom¥nné. Typicky jsou to úhel nato£ení
kyvadla θP, úhlová rychlost kyvadla θ̇P, úhel nato£ení motoru θM a úhlová rychlost motoru
θ̇M. Úhel nato£ení motoru se n¥kdy vynechává, protoºe p°i uvaºování rovnom¥rn¥ rozloºené
hmoty po obvodu reak£ního kola na n¥m dynamika systému nezávisí.

Místo úhlu nato£ení a rychlosti motoru lze pouºít i absolutní úhel nato£ení reak£ního
kola θW a absolutní úhlovou rychlost reak£ního kola θ̇W. Velikost úhlu nato£ení motoru je
v²ak moºné m¥°it pomocí enkodéru p°ipevn¥ného ke kyvadlu. M¥°ení velikosti absolutního
úhlu reak£ního kola by bylo podstatn¥ náro£n¥j²í. Proto je snaz²í absolutní úhel rak£ního
kola ur£it ze vztahu

θW = θP + θM. (2.3)

Pro zanedbané t°ení lze systém popsat diferenciálními rovnicemi

θ̈P =
(mPlP + (mW +mM)lW) g

J ′ sin θP − 1

J ′ τ, (2.4)

θ̈M = −(mPlP + (mW +mM)lW) g

J ′ sin θP +
J ′ + JW
J ′JW

τ, (2.5)
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KAPITOLA 2. SYSTÉM KYVADLA S REAK�NÍM KOLEM

kde
J ′ = JP + (mW +mM)l2W. (2.6)

Rovnice jsou p°evzaté z [1]. Pouºívám zna£ení uvedené v sekci 2.3. Od hmotnosti reak£ního
kola mW jsem odd¥lil hmotnost motoru mM. Z diferenciálních rovnic lze vyjád°it i absolutní
zrychlení reak£ního kola

θ̈W = θ̈P + θ̈M =
1

JW
τ. (2.7)

Cílem typické úlohy je °ídit úhel nato£ení kyvadla θP. �ízení se skládá ze t°ech £ástí: stabi-
lizace kyvadla ve vzp°ímené poloze, vy²vihnutí kyvadla do okolí vzp°ímené polohy a p°epínání
mezi regulátory.

θP

θM

θW

Obrázek 2.1: Kyvadlo s reak£ním kolem - klasická kon�gurace

2.2 Nová kon�gurace

Jak jsem jiº zmínil v úvodu, zabývám se pozm¥n¥nou variantou úlohy, kdy je motor
p°esunut z konce kyvadla na podloºku a p°evod momentu síly mezi osou otá£ení motoru
a osou otá£ení reak£ního kola je realizován pomocí °emene. Schématický nákres systému je
na obrázku 2.2.

Hlavní výhodou nové kon�gurace je odleh£ení kyvadla a men²í omezení parametr· mo-
toru, jelikoº motor na konci kyvadla výrazn¥ zvy²uje moment setrva£nosti kyvadla vzhledem
k jeho ose otá£ení. Díky tomu lze k °ízení pouºít v¥t²í, a tím pádem i siln¥j²í motor. Spolu
s motorem je na podloºku p°esunuta i ve²kerá elektronika, coº umoº¬uje volný kontinuální
pohyb kyvadla kolem celé své osy.

Nevýhodou nového uspo°ádání je sloºit¥j²í mechanická konstrukce modelu. Hlavní osa,
kolem které se kyvadlo otá£í, se skládá ze dvou soust°edných os. K vn¥j²í z nich je p°ipevn¥no
kyvadlo, k vnit°ní je na jednom konci p°ipojen motor a na druhém konci je umíst¥na °e-
menice, která je °emenem propojena s osou reak£ního kola. �emen a hlavní osa navíc do sys-
tému p°iná²í dal²í t°ení, která se v p·vodním modelu nevyskytovala. Konstrukce hlavní osy
je znározn¥na na obrázku 3.1.
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2.3. MATEMATICKÝ MODEL

Vstup i stavové veli£iny systému z·stávají stejné. Závislost absolutního úhlu nato£ení
reak£ního kola na úhlu motoru a úhlu kyvadla je

θW = (1− i)θ̇P + iθ̇M, (2.8)

kde i je p°evodový pom¥r °emene

i =
rM
rW

, (2.9)

kde rM je polom¥r °emenice v ose motoru a rW je polom¥r °emenice v ose reak£ního kola.
Volbou vhodného p°evodového pom¥ru, který významn¥ ovliv¬uje dynamiku systému, se
zabývám v kapitole 2.4.

θP

θM

θW

Obrázek 2.2: Kyvadlo s reak£ním kolem - nová kon�gurace

2.3 Matematický model

Model se skládá ze t°í pohyblivých t¥les: kyvadla, reak£ního kola a osy motoru. Ve²kerý
pohyb v systému je rota£ní, a to kolem osy otá£ení motoru M a osy otá£ení reak£ního kola
W .

V systému se nachází £ty°i disipativní síly. Jsou to t°ení ve vn¥j²ích loºiscích hlavní osy,
t°ení ve vnit°ních loºiscích hlavní osy, t°ení v loºiscích v ose reak£ního kola a t°ení °emene.
V²echny t°ecí síly povaºuji za lineární. K nejv¥t²ímu zanedbání zp·sobenému p°edpokladem
linearity pravd¥podobn¥ dochází u t°ení °emene. Vzhledem k pom¥ru disipativních sil v·£i
zbytku dynamiky systému by se ale toto zanedbání nem¥lo výrazn¥ji projevit.
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KAPITOLA 2. SYSTÉM KYVADLA S REAK�NÍM KOLEM

Pro parametry modelu pouºívám následující zna£ení:

JP . . .moment setrva£nosti kyvadla vzhledem k ose M

JW . . .moment setrva£nosti reak£ního kola vzhledem k ose W

JM . . .moment setrva£nosti osy motoru vzhledem k ose M

mP . . . hmotnost kyvadla

mW . . . hmotnost reak£ního kola

lP . . . vzdálenost t¥ºi²t¥ kyvadla od osy M

lW . . . vzdálenost t¥ºi²t¥ reak£ního kola od osy M

bP . . . koe�cient t°ení ve vn¥j²ích loºiscích hlavní osy

bM . . . koe�cient t°ení ve vnit°ních loºiscích hlavní osy

bW . . . koe�cient t°ení v loºiscích ose reak£ního kola

bB . . . koe�cient t°ení °emene

i . . . p°evodový pom¥r °emene

g . . . gravita£ní zrychlení

K nalezení diferenciálních rovnic popisujících daný systém jsem pouºil Euler-Lagrangeovy
rovnice. Zobecn¥nými sou°adnicemi jsou úhel kyvadla a úhel motoru

q1 = θP, (2.10)

q2 = θM. (2.11)

2.3.1 Lagrangeova funkce

Kyvadlo se pohybuje rychlostí θ̇P kolem osy otá£ení motoru a p·sobí na n¥j gravita£ní
síla. Vý²ka t¥ºi²t¥ kyvadla je

hP = lP cos θP. (2.12)

Kinetická koenergie kyvadla T ∗
P a potenciální energie kyvadla νP jsou tedy

T ∗
P =

1

2
JPθ̇

2
P, (2.13)

νP = mPglP cos θP. (2.14)

Reak£ní kolo se pohybuje rychlostí

θ̇W = (1− i)θ̇P + iθ̇M (2.15)

kolem své osy otá£ení, rychlostí
v = lWθ̇P (2.16)

kolem osy otá£ení motoru a p·sobí na n¥j gravitace. Vý²ka t¥ºi²t¥ reak£ního kola je

h = lW cos θP. (2.17)
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2.3. MATEMATICKÝ MODEL

Kinetická koenergie reak£ního kola T ∗
W a potenciální energie reak£ního kola νW jsou tedy

T ∗
W =

1

2
JW

(
(1− i)θ̇P + iθ̇M

)2
+

1

2
mWl2Wθ̇2P, (2.18)

νW = mWglW cos θP. (2.19)

Osa motoru se pohybuje rychlostí θ̇M kolem své osy otá£ení. Její kinetická koenergie T ∗
M

je tedy

T ∗
M =

1

2
JMθ̇2M. (2.20)

Lagrangeova funkce L má tvar

L = T ∗
P + T ∗

W + T ∗
M − νP − νW. (2.21)

2.3.2 Nekonzervativní síly

V systému se vyskytují £ty°i t°ecí síly. Jejich disipativní funkce jsou

DP =
1

2
bPθ̇

2
P, (2.22)

DM =
1

2
bM(−θ̇P + θ̇M)2, (2.23)

DW =
1

2
bW(−iθ̇P + iθ̇M)2, (2.24)

DB =
1

2
bB(−θ̇P + θ̇M)2. (2.25)

Výsledná disipativní funkce má tvar

D = DP +DM +DW +DB. (2.26)

Jediným vstupem do systému je moment síly motoru τ , který je svázaný s rychlostí θ̇M.
Platí tedy

QP = 0, (2.27)

QM = τ. (2.28)

2.3.3 Diferenciální rovnice

Zderivováním Lagrangeovy funkce a disipativní funkce a p°idáním vstup· dostávám dife-
renciální rovnice systému

θP :
(
J + JW(1− i)2

)
θ̈P + JWi(1− i)θ̈M −mlg sin θP = −(bP + b)θ̇P + bθ̇M, (2.29)

θM : JWi(1− i)θ̈P + (JM + JWi2)θ̈M = bθ̇P − bθ̇M + τ, (2.30)

kde

J = JP +mWl2W, (2.31)

ml = mPlP +mWlW, (2.32)

b = bM + bWi2 + bB. (2.33)
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KAPITOLA 2. SYSTÉM KYVADLA S REAK�NÍM KOLEM

Z rovnic 2.29 a 2.30 lze je²t¥ vyjád°it úhlová zrychlení kyvadla a motoru

J2
ω θ̈P = (JM + JWi2)mlg sin θP −

(
(JM + JWi)b+ (JM + JWi2)bP

)
θ̇P+

+ (JM + JWi)bθ̇M + JWi(i− 1)τ, (2.34)

J2
ω θ̈M = JWi(i− 1)mlg sin θP + (Jb+ JW(b+ bPi)(1− i)) θ̇P−

− (J + JW(1− i))bθ̇M +
(
J + JW(i− 1)2

)
τ, (2.35)

kde
J2
ω = J(JM + JWi2) + JMJW(1− i)2. (2.36)

Zanedbáním t°ecích sil a momentu setrva£nosti vnit°ní osy dostávám diferenciální rovnice
podobné rovnicím pro klasickou kon�guraci 2.4 a 2.5.

θ̈P =
(mPlP +mWlW)g

J
sin θP +

i− 1

Ji
τ, (2.37)

θ̈M =
(i− 1)(mPlP +mWlW)g

Ji
sin θP +

J + JW(i− 1)2

JJWi2
τ. (2.38)

Diferenciální rovnice pro zrychlení absolutního úhlu reak£ního kola je pak

θ̈W = (1− i)θ̈P + iθ̈M =
1

JWi
τ. (2.39)

Od klasické úlohy se diferenciální rovnice pro θ̈P a θ̈W li²í sníºením p·sobení gravitace
o tíhu motoru a d¥lením momentu síly motoru mezi kyvadlo a reak£ní kolo v závislosti na
volb¥ p°evodového pom¥ru °emene i.

2.4 Parametry systému

V této kapitole °e²ím vhodné nastavení hodnot parametr· systému. Nezabývám se mo-
mentem setrva£nosti vnit°ní osy JM , jelikoº osa motoru slouºí pouze k p°enosu jeho kroutící-
ho momentu. Dle rovnice 2.34 motor p·sobí na kyvadlo p°es t°ení ve vnit°ních loºiscích osy
motoru, p°es t°ení v loºiscích v ose reak£ního kola a p°es t°ení °emene. Cílem úlohy ale
není toto t°ení pouºít k °ízení, a proto povaºuji v²echny t°ecí síly za parazitní a snaºím se
je minimalizovat. V²echny tyto parametry tedy v této kapitole zanedbám a pouºiji rovnice
2.37, 2.38 a 2.39.

Z rovnice 2.37 je z°ejmé, ºe zrychlení kyvadla je nep°ímo úm¥rné parametru J . Dle
vytahu 2.31 je proto nutné minimalizovat moment setrva£nosti kyvadla JP, délku kyvadla lW
a hmotnost reak£ního kolamW. Moment setrva£nosti reak£ního kola JW pohyb kyvadla p°ímo
neovliv¬uje, ale podle rovnice 2.39 je ºádoucí ho maximalizovat pro niº²í otá£ky reak£ního
kola.

Poºadavku na minimální hmotnost a maximální moment setrva£nosti reak£ního kola
odpovídá prstencový tvar reak£ního kola, kdy je v¥t²ina hmotnosti rozloºena co nejdále od
osy otá£ení.
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2.4. PARAMETRY SYSTÉMU

Belascuen a Aguilar se v £lánku [3] zabývají vlivem jednotlivých parametr· na velikost
úhlu, ze kterého se kyvadlo dokáºe dostat do vzp°ímené polohy. Tyto úvahy se dají pouºít
i v mém p°ípad¥. P°edpokládám, ºe se kyvadlo nachází nad vodorovnou polohou a nepohybuje
se, £ili platí

θP ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, (2.40)

θ̇P = 0. (2.41)

Dosazením do rovnice 2.37 získávám nerovnost pro maximální úhel

θPmax ≤ arcsin

(
1− i

imlg
τmax

)
, (2.42)

kde τmax je maximální moment síly motoru. Pro zv¥t²ení úhlu θPmax je tedy ºádoucí sníºit
hodnotu ml, coº odpovídá sníºení hmotností kyvadla a reak£ního kola a vzdáleností jejich
t¥ºi²´ od osy motoru.

Vliv p°evodového pom¥ru je vhodn¥j²í uvaºovat v kontexu celého systému. Z rovnic 2.37
a 2.39 je z°ejmé, ºe se moment síly motoru d¥lí mezi kyvadlo a reak£ní kolo práv¥ v závislosti
na volb¥ p°evodového pom¥ru

τP =
i− 1

i
τ, (2.43)

τW =
1

i
τ. (2.44)
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Obrázek 2.3: D¥lení momentu síly motoru mezi kyvadlo a reak£ní kolo

Pr·b¥hy obou závislostí jsou zobrazeny na obrázku 2.3. Významným p°evodovým pom¥-
rem je i = 1, p°i kterém se celý moment síly motoru p°ená²í do reak£ního kola. Pohyb
kyvadla je v tomto p°ípad¥ zp·soben pouze t°ením a pro malé t°ecí síly se systém nedá °ídit.

Pro i > 1 je p°evod tzv. do rychla, kdy je pro za�xované kyvadlo rychlost reak£ního
kola vy²²í neº rychlost motoru. Pro kladný moment síly motoru na kyvadlo i reak£ní kolo
p·sobí kladné momenty síly. Se zvy²ujícím se p°evodovým pom¥rem se zvy²uje i moment
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KAPITOLA 2. SYSTÉM KYVADLA S REAK�NÍM KOLEM

síly p·sobící na kyvadlo a moment síly p·sobící na reak£ní kolo postupn¥ zaniká

lim
i→∞

τP = τ, (2.45)

lim
i→∞

τW = 0. (2.46)

Pro i < 1 je p°evod tzv. do pomala, kdy je pro za�xované kyvadlo rychlost reak£ního
kola niº²í neº rychlost motoru. Pro kladný moment síly motoru na reak£ní kolo p·sobí
kladný moment síly, ale na kyvadlo p·sobí moment síly záporný. Velikost momentu síly
p·sobícího na kyvadlo se zvy²uje se sniºujícím se p°evodovým pom¥rem a m·ºe zde nabývat
neomezených hodnot. Nevýhodou je, ºe s rostoucím momentem síly p·sobícího na kyvadlo
roste i velikost momentu síly p·sobícího na reak£ní kolo, coº pro b¥ºné hodnoty ostatních
parametr· systému zp·sobí vysoké otá£ky motoru.
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3 Fyzický model

Nemalou sou£ástí mé práce bylo i vyrobení funk£ního fyzického modelu. P°i jeho návrhu
a stavb¥ jsem up°ednost¬oval prost°edky a sou£ástky dostupné p°ímo na kated°e °ídicí tech-
niky. Motivací bylo sníºení náklad· a vyuºití komponent, jejichº funk£nost byla jiº ov¥°ena
na jiných projektech.

Model jsem se snaºil vyrobit v relativn¥ snadno p°enosné podob¥, jednak pro mé pohodlí
b¥hem psaní této práce, ale i do budoucna pro snaz²í práci s ním. Kyvadlo se proto dá
z modelu snadno odmontovat a rozloºený model se vejde do men²ího kufru.

Pot°ebné soubory a dokumentace k modelu jsou k nalezení v GitLab repozitá°i. 1

3.1 Mechanická konstrukce

P°esunutí motoru na podloºku vyºaduje sloºit¥j²í konstrukci hlavní osy, kolem které
se otá£í kyvadlo. Ta vznikla sloºením dvou soust°edných os. K vn¥j²í z nich je p°ipevn¥né
kyvadlo, k vnit°ní je na jednom konci p°ipojen motor a na druhém °emenice, která je °emenem
spojená s °emenicí v ose reak£ního kola. Pr·°ez hlavní osy je uveden na obrázku 3.1.

Na p°evod jsem pouºil ozubený °emen GT3 s rozte£í 3mm. B¥hem konstrukce modelu
jsem postupn¥ vyst°ídal vícero sad °emenic, pro které se mírn¥ li²ila výsledná délka ky-
vadla, proto bylo ºádoucí sestavit kyvadlo ze dvou £ástí, které umoº¬ují napínání °emene.
P°evodový pom¥r mezi motorem a osou reak£ního kola jsem nakonec zvolil 2:1, pro který
dochází k d¥lení kroutícího momentu mezi kyvadlo a reak£ní kolo v pom¥ru 1:1. Rozm¥ry
°emenic jsem p°evzal ze stránky [4].

Enkodér pro m¥°ení úhlu nato£ení motoru θM je umíst¥n p°ímo v ose motoru. M¥°ení úhlu
nato£ení kyvadla θP jsem realizoval pomocí bo£ní osy. Ta je s osou kyvadla spojena °emenem
GT2 s rozte£í 2mm. Z prostovových d·vod· je i mezi hlavní a vedlej²í osou p°evodový pom¥r
2:1. Díky tomu mohou být osy blíº u sebe, ale p°evod je t°eba zohlednit p°i zpracování dat
z enkodéru.

V¥t²ina mechanických díl· je vyti²t¥na na 3D tiskárn¥ a k jejich navrºení jsem pouºil
program Autodesk Fusion 360. Hlavní osu jsem p°evzal z jiº zru²eného studentského projektu
Doggo, na osu reak£ního kola a vedlej²í osu jsem pouºil ocelové kolíky. Reak£ní kolo tvarem
p°ipomíná prstenec, který má p°i stejné hmotnosti vy²²í moment setrva£nosti. Pro zvý²ení
jeho momentu setrva£nosti je po jeho obvodu je²t¥ navíc rozmíst¥no 9 ²roub·. Pro jejich
snaz²í p°ipojení má reak£ní kolo tvar polygonu. Podloºka modelu je vyrobena z p°ekliºky.

1
<https://gitlab.fel.cvut.cz/aa4cc/reaction-wheel-pendulum>
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KAPITOLA 3. FYZICKÝ MODEL

Obrázek 3.1: Pr·°ez hlavní osy

K za�xování modelu ke stolu zatím pouºívám ztuºidlo. 3D model mechanické konstrukce je
na obrázku 3.2.

Po mechanické stránce je model pro ú£ely experiment· v mé práci pln¥ dosta£ující. Pro
dlouhodob¥j²í vyuºití nap°. jako platformy pro výuku automatického °ízení by bylo vhodné
je²t¥ provést n¥kolik úprav. Motor nyní p°i otá£ení vykazuje mírné vyosení, proto bude je²t¥
t°eba navrhnout jeho p°esn¥j²í p°ipojení k ose. Dále plánuji zvý²it symetrii reak£ního kola,
podep°ít bo£ní osu enkodéru z obou stran a celkov¥ navrhnout robustn¥j²í konstrukci modelu.

3.2 Elektronika

ODrive V3.6

K °ízení celého modelu jsem pouºil desku ODrive V3.6. Jedná se o dvoukanálový 3-F
kontrolér umoº¬ující °ízení bezkartá£ových DC motor· na moment síly. Díky tomu jsem
mohl jako vstup do systému pouºít p°ímo moment síly motoru τ a nemusel jsem zahrnout
do matematického modelu dynamiku elektrické £ásti motoru.

Dal²í výhodou je moºnost p°ipojení dvou motor· s enkodéry. Na druhý port je tedy
p°ipojen samotný enkodér pro m¥°ení úhlu nato£ení kyvadla θP, který by jinak vyºadoval
vlastní elektroniku pro komunikaci s po£íta£em.

K desce je p°ipojen 2Ω brzdný rezistor a deska je napájena zdrojem 24V. K nastavení
desky jsem pouºil aplikaci ODrivetool. Dokumentace k ODrive a pot°ebné návody jsou
k nalezení v dokumentaci ODriverobotics [5].

Motor MN5212

K °ízení kyvadla jsem pouºil bezkartá£ový DC motor MN5212, který uº by mohl být
svým rozm¥rem a hmotností 205 g v klasické kon�guraci úlohy problematickým. Pro srovnání
pouºité kyvadlo váºí 135 g a pouºité reak£ní kolo váºí 365 g. Konstanta motoru KV je 340,
jeho maximální výkon je 840W a maximální povolený proud motorem je 35A. Údaje o mo-
toru jsem p°evzal ze stránky výrobce T-MOTOR [6].
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3.2. ELEKTRONIKA

(a) Pohled zep°edu (b) Pohled z boku

Obrázek 3.2: 3D model konstrukce systému

Enkodér AS5047D

K m¥°ení obou úhl· vychýlení jsem pouºil enkodér AS5047D. Jedná se o magnetický sen-
zor polohy vyuºívající Hallova jevu. Pracuje s rozli²ením 2000 krok· na oto£ku a podporuje
tzv. index signál. V obou p°ípadech pouºívám senzor v inkrementálním módu, kdy senzor
komunikuje s ODrive pomocí ABI rozhraní. Data ze senzoru jsou v celých otá£kách, proto
je nutné je p°edzpracovat. Datasheet k enkodéru je k nalezení nap°. zde [7].

Enkodér v ose motoru je automaticky zkalibrován spolu s motorem. U enkodéru ve vedle-
j²í ose není p°ipojen motor, proto se p°i jeho kalibraci musí ru£n¥ oto£it kyvadlem o jednu
otá£ku. Z tohoto d·vodu bude pravd¥podobn¥ do budoucna lep²í tento enkodér pouºívat
v absolutním módu, který s ODrive komunikuje p°es rozhraní SPI a který nevyºaduje opako-
vanou kalibraci.

Komunikace

Komunikace mezi ODrive a po£íta£em je moºná více zp·soby. K nastavení ODrive jsem
pouºil sériovou komunikaci po USB, k dal²í komunikaci jiº pouºívám prost°edí Simulink
a sb¥rnici CAN.

Komunikace pomocí CAN protokolu je realizována p°es Kvaser Leaf Light v2. Baudrate
je nastaven na 1000 kbps. K propojení jsem pouºil p°edp°ipravenou knihovnu a DBC File
z diplomové práce Marka Be£ky [8], která vyuºívá Vehicle Network Toolbox.

13



KAPITOLA 3. FYZICKÝ MODEL

Obrázek 3.3: Fyzický model kyvadla s reak£ním kolem

3.3 Identi�kace

Jelikoº je v¥t²ina komponent vyti²t¥na na 3D tiskárn¥, mám k dispozici i p°edkreslený
model v aplikaci Autodesk Fusion 360, který umoº¬uje numerický výpo£et moment· setr-
va£nosti JP, JW a JM a vzdáleností t¥ºi²´ od osy motoru lP a lW. Hmotnost kyvadla mP

a reak£ního kola mW jsem zm¥°il. Velikost tíhového zrychlení g je obecn¥ známá hod-
nota a p°evodový pom¥r i jsem si zvolil p°i konstrukci fyzického modelu. Ur£ené hodnoty
parametr· jsem je²t¥ ru£n¥ doladil p°i ur£ování jednotlivých koe�cient· t°ení.

K ur£ení koe�cient· t°ení jsem pouºil odezvy jednotlivých podsystém· na nulový vstup
a nenulové po£áte£ní podmínky. Za£al jsem u samotného kyvadla a postupn¥ p°idával dal²í
komponenty, které do systému zaná²í nové zdroje t°ení. U v²ech podsystém· musel být motor
úpln¥ odpojený, jelikoº by p°i nulovém vstupu v systému �gurovalo i t°ení uvnit° motoru,
které vzhledem k p°ímému °ízení vstupního momentu není zahrnuto v matematickém modelu.
V²echna uvedená porovnání simulace se zm¥°enými daty jsou v·£i dataset·m, které nebyly
pouºity k identi�kaci. Výsledné hodnoty parametr· jsou uvedeny v tabulce 3.1.

Odpojením °emene, reak£ního kola a osy motoru se systém zjednodu²í na jednoduché
kyvadlo s osou kyvadla, které je tlumené pouze t°ením ve vn¥j²ích loºiscích hlavní osy a které
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lze popsat diferenciální rovnicí

JPθ̈P −mlg sin θP = −bPθ̇P. (3.1)

Odtud lze ur£it koe�cient t°ení bP. Ov¥°ení identi�kace je uvedeno na obrázku 3.4a.
P°idáním vnit°ní osy a jejím za�xováním v·£i podloºce se pohyb kyvadla pouze více

ztlumí p·sobením t°ecí síly ve vnit°ních loºiscích hlavní osy. V diferenciální rovnici pouze
p°ibyde nový £len

JPθ̈P −mlg sin θP = −bPθ̇P − bMθ̇P. (3.2)

Porovnáním odezev ur£ím velikost koe�cientu t°ení bM. Ov¥°ení identi�kace je uvedeno na
obrázku 3.4b.
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(b) koe�cient t°ení bM

Obrázek 3.4: Identi�kace koe�cient· t°ení bP a bM

Identi�kace koe�cient· t°ení v loºiscích v ose reak£ního kola bW a °emene bB je t¥ºko
realizovatelná, protoºe s odpojeným motorem nelze m¥°it úhel motoru a v závislosti pouze
na úhlu kyvadla nelze ob¥ t°ení rozli²it. Systém s reak£ním kolem bez p°ipojeného °emene
sice obsahuje jen t°ení v ose reak£ního kola, ale v praxi je pohyb kyvadla p°íli² odli²ný a úhel
kola nelze zm¥°it. Proto se mi koe�cient bW nepoda°ilo identi�kovat dostate£n¥ p°esn¥.

Z tohoto d·vodu jsem se rozhodl koe�cienty t°ení bW a bB slou£it do jednoho. Jelikoº
jsou ob¥ t°ecí síly závislé na stejném rozdílu rychlostí

FW = bWi2(−θ̇P + θ̇M), (3.3)

FB = bB(−θ̇P + θ̇M), (3.4)

m·ºu koe�cienty nahradit koe�cientem t°ení

bWB = bWi2 + bB (3.5)

a k identi�kaci pouºít odezvu celého systému na nenulové po£áte£ní podmínky. Mírnou
nevýhodou je závislost daného koe�cientu na p°evodovém pom¥ru. Za�xování osy motoru
popis zjednodu²í na(

J + JW(1− i)2
)
θ̈P −mlg sin θP = −(bP + bM + bWB)θ̇P. (3.6)

Ur£ím velikost koe�cientu t°ení °emene bWB. Ov¥°ení identi�kace je uvedeno na obrázku 3.5.
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Obrázek 3.5: Identi�kace koe�cientu t°ení bB

JP 0,0015 kgm2

JW 0,0009 kgm2

JM 0.000025 kgm2

mP 0,135 kg

mW 0,365 kg

lP 0,074 m

lW 0,2025 m

bP 0,00175 kgm2 rad s−1

bM 0,00075 kgm2 rad s−1

bWB 0,004 kgm2 rad s−1

g 9,81 ms−2

i 2

Tabulka 3.1: Hodnoty parametr· modelu

3.3.1 Ov¥°ení identi�kace

Správnost identi�kace jsem je²t¥ ov¥°il porovnáním simulace a odezev systému na dva
r·zné periodické vstupy

τ1 = 0,1 sin(2πt), (3.7)

τ2 = 0,2 sin(3πt). (3.8)

Jako metriku pro ov¥°ení správnosti modelu jsem pouºil normovaný RMSE

e =

√
1
n

∑n
i=1 |θa,i − θf,i|2

max θa −min θa
, (3.9)

kde n je délka datasetu, θa je vektor zm¥°ených hodnot a θf je vektor odsimulovaných hodnot.
Odezvy jsou uvedeny na obrázku 3.6.
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Normovaný RMSE jednotlivých pr·b¥h· je

e1P = 4,41%, (3.10)

e1M = 30,67%, (3.11)

e2P = 6,48%, (3.12)

e2M = 15,99%. (3.13)
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(b) vstup 0,2 sin(3πt)

Obrázek 3.6: Odezvy na periodický vstup

Z hodnot normovaného RMSE i zobrazených graf· je z°ejmé, ºe simulace velmi dob°e
odpovídá v p°ípad¥ úhlu kyvadla θP, ale v p°ípad¥ úhlu motoru θM se mírn¥ li²í. Moºnou
p°í£inou m·ºe být nenulové statické t°ení v modelu, díky kterému p°i roztá£ení kyvadla
dochází k nemodelovanému p°echodovému jevu. Z graf· je z°ejmé, ºe po ur£ité dob¥ za£ne
simulace odpovídat oscilacím reálného modelu, jen jsou posunuté o konstantní o�set. Tímto
nesouladem se jiº dále nezabývám, jelikoº je cílem práce °ídit úhel kyvadla θP, pro který je
matematický popis dosta£ující a dynamika pohybu kyvadla je invariantní na absolutní úhel
nato£ení reak£ního kola.
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4 Návrh °ízení

Návrh °ízení se skládá ze t°ech £ástí. Stabilizace kyvadla ve vzp°ímené poloze, vy²vihnutí
kyvadla do vzp°ímené polohy a p°epínání mezi regulátory.

4.1 Stabilizace kyvadla ve vzp°ímené poloze

4.1.1 Stavový popis

Ke stabilizaci kyvadla ve vzp°ímené poloze lze pouºít lineární regulátor. K jeho navrºení
je nutné pouºít linearizovaný matematický model. Pracovní bod OP volím ve vzp°ímené
poloze kyvadla, coº odpovídá nulovým výchylkám obou úhl·, nulovým úhlovým rychlostem
a nulovému vstupu

OP = [θP0, θM0, θ̇P0, θ̇M0, τ0] = [0, 0, 0, 0, 0]. (4.1)

Jedinou nelinearitou v diferenciálních rovnicích 2.34 a 2.35 je funkce sin θP v gravita£ním
£lenu. V okolí pracovního bodu OP lze funkci sin aproximovat jako

sin θP ≈ θP. (4.2)

Stavové rovnice pak mají tvar

ẋ = Ax+Bτ, (4.3)

y = Cx+Dτ, (4.4)

kde x je vektor stav·
x = [θP, θM, θ̇P, θ̇M]T, (4.5)

y je výstup systému a matice systému jsou

A =


0 0 1 0
0 0 0 1

(JM + JWi2)mlg

J2
ω

0
−(JM + JWi)b− (JM + JWi2)bP

J2
ω

(JM + JWi)b

J2
ω

JWi(i− 1)mlg

J2
ω

0
Jb+ JW(b+ bPi)(1− i)

J2
ω

−(J + JW(1− i))b

J2
ω

 ,

19



KAPITOLA 4. NÁVRH �ÍZENÍ

B =


0
0

JWi(i− 1)

J2
ω

J + JW(i− 1)2

J2
ω

 , C =
[
1 0 0 0

]
a D = 0, (4.6)

kde
J2
ω = J(JM + JWi2) + JMJW(1− i)2. (4.7)

V²echny stavy systému jsou °iditelné, jelikoº je matice °iditelnosti

C =
[
B AB A2B A3B

]
(4.8)

regulární. Vzhledem k jejímu rozm¥ru ji zde neuvádím.

4.1.2 PD regulátor

Ke stabilizaci kyvadla jsem pouºil PD regulátor s �ltrovanou deriva£ní sloºkou

C(s) = kP + kD
Ns

s+N
, (4.9)

kde kP, kD a N jsou parametry regulátoru. Výsledné konstanty regulátoru jsou

kP = 6, (4.10)

kD = 1, (4.11)

N = 100. (4.12)

4.2 Vy²vihnutí do okolí vzp°ímené polohy

K vy²vihnutí kyvadla do okolí vzp°ímené polohy je nutné pouºít regulátor nelineární. Já
jsem zvolil tzv. Energy shaping, který se k dosaºení nestabilních ekvilibrií b¥ºn¥ pouºívá.
Tento regulátor dokáºe kyvadlo dostat na orbitu odpovídající zvolené energii, která m·ºe pro
správn¥ zvolenou energii procházet vzp°ímenou polohou. Tento regulátor tedy dokáºe kyvadlo
vy²vihnout do okolí vzp°ímené polohy, ale nedokáºe jej ve vzp°ímené poloze stabilizovat.
Proto musí být ve vzp°ímené poloze nahrazen stabiliza£ním regulátorem. Návrhem Energy
shaping regulátoru pro jednoduché podaktuované systémy se zabývá Block, Åström a Spong
v knize [2] a Tedrake ve výukových materiálech p°edm¥tu Underactuated [9].

4.2.1 Zp¥tnovazební linearizace

Postup zp¥tnovazební linearizace jsem p°evzal z [9]. Diferenciální rovnice lze získat dosa-
zením do obecného vztahu, ale vzhledem k jednoduchosti systému to není nutné. Systém má
dv¥ zobecn¥né sou°adnice

q1 = θP, (4.13)

q2 = θM, (4.14)
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kdy úhel motoru je aktuovaný a úhel kyvadla aktuovaný není. Je nutné vstup do systému
nastavit tak, aby na n¥m zrychlení θ̈M záviselo lineárn¥. Hledaný vstup lze vyjád°it z dife-
renciální rovnice 2.35

τ =
JWi(1− i)mlg

J + JW(i− 1)2
sin θP − Jb+ JW(b+ bPi)(1− i)

J + JW(i− 1)2
θ̇P +

(J + JW(1− i))b

J + JW(i− 1)2
θ̇M+

+
J2
ω

J + JW(i− 1)2
u, (4.15)

kde u je výstup regulátoru. Díky tomu se diferenciální rovnice systému zjednodu²í na

(J + JW(i− 1)2)θ̈P = mlg sin θP − (b+ bP)θ̇P + bθ̇M + JWi(i− 1)u, (4.16)

θ̈M = u. (4.17)

4.2.2 Energy shaping regulátor

De�nice Lyapunovské stability podle [9] je následující. Systém ẋ = f(x), kde f je spojitá
funkce, je Lyapunovsky stabilní v po£átku x = 0, pokud pro n¥j m·ºeme nalézt skalární
spojit¥ diferencovatelnou funkci V (x), která na okolí po£átku D spl¬uje

V (x) > 0,∀x ∈ D \ {x0} aV (x0) = 0, (4.18)

V̇ (x) ≤ 0,∀x ∈ D \ {x0} a V̇ (x0) = 0. (4.19)

Kyvadlo chci stabilizovat ve vzp°ímené poloze s nulovou úhlovou rychlostí

θdP = 2kπ, k ∈ R (4.20)

θ̇dP = 0. (4.21)

Hledám tedy regulátor, pro který bude vhodn¥ zvolená Lyapunovská funkce V spl¬ovat
podmínky 4.18 a 4.19. Dle [2] volím Lyapunovskou funkci

V =
1

2
Ẽ2 =

1

2
(E − Ed)2, (4.22)

kde E je energie kyvadla

E =
1

2
(J + JW(i− 1)2)θ̇2P +mlg cos θP (4.23)

a Ed je energie kyvadla ve vzp°ímené poloze

Ed = mlg. (4.24)

Je zjevné, ºe pro vzp°ímenou polohu kyvadla zvolená funkce V spl¬uje podmínku 4.18.
�asová derivace energie kyvadla je

Ė = θ̇P
(
J + JW(i− 1)2

)
θ̈P − θ̇Pmlg sin θP = JWi(i− 1)uθ̇P, (4.25)
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kde jsem za (J + JW(i − 1)2)θ̈P dosadil z rovnice 4.16 a zanedbal t°ení v systému. �asová
derivace funkce V je pak

V̇ = Ẽ ˙̃E = ẼĖ = JWi(i− 1)uθ̇PẼ. (4.26)

Aby Lyapunovská funkce V spl¬ovala podmínku 4.19, musí platit

V̇ = JWi(i− 1)uθ̇PẼ ≤ 0. (4.27)

Vhodným regulátorem podle [9] je

u = −ke(i− 1)θ̇PẼ, (4.28)

kde ke je konstanta regulátoru.

Regulátor funguje pro libovolný po£áte£ní stav systému krom¥ dolní rovnováºné polohy
s nulovou okamºitou úhlovou rychlostí kyvadla

θP = (2k + 1)π, k ∈ R (4.29)

θ̇P = 0. (4.30)

V t¥chto stavech jsou výstup regulátoru i p·sobení gravitace na kyvadlo nulové a systém
nemá d·vod se rozpohybovat. Z tohoto d·vodu je nutné po spu²t¥ní °ízení kyvadlo mírn¥
vychýlit vn¥j²ím zásahem.

V simulaci 4.1 pro po£áte£ní vychýlení 0,1 rad kyvadlo dosáhne orbity, která je vid¥t na
fázovém portrétu kyvadla 4.1b, v £ase 3 s. Nejmen²í vzdálenost od vzp°ímené polohy je

|θP − θdP| = 0,50 rad. (4.31)
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Obrázek 4.1: Simulace vy²vihnutí kyvadla do okolí vzp°ímené polohy pro ke = 0,085
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4.2.3 Kompenzace t°ení

Dle simulace kyvadlo nedosahuje vzp°ímené polohy. P°í£inou je t°ení v systému, které
jsem zanedbal p°i návrhu regulátoru. Pro kompenzaci tohoto t°ení, tedy p°i výpo£tu £asové
derivace energie kyvadla, nezanedbám t°ení spojené s pohybem kyvadla (b+ bP)θ̇P, £ili

Ė =
(
JWi(i− 1)u− (b+ bP )θ̇P

)
θ̇P (4.32)

a
V̇ =

((
JWi(i− 1)u− (b+ bP)θ̇P

)
θ̇P

)
Ẽ. (4.33)

Regulátor kompenzující t°ení v systému má tedy tvar

u = −ke(i− 1)θ̇PẼ + kb
b+ bP

JWi(i− 1)
θ̇P, (4.34)

kde kb je konstanta regulátoru. [9]
Ze simulace 4.2 je z°ejmé, ºe orbita kyvadla se jiº blíºí orbit¥

E = Ed (4.35)

a nejmen²í vzdálenost od vzp°ímené polohy je

|θP − θdP| = 0,015 rad. (4.36)

Není nutné, aby se kyvadlo dostalo p°ímo do vzp°ímené polohy, protoºe jiº p°ed jejím
dosaºením bude regulátor nahrazen stabiliza£ním PD regulátorem. �as dosaºení orbity kom-
penzace t°ení neovliv¬uje. Výsledné konstanty regulátoru jsou

ke = 0,085, (4.37)

kb = 0,0021. (4.38)

4.2.4 �ízení polohy a otá£ek motoru

V literatu°e [2] a [9] jsou do regulátoru p°idávány i £leny pro °ízení aktuovaných £ástí
systému, v mém p°ípad¥ úhlu motoru a úhlové rychlosti motoru. Regulátor má pak tvar

u = −ke(i− 1)θ̇PẼ + kB
b+ bP

JWi(i− 1)
θ̇P − kpθM − kdθ̇M. (4.39)

Proporcionální £len, který zamezí vzdálení aktuované zobecn¥né polohy od pracovního
bodu, m·ºe být uºite£ný nap°. u vozíku s inverzním kyvadlem, který je typicky prostorov¥
omezený. V mém p°ípad¥ na velikosti nato£ení motoru nezáleºí. Proto jsem proporcionální
£len v regulátoru nepouºil.

P°idání deriva£ního £lenu pomáhá omezit otá£ky motoru. Dle simulace ale nedochází
k p°íli² vysokým otá£kám, které by namáhaly konstrukci modelu. Deriva£ní £len by navíc
omezoval i moment síly p·sobící na kyvadlo, coº by op¥t zvý²ilo minimální odchylku kyvadla
od vzp°ímené polohy. Proto jsem do regulátoru nep°idal ani deriva£ní £len.
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Obrázek 4.2: Simulace vy²vihnutí kyvadla do okolí vzp°ímené polohy pro ke = 0,085, kb =
0,0021

4.3 P°epínání regulátor·

K p°epínání dochází v závislosti na úhlu vychýlení kyvadla. Pokud se kyvadlo nachází
na zvoleném okolí vzp°ímené polohy

|θP| < ϵ, (4.40)

je kyvadlo stabilizované pomocí PD regulátoru. Pokud se kyvadlo nachází mimo zvolené okolí,
°ídí pohyb kyvadla Energy shaping. Podmínkami pro volbu ϵ je schopnost PD regulátoru na
celém okolí vzp°ímené polohy kyvadlo stabilizovat a schopnost Energy shaping regulátoru
kyvadlo do zvoleného okolí vzp°ímené polohy vy²vihnout.

Maximální limit proudu motoru je

Imax = 35A. (4.41)

To odpovídá momentu síly motoru

τmax =
8,27

KV
Imax

.
= 0,85Nm, (4.42)

kde KV je konstanta motoru. [5] Z nerovnice 2.42 ur£ím maximální úhel kyvadla, p°i kterém
motor je²t¥ dokáºe kompenzovat p·sobení gravitace

θPmax = arcsin

(
1− i

imlg
τmax

)
.
= 0,54 rad. (4.43)

Velikost tohoto úhlu se vztahuje k nulové okamºité rychlosti kyvadla. P°i nenulové rychlo-
sti kyvadla se jeho hodnota bude li²it. P°i vy²vihnutí kyvadla bude jeho hodnota vy²²í,
protoºe se kyvadlo bude jiº pohybovat ve sm¥ru do vzp°ímené polohy, naopak p°i vychýlení
kyvadla bude jeho hodnota niº²í, protoºe se kyvadlo bude pohybovat v opa£ném sm¥ru.
Proto je tato hodnota pouze orienta£ní. Motor tedy teoreticky dokáºe stabilizovat kyvadlo
na okolí vzp°ímené polohy

|θP| < 0,54 rad. (4.44)
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Navrºený energy shaping regulátor dokáºe dle simulace kyvadlo °ídit mimo okolí vzp°ímené
polohy

|θP| < 0,015 rad. (4.45)

Parametr ϵ tedy m·ºe nabývat hodnot

ϵ ∈ (0,015; 0,54) rad. (4.46)

Pro v¥t²í hodnoty ϵ motorem pote£e zbyte£n¥ velký proud. Pro men²í hodnoty naopak
hrozí p°epnutí regulátor· i pro malé výchylky ze vzp°ímené polohy. Proto volím velikost okolí

ϵ = 0,2 rad, (4.47)

která je dostate£n¥ velká pro stabilizaci men²ích zásah· a p°i které by m¥l téct motorem
proud

I < 13,5A. (4.48)

Podle simulace 4.3 se systém da°í stabilizovat. K p°epnutí regulátor· dojde v £ase 3,16 s
a kyvadlo dosáhne vzp°ímené polohy.
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Obrázek 4.3: Simulace p°epínání regulátor·, okamºik p°epnutí regulátoru je vyzna£en £erve-
nou £arou
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5 Ov¥°ení na fyzickém modelu

Po úsp¥²ném navrºení a otestování regulátor· v simulinku v této kapitole uvádím výsled-
ky experiment· z fyzického modelu. Konstanty regulátor· jsou stejné jako v p°ípad¥ simulací,
pokud není uvedeno jinak. Výsledky odpovídají o£ekávání, v²echny navrºené regulátory jsou
funk£ní i na fyzickém modelu.

5.1 Stabilizace ve vzp°ímené poloze

Je z°ejmé, ºe PD regulátor je k stabilizaci kyvadla dostate£ný. Okolo vzp°ímené polohy
je²t¥ docházelo k £astým oscilacím, proto jsem za regulátor p°idal pásmo necitlivosti

d = (−0,035; 0,035)Nm, (5.1)

které oscilace omezilo.
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Obrázek 5.1: Stabilizace kyvadla ve vzp°ímené poloze pomocí PD regulátoru
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5.2 Vy²vihnutí do okolí vzp°ímené polohy

Vy²vihnutí kyvadla za£alo v £ase 1,5 s po jeho mírném vychýlení z dolní svislé polohy
vn¥j²ím zásahem. Systém dosáhl orbity po 2,65 s, £as ale závisí na po£áte£ním vychýlení
kyvadla. Nejmen²í vzdálenost od vzp°ímené polohy je

|θP − θdP| = 0,15 rad, (5.2)

coº je více neº v p°ípad¥ simulace. T°ení v systému bude nejspí² oproti simulaci mírn¥ vy²²í.
Proto jsem se rozhodl pro p°epínání regulátor· zvý²it kompenzaci t°ení. Konstanty Energy
shaping regulátoru jsou pak

ke = 0,085, (5.3)

kb = 0,0027. (5.4)
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Obrázek 5.2: Vy²vihnutí kyvadla do okolí vzp°ímené polohy
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5.3 P°epínání regulátor·

P°i nov¥ zvolené kompenzaci t°ení jiº kyvadlo mírn¥ p°ekmitává vzp°ímenou polohu.
Díky tomu nemusí motor po p°epnutí do PD regulátoru p·sobit zbyte£n¥ velkým kroutícím
momentem.
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Obrázek 5.3: P°epínání regulátor· p°i vy²vihnutí kyvadla do vzp°ímené polohy

P°i p°íli² velkém vn¥j²ím zásahu kyvadlo opou²tí okolí vzp°ímené polohy a je vy²vihnuto
p°es dolní polohu zp¥t pomocí Energy shaping regulátoru. Pokud je vn¥j²í zásah dostate£n¥
velký, provede kyvadlo pouze jeden kyv a vrátí se do vzp°ímené polohy z druhé strany. Pokud
není, dokon£í kyvadlo celý kmit a do vzp°ímené polohy se vrátí ze stejného sm¥ru, ze kterého
ji opustilo.
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Obrázek 5.4: Návrat kyvadla do vzp°ímené polohy po p°eklopení vn¥j²ím zásahem
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6 Záv¥r

V rámci bakalá°ské práce jsem se zabýval atypickou kon�gurací systému kyvadla s reak£-
ním kolem vyuºívající statický motor a °emenový p°evod. Nalezl jsem jeho matematický
popis, porovnal ho s klasickou kon�gurací systému a diskutoval vliv jednotlivých parametr·
systému na jeho dynamiku. Ukazuje se, ºe volbou p°evodového pom¥ru m·ºeme docílit
r·zného chování systému. Pro p°evody do rychla má moment síly p·sobící na kyvadlo stej-
nou orientaci jako moment síly p·sobící na reak£ní kolo. Pro p°evody do pomala je sm¥r
p·sobení kroutících momen· rozdílný. P°i p°evodovém pom¥ru 1:1 se kyvadlo nedá motorem
p°ímo rozpohybovat, ve²kerá energie motoru se p°enese pouze do reak£ního kola.

S vyuºitím simulací matematického modelu jsem navrhl a otestoval PD regulátor s �l-
trovanou deriva£ní sloºkou ke stabilizaci kyvadla ve vzp°ímené poloze, Energy shaping re-
gulátor k vy²vihnutí kyvadla do okolí vzp°ímené polohy a p°epínání mezi t¥mito regulátory
pomocí vhodn¥ zvolené podmínky úhlu nato£ení kyvadla.

Dále jsem postavil funk£ní fyzický model této kon�gurace a demonstroval na n¥m v²echna
navrºená °ízení. Stabilizace pomocí PD regulátoru fungovala dle o£ekávání. U Energy shap-
ing regulátoru bylo nutné mírn¥ zvý²it kompenzaci t°ení, protoºe dosaºená odchylka od
vzp°ímené polohy byla vy²²í neº v simulaci.

Model je schopen se vy²vihnout z dolní svislé polohy do vzp°ímené, pro malé zásahy se
ve vzp°ímené poloze udrºet a pro v¥t²í zásahy se do vzp°ímené polohy vy²vihnout zp¥t.

K °ízení systému tedy lze pouºít stejné techniky jako v p°ípad¥ tradi£ní kon�gurace.
P°esunutí motoru z volného konce kyvadla na podloºku zjevn¥ p°iná²í oproti klasické úloze
jisté výhody pro °ízení, zejména moºnost dosaºení vy²²ích moment· sil skrze volbu motoru
a p°evodový pom¥r. Nevýhodou je pak vy²²í sloºitost konstrukce systému.

Pro ú£ely experiment· v mé práci je konstrukce modelu pln¥ dosta£ující. Pro dlouhodo-
b¥j²í pouºívání bude vhodné je²t¥ provést jisté úpravy. V mechanické £ásti je t°eba zvý²it
symetrii reak£ního kola, omezit mírné vyosení motoru vhodn¥j²ím p°ipojením k jeho ose,
podep°ít bo£ní osu enkodéru z obou stran a navrhnout robustn¥j²í konstrukci. V elektronické
£ásti bude ºádoucí p°epnout enkodér m¥°ící úhel nato£ení kyvadla do absolutního módu,
který nevyºaduje opakovanou kalibraci, která je bez p°ipojení druhého motoru zbyte£n¥
komplikovaná. To bude vyºadovat pouºití SPI rozhraní mezi enkodérem a ODrive. Za zváºení
stojí i p°idání ochranných prvk· nap°. sv¥telné indikace zapnutí motoru £i moºnost vypnutí
modelu i mimo po£íta£.
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