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Anota
eCílem této bakalá°ské prá
e bylo nastudovat a naprogramovat v systémuMathemati
a spe
iální algoritmy pro opera
e s Toeplizovými mati
emi. To-eplitzova mati
e je mati
e se spe
iální strukturou (konstantní prvky na di-agonálá
h) a proto lze v¥t²inu opera
í s touto mati
í provád¥t efektivn¥ji ar·znými zp·soby. V této prá
i byly konkrétn¥ popsány a naprogramoványr·zné algoritmy pro násobení vektorem, výpo£et determinantu, inverzní ma-ti
e a °e²ení lineární soustavy.
AnnotationThe obje
tive of this ba
helor thesis was to investigate and implement inMathemati
a spe
ial algorithms for operations with Toeplitz matri
es. To-eplitz matri
es have a spe
ial stru
ture (
onstant values along left to rightdiagonals) enabling matrix operations to be 
al
ulated more e�
iently andseveral di�erent ways. This thesis des
ribes and implements various algori-thms for ve
tor multipli
ation, determinant 
al
ulation, inverse matrix 
al-
ulation and linear systems solution.
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Kapitola 1Motiva
eTato prá
e se zabývá °e²ením vybraný
h opera
í s mati
emi Toeplitzova typu.Jedná se o mati
e se spe
iální strukturu, kterou lze vyuºít pro návrh ry
h-lej²í
h a mén¥ pam¥´ov¥ náro£ný
h algoritm·.Jedna ze základní
h úloh je výpo£et lineární soustavy rovni
 s Toeplit-zovu mati
í. Tato úloha se vyskytuje v mnoha prakti
ký
h aplika
í
h jakoidenti�ka
e, lineární predik
e, zpra
ování signál·, spektrální analýza, samo-opravné kódy a dal²í. V matemati
ké teorii se °e²ení této soustavy uplat¬ujep°i výpo£tu Pádeho aproxima
e.�e²ení lineární soustavy rovni
 s Hankelovou mati
í, kterou lze snadnop°evést na Toeplitzovu mati
i (viz. úvodní kapitola), se vyskytuje v úloze op-timálního PWM problému [Kujan et al., 2010℄, který je studován na kated°e°ídi
í te
hniky zadavatelem této prá
e a práv¥ efektivní metody °e²ení jsouintenzivn¥ zkoumány.Výpo£etní náro£nost °e²ení lineární soustavy rovni
 s obe
nou mati
í je
n3. Pro systém s Toeplitzovu mati
í byly navrºeny ry
hlé algoritmy se sloºi-tostí n2. Konkrétn¥ se jedná o Levinson·v algoritmus a jeho modi�ka
e. Tentoalgoritmus je zaloºen na vyuºití spe
iální struktury. Pro °e²ení lineární sou-stavy s Toeplitzovou mati
í byly dokon
e navrºeny super ry
hlé algoritmyse sloºitostí n log2 n. Tyto algoritmy jsou zaloºeny na ry
hlém výpo£tu nej-v¥t²ího spole£ného d¥litele dvou polynom· [Brent et al., 1980, Bini and Pan,1994℄ (spe
iální Eukleid·v algoritmus) nebo modi�kovaném algoritmu provýpo£et autoregresivního �ltru [Blahut, 2010℄ (Berlekamp-Massay algorit-mus, téº pouºívaný pro bezpe£nostní kódování). V obou p°ípade
h se jednáo velmi komplikované algoritmy.
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Kapitola 2ÚvodV této kapitole je uvedena de�ni
e Toeplitzovy mati
e a mati
e jí velmipodobné, konkrétn¥ Hankelova mati
e. Jedná se o druhou mati
i, která se£asto pouºívá, a kterou lze p°evést práv¥ na mati
i Toeplitzovu.2.1 Toeplitzovy mati
eDe�ni
e 2.1 Teoplitzova mati
e je libovolná strukturováná mati
e, kterámá konstnantí hodnoty podél hlavní diagonály. ◮P°íklad 2.1. P°íklad Toeplitzovy mati
e








a b c
d a b
e d a
f e d









.Díky konstantnosti hodnot na diagonále lze 
elou mati
i o rozm¥re
h
m × n zadat jen m + n − 1 hodnotami. P°i výpo£te
h nej£ast¥ji pra
ujemese £tver
ovou mati
í rozm¥ru n× n a zapisujeme ji ve tvaru
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.Tuto Toeplitzovu mati
i lze reprezentovat vektoremt = [tn−2, tn−1, . . . , t−1, t0, t1, . . . , tn−1, tn−2].3



Hankelovy mati
eDe�ni
e 2.2 Hankelova mati
e je mati
e, která má konstantní hodnoty po-dél vedlej²í diagonály. ◮P°íklad 2.2. P°íklad Hankelovy mati
e








c b a
b a d
a d e
d e f









.Hankelova mati
e se od Toeplitzovy mati
e li²í jen ve sm¥ru diagonály, vjakém jsou konstantní hodnoty.P°evod mezi Hankelovou a Toeplitzovou mati
íDe�ni
e 2.3 Re�exní mati
e je £tver
ová mati
e, která má prvky na ved-lej²í diagonále rovny jedné, ostatní jsou nulové. ◮P°íklad 2.3. P°íklad re�exní mati
e rozm¥ru 3× 3




0 0 1
0 1 0
1 0 0



 . (2.1)Re�exní mati
e má následují
í vlastnostiJ = J−1 (2.2)a J = JT . (2.3)Tedy re�exní mati
e je sama sob¥ inverzí a symetri
ká. Dále re�exní mati
eobra
í po°adí prvk· ve vektoruJ ·

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)

. (2.4)Tvrzení 2.1. Toeplitzova mati
e je je persymmetri
ká
EkTk = T T

k Ek. (2.5)4



D·kaz tohoto tvrzení je následují
í.D·kaz:
EkTk =
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Ek = T T
k Ek.

2Pro inverzi platí
EkT

−1
k = T−T

k Ek. (2.6)Díky t¥mto vlastnostem, m·ºeme p°evád¥t mezi Toeplitzovou a Hankelo-vou mati
í. N¥které vlastnosti vyuºijeme i v algoritme
h uvedený
h dále.Tvrzení 2.2. M¥jme Hankelovu mati
i H, Toeplitzovu mati
i T a re�exnímati
i J. Poté platí následují
í tvrzeníT = HJ,H = TJ,T = JH,H = JT.D·kaz: M¥jme T = HJ, dosadíme za mati
i H = TJ, £ímº dostanemeT = TJJ. Díky rovnosti J = J−1 dostaneme T = T.D·kaz druhého tvrzení je obdobný. 2Poznámka 2.1. P°i p°evodu mati
 musíme pamatovat na to z jaké stranyjsme násobili Hankelovu/Toeplitzovu mati
i. Pokud by jsme na to zapomn¥lia násobili jí z druhé strany rovnost by neplatila. �5



V následují
í
h kapitolá
h rozebereme r·zné algoritmy, které vyuºívajíToeplitzovy mati
e. Pomo
í polynom· ukáºeme ry
hlé násobení Toeplitzovymati
e vektorem. Dále ukáºeme ry
hlý výpo£et determinantu. Budeme setaké v¥novat výpo£tu inverzní mati
e k Toeplitzov¥ mati
i a nakone
 probe-reme n¥kolik zp·sob· °e²ení soustavy lineární
h rovni
.
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Kapitola 3Násobení Toeplitzovy mati
evektoremV této kapitole popí²eme ry
hlý algoritmus pro násobení Toeplitzovy mati
evektorem. Jeho náro£nost je n log(n). Tento algoritmus je zaloºen na ry
hlémnásobení polynom· [Pan, 2001, kap. 2.4℄.Pokud si postup pro násobení polynom· rozepí²eme pomo
í mati
, do-staneme násobení mati
e vektorem. Tato mati
e bude Toeplitzova. Postuppro násobení polynom· je jednodu
hý, kaºdý koe�
ient levého polynomunásobíme kaºdým koe�
ientem pravého polynomu. Vektor tvo°í koe�
ientypravého polynomu. Mati
i vytvo°íme z koe�
ient· levého polynomu. Po£etsloup
· mati
e je dán stupn¥m výsledného polynomu, jeº se rovná sou£tustup¬· obou polynom·. Do prvního sloup
e mati
e napí²eme koe�
ientypolynomu pod sebe a spodek doplníme nulami. Do druhého sloup
e napí-²eme také koe�
ienty levého polynomu, ale posuneme je o jeden °ádek dol·a do prázdného místa napí²eme nulu. Po zapsání v²e
h sloup
· by v prvnímsloup
i m¥li být koe�
ienty polynomu naho°e a v posledním sloup
i dole.Poznamenejme, ºe tato mati
e se nazývá Sylvesterova mati
e.P°íklad 3.1. Zde je rozepsáno násobení dvou polynom· standardním i ma-ti
ovým zápisem
(a1x + a0) · (b1x + b0) = a1b1x

2 + (a1b0 + a0b1) x + a0b0,





a1 0
a0 a1

0 a0



 ·
(

b1

b0

)

=





a1b1 (x2)
a0b1 + a1b0 (x)

a0b0 (1)



 .Po£ítejme tedy rovni
i w = Uv, kde U je Sylvesterova mati
e (spe
iálníToplitzova mati
e - nuly v rozí
h), jejíº vytvo°ení jsme popsali vý²e, a w, v7



jsou vektory
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








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. (3.1)
Tato rovni
e je ekvivalentní násobení polynom·, jak jsme si jiº ukázali.Pravému polynomu odpovívá vektor v a druhému Sylvesterova mati
e. Tentomati
o
ý zápis lze vyuºít k výraznému ury
hlení násobení dvou polynom·,resp. násobení Toeplitzovy mati
e a vektoru.Sylvesterova mati
e v rovni
i (3.1) je spe
iální Toeplitzova mati
e, protoºemá nuly v rozí
h. St°ed této mati
e od (n + 1) aº po (2n + 1) °ádek jev²ak obe
ná Toeplitzova mati
e. Díky tomu lze tento algoritmus vhodnýmroz²í°ením pouºít pro jakoukoli mati
i.Tedy náspobení dvou polynom· je ekvivalentní násobení Toeplitzovy ma-ti
e vektorem. Tedy pokud umíme efektivn¥ násobit dva polynomy, pakumíme i efektivn¥ násobit Toeplizovu mati
i vektorem. Jeden efektivní al-goritmus pro násobení dvou polynom· je uveden v následují
í kapitole.3.1 Násobení polynom·Z teorie o polynome
h známe ry
hlé metody pro opera
e s t¥mito objekty.M¥jme polynomy u a v o stupní
h m a n a spo£t¥me výsledný polynom

p vzniklý jeji
h pronásobením. DFTN a iDFTN zna£í diskrétní fourierovutransforma
i a inverzní transforma
i délky N . Volné místo doplníme nulami.Tento ry
hlý algoritmus m·ºe být pouºit pro výpo£et násobku n¥kolikapolynom·, nebo pro násobení polynom· s ví
e prom¥nnými. V tom p°ípad¥v²ak nemá ºádný vztah s Toeplitzovými mati
emi a p°epsání tohoto násobenído mati
ové rovni
e vede k obe
ným mati
ím.Polynom stupn¥ n, je pevn¥ ur£en hodnotami v n+1 bode
h, [Ol²ák, 2008,v¥ta 11.11℄. Pokud 
h
eme spo£ítat hodnotu výsledného polynomu v n¥jakém8



bod¥, m·ºeme tuto hodnotu spo£íst výpo£tem hodnot obou polynom· vdaném bod¥ a jeji
h pronásobením. Tedy p(x) = u(x)v(x). Pro p°esné ur£enívýsledného polynomu tedy musíme spo£ítat hodnoty v m + n + 1 bode
h.Na Diskrétní Fourierovu transforma
i se lze dívat jako na výpo£et hod-noty polynomu v bode
h na jednotkové kruºni
i, kde koe�
ienty polynomujsou transformované hodnoty. Jeden £len transforma
e se vypo£ítá takto
D(n) =

N−1
∑

k=0

d(k)e(in2π/N)k =

N−1
∑

k=0

d(k)ωk, ω = ein2π/N .Jedná se tedy o výpo£et polynomu v konkrétním bod¥.Na výpo£et diskrétní Fourierovy transforma
e m·ºeme také hled¥t jakona výpo£et mati
ové rovni
e P = Ωp, kde p a P jsou vektory obsahují
ítransformované a p·vodní hodnoty a Ω je transforma£ní mati
e de�novanájako
Ω =

1√
N

(

e−i2π(k)(l)/N
)

,

N ozna£uje délku vektoru p, k = 0, 1, . . . , n − 1 a l = 0, 1, . . . , m − 1 ozna-£ují pozi
i v mati
i. Invezní Fourierovu transrofma
i m·ºeme po£ítat jakop = Ω−1P, kde Ω−1 je mati
e inverzní k Ω. Díky tomu m·ºeme vypo-£ítat koe�
ienty polynomu z hodnot získaný
h výpo£tem diskrétní Fourie-rovy transforma
e. V p°ed
hozím odstav
i jsme ukázali, ºe diskrétní Fourie-rova transforma
e vypo£ítá hodnoty polynomu v daný
h bode
h, tak in-verzní transforma
e vypo£ítá koe�
ienty tohoto polynomu. Protoºe platí
ΩΩ−1 = E, Ωp = P, Ω−1Ωp = Ω−1P,p = Ω−1P.V tomto algoritmu tedy pomo
í Fourierovy transforma
e vypo£ítámehodnoty obou polynom· v n + 1 bode
h na jednotkové kruºni
i. Výslednéhodnoty v t¥
hto bode
h pronásobíme, £ímº dostaneme hodnoty výslednéhopolynomu. Pomo
í inverzní Fourierovy transrofma
e dostaneme koe�
ientyvýsledného polynomu z jeho hodnot daný
h v n + 1 bode
h.Jedná se tedy o interpola
i polynom· na jednotkové kruºni
i. To odpovídávýpo£tu DFT. Obrá
enému postupu odpovídá IDTF.Práv¥ popsaný algoritmus je shrnut v Algoritmu 1.
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Algoritmus 1 Ry
hlé násobení polynom·Vstup: Vektor koe�
ient· polynom· u a v.Výstup: Vektor koe�
ient· výsledného polynomu p = u · v.1: h = ⌈log2(deg(u) + deg(v) + 1)⌉, N = 2h2: U = DFTN(u), V = DFTN(v)3: Pj = UjVj, j = 0, 1, . . . , N − 14: p = iDFTN(P )
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Kapitola 4Determinant Toeplitzovy mati
eNyní se budeme v¥novat výpo£tu determinantu obe
né Toeplitzovy mati
epomo
í Levinson-Durbinova algoritmu, jehoº po£et opera
í bude O(n2). Proví
e informa
í viz. [Golub and Van Loan, 1996℄.4.1 Levinson-Durbin·v algoritmus pro deter-minantToeplitzovu mati
i si zapí²eme v blokovém zápise
Tk+1 =

(

Tk Jkvk

uT
k Jk t0

)

, (4.1)kde
vk =







t−1

...
t−k






, uk =







t1
...
tk






.

Jk je re�exní mati
e (2.1) o rozm¥ru k × k







0 1

. .
.

1 0






.4.1.1 S
hur·v dopln¥kV tomto algoritmu se vyuºívá pro výpo£et S
hur·v dopln¥k. Pro blokovoumati
i, která je de�nována jako 11



(

A B
C D

)

.Potom S
hur·v dopln¥k pro blok A je de�nován jako
D − CA−1B.Pro determinant S
hurova dopl¬ku platí následují
í tvrzenídet( A B

C D

)

= detA · det(D − CA−1B). (4.2)4.1.2 Rekurzivní výpo£et determinantuAplikováním rovni
e (4.2) na mati
i (4.1) dostanemedetTk+1 = detTk · det(t0 − uT
k JkT

−1
k Jkvk) = detTk · (t0 − vT

k T−1
k uk).Poslední úpravu získáme následným aplikováním vlastností re�exní mati
e

uT
k EkT

−1
k Ekvk

(2.2)
= uT

l T−T
k EkEkvk

(2.6)
= (T−1

k uk)
T vk = vT

k T−1
k uk.Poslední úprava platí protoºe výsledkem je skalár a díky tomu m·ºeme pouºítnásledují
í rovnost

(

T−1
k uv

)

vk =
(

(

T−1
k uk

)T
vk

)T

= vT
k T−1

k uk.Determinant Teoplitzovy mati
e Tn spo£teme rekurzídetT k+1 = detTkαk, k = 1, . . . , n− 1,kde
αk = t0 − vT

k T−1
k uk. (4.3)Budeme rekurzivn¥ po£ítat determinanty mati
, dostanemepro k = 1, 2, 3, . . . , n− 1

det T1 = det
(

t0
)

= t0,

det T2 = det T1α1 = t0(t0 − vT
1 T−1

1 u1) = t0(t0 − t−1t
−1
0 t1),

det T3 = det T2α2 = det T2(t0 − vT
1 T−1

1 u2)

= t0
(

t0 − t−1t
−1
0 t1

)

(

t0 −
(

t−1 t−2

)

(

t0 t−1

t1 t0

)

−1(
t1
t2

)

)

,

... ,

det Tn = det Tn−1αn−1 = t0

n−1
∏

k=1

αk.12



Problém algoritmu spo£ívá ve výpo£tu inverzní mati
e ve výrazu pro
αk, k = 2, . . . , n− 1, který je sloºitý p°i standardním postupu výpo£tu.4.1.3 Výpo£et inverze ve výrazu αkPro výraz α = t0 − vT

k T−1uk zavedeme prom¥nné
xk = T−1

k uk, (4.4)
yk = T−T

k vk. (4.5)Potom platí
xk+1 = T−1

k+1uk+1,

yk+1 = T−T
k+1vk+1.Nyní xk+1, yk+1 budu hledat ve tvaru

xk+1 =

(

xk − x
γk+1

)

, yk+1 =

(

yk − y
ωk+1

)

.Tedy pro xk+1

(

xk − x
γk+1

)

=

(

Tk Ekvk

uT
k Ek t0

)

−1

·
(

uk

tk+1

)

,

(

Tk Ekvk

uT
k Ek t0

)

·
(

xk − x
γk+1

)

=

(

uk

tk+1

)

.Po roznásobení p°ed
hozí mati
ové rovni
e dostaneme dv¥ rovni
e o dvouneznámý
h x a γk+1

Tkxk − Tkx + Ekvkγk+1 = uk, (4.6)
uT

k Ekxk − uT
k Ekx + t0γk+1 = tk+1. (4.7)Z rovni
e (4.6) a úprav, které jsou ozna£eny nad rovností, spo£teme

x = T−1
k Tkxk+T−1

k Ekvkγk+1−T−1
k uk

(4.4)
= xk+T−1

k Ekvkγk+1−xk = T−1
k Ekvkγk+1.Výraz

T−1
k Ekvk

(2.2)
= EkEkT

−1
k Ekvk

(2.6)
= EkT

−T
k EkEkvk = EkT

−T
k vk

(4.5)
= Ekyk,13



tedy
x = γk+1Ekyk. (4.8)Z rovni
e (4.7) a po dosazení (4.8) spo£teme

yk+1 =
tk+1 − uT

k Ekxk

t0 − uT
k yk

=
tk+1 − uT

k Ekxk

αk

.Protoºe
t0 − uT

k yk

(4.5)
= t0 − uT

k T−T
k vk = t0 −

(

(

T−1
k uk

)T
vk

)T T

= t0 − (vT
k T−1

k uk)
T = t0 − vT

k T−1
k uk = αk.Podobn¥ dostaneme pro yk+1

y = ωk+1Ekxk,

ωk+1 =
t−k−1 − vT

k Ekyk

αk

.4.1.4 Rekurze αk+1Nyní spo£teme rekurzivní vztah pro αk, pro které platí (4.3). Po aplika
i(4.4) dostaneme
αk = t0 − vT

k xk.Pro k + 1 platí
αk+1 = t0 − vT

k+1xk+1 = t0 −
(

vT
k t−k−1

)

(

xk − γk+1Ekyk

γk+1

)

=

= t0 − vT
k xk + vT

k γk+1Ekyk − t−k−1γk+1 =

= t0 − vT
k xk − γk+1

−vT
k Ekyk + t−k−1

αk

αk =

= ak

(

t0 − vT
k xk

αk
− γk+1ωk+1

)

=

= ak (1− γk+1ωk+1) .Takto popsaný algoritmus je shrnut v Algoritmu 2.
14



Algoritmus 2 Výpo£et determinantu Toeplitzovy mati
eVstup: Toeplitzova mati
e Tn o rozm¥re
h n× n.Výstup: det Tn1: vn =
(

t−1 . . . t−n

)T2: un =
(

t1 . . . tn
)T3: α1 = t0 − v1t

−1
0 u14: x1 = t−1

1 u15: y1 = t−1
1 v16: for k = 1, . . . , n− 2 do7: γk+1 =

tk+1−uT
k

Ekxk

t0−uT
k

yk
=

tk+1−uT
k

Ekxk

αk8: ωk+1 =
t−k−1−vT

k
Ekyk

αk9: ak+1 = ak (1− γk+1ωk+1)10: xk+1 =

(

xk − γk+1Ekyk

γk+1

)11: yk+1 =

(

yk − ωk+1Ekxk

ωk+1

)12: end for13: det Tn = t0
∏n−1

k=1 αk

15



Kapitola 5Inverzní mati
e k Toeplitzov¥mati
iV této £ásti popí²eme nejprve postup pro výpo£et inverze dolní trojúhle-níkové mati
e [Pan, 2001, kap. 2.5℄ a poté algoritmus pro výpo£et inverznímati
e a sou£asn¥ determinantu obe
né Toeplitzovy mati
e [Pan, 2001, kap.5.2℄.Inverzní mati
e, k £tver
ové mati
i A je de�nována jako AA−1 = E.Poznamenejme, ºe v p°ípad¥ Toeplitzový
h mati
, nemusí být (a £asto není)inverzní mati
e znovu Toeplitzova mati
e, ale je vºdy persymetri
ká.5.1 Inverzní mati
e k dolní trojúhelníkové To-eplitzov¥ mati
iTento algoritmus pat°í do kategorie rozd¥l a panuj. Pokud máme regulárnídolní trojúhelníkovou Toeplitzovu mati
i n× nT =













t0 0 . . . 0
t1 t0 0

...
... t1 t0 0
tn . . . t1 t0













.Prvek t0 musí být rozdílný od 0. Pokud by to neplatilo, mati
e nebude regu-lární a nebude mít tedy inverzní mati
i. Pro tuto mati
i de�nujeme inverznímati
i Y
Y =

(

T 0
T0 T1

)

−1

=

(

T−1 0
−T−1

1 T0T
−1 T−1

1

)

.16



V této mati
i je submati
e T0 obe
ná Toeplitzova mati
e, T a T1 jsou dolnítrojúhleníkové Toeplitzovy mati
e. Rozm¥ry mati
e T jsou ⌈K/2⌉ × ⌈K/2⌉a T1 má velikost ⌊K/2⌋ × ⌊K/2⌋. Pro sudé K platí rovnost T = T1. To zjed-nodu²í výpo£et inverzní mati
e, protoºe T−1 = T−1
1 . Pokud je K li
hé, tak

T1 je submati
í T a T−1
1 je stejnou submati
í T−1. Takºe v obou p°ípade
hsta£í spo£ítat inverzní mati
i pro T , na tu lze opakovan¥ pouºít tento algorit-mus dokud nebude mati
e T velikosti 1× 1. Tato mati
e je rovna prostému£íslu a není problém pro ni spo£ítat inverzní mati
i, kdy se jedná o prostouobrá
enou hodnotu £ísla. Zp¥tn¥ tak mohu dopo£ítat 
elou inverzní mati
i


















t0 0 . . . . . . 0
... t0 0

. . .
...

tn
. . . t0 0

...

0 tn
. . . t0 0

0 0 tn . . . t0



















.

Tento algoritmus je shrnut v Algoritmu 3.Algoritmus 3 Inverzní mati
e k dolní trojúhelníkové Toeplitzovy mati
iVstup: Toeplitzova regulární dolní trojúhelníková mati
e M o rozm¥re
h
n× n.Výstup: Inverzní mati
e M−1.1: if Rozm¥r M = 1× 1 then2: M−1 = 1

M(0,0)3: else4: M =

(

T 0
T0 T1

) Tak aby platilo pro rozm¥r T ⌈n/2⌉ ×
⌈n/2⌉, T1⌊n/2⌋ × ⌊n/2⌋.5: Vypo£teme inverzní mati
i pro T , pomo
í tohoto algoritmu, dostaneme
T−1.6: Z mati
e T−1 vezmemu submati
i o rozm¥re
h T1 a tím získáme mati
i
T−1

1 .7: M−1 =

(

T−1 0
−T−1

1 T0T
−1 T−1

1

)8: end if
17



5.2 Inverze obe
né Toeplitzovy mati
ePomo
í tohoto algoritmu m·ºeme najednou spo£ítat determinant inverznímati
e i samotnou inverzní mati
i.Obe
nou regulární mati
i n× n m·ºeme rozloºit na
M =

(

M00 M01

M10 M11

)

, (5.1)kde blok M00 je regulární mati
e o rozm¥ru k× k. Tuto submati
i nazývámevyváºenou pokud platí k = ⌈n/2⌉. M·ºeme ji rozloºit pomo
í vzor
e
M =

(

I 0
M10M

−1
00 I

)(

M00 0
0 S

)(

I M−1
00 M01

0 I

)

, (5.2)
M−1 =

(

I −M−1
00 M01

0 I

)(

M−1
00 0
0 S−1

)(

I 0
−M10M

−1
00 I

)

, (5.3)kde je mati
e S de�nována jako S
hur·v dopln¥k (viz. strana 11)
S = M11 −M10M

−1
00 M01. (5.4)P°ed
hozí vztah lze pouºít pro výpo£et inverzní mati
e v následují
ím Algo-ritmu 4 a zárove¬ vztah (4.2) na strán¥ 12 pro výpo£et determinantu inverznímati
e.Algoritmus 4 Inverze Toeplitzovy mati
e a její determinantVstup: Regulární Toeplitzova mati
e M .Výstup: Inverzní mati
e M−1 a determinant inverzní mati
e det M−1.1: if Rozm¥r M = 1× 1 then2: M−1 = 1

M(0,0)
a det M−1 = 1

M(0,0)3: else4: M =

(

M00 M01

M10 M11

) Na submati
i M00 pouºijeme algoritmus 4 pro vý-po£et M−1
00 a determinantu det M−1

005: S = M11 −M10M
−1
00 M016: Pomo
í algoritmu 4 spo£teme inverzní mati
i S−1 a její determinant

det S−1.7: Spo£temeM−1 =

(

I −M−1
00 M01

0 I

)(

M−1
00 0
0 S−1

)(

I 0
−M10M

−1
00 I

)a determinant det M−1 = det S−1 · det M−1
00 .8: end if 18



Kapitola 6�e²ení soustavy rovni
 sToeplitzovou mati
íV této kapitole nejprve popí²ene ry
hlé algoritmy pro spe
iální p°ípady sou-stav rovni
 [Blahut, 2010, kap. 7.1℄ a [Blahut, 2010, kap. 7.1℄. Poté následujemetoda pro soustavu s obe
nou Toeplitzerovou mati
í [Golub and Van Loan,1996℄. Na záv¥r se budu v¥novat °e²ení zaloºeném na Euklidov¥ algoritmu[Blahut, 2010, kap. 7.1℄.Jedná se d·leºitou a £asto °e²enou úlohu, proto je navrhnuto mnoho r·z-ný
h algoritm· °e²ení. �e²í se rovni
e Ax = g, kde A je £tver
ová ma-ti
e soustavy, g jsou pravé strany a x je vektor hledaný
h °e²ení. Moºnostíje spo£ítat inverzní mati
i A−1 a vektor pravý
h °e²ení spo£ítat výpo£temx=A−1g, nebo pouºít Gaussovu elimina
i a dal²í QR, SVD nebo Choleskéhofaktoriza
e pro symetri
ké mati
e. Tyto °e²ení mají standardní výpo£etní ná-ro£nost n3. Pro n¥které aplika
e, kde mati
e soustavy má na diagonále 100a ví
e prvk· musíme nalézt efektivn¥j²í zp·soby °e²ení.6.1 Levinson·v algoritmusTento algoritmus je iterativní a pra
uje se symetri
kou Toeplitzovu mati
í


















a0 a1 a2 . . . an−2 an−1

a1 a0 a1 . . . an−3 an−2

a2 a1 a0 . . . an−4 an−3

...
...

...
an−2 an−3 an−4 . . . a0 a1

an−1 an−1 an−3 . . . a1 a0





































x0

x1

x2

...
xn−2

xn−1



















=



















g0

g1

g2

...
gn−2

gn−1



















.
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Pouºitím mati
e J rovni
i m·ºeme upravitAx = g,JAJJx = Jg.Protoºe je mati
e A symetri
ká platíJAJ = A,AJx = Jg.Díky tomu m·ºeme napsat














a0 a1 a2 . . . an−1

s1 a0 a1 . . . an−2

a2 a1 a0 . . . an−3

...
...

an−1 an−2 . . . a0





























xn−1

xn−2

...
x1

x0















=















gn−1

gn−2

...
g1

g0















.Algoritmus pra
uje se submati
í mati
e A, která je danáA(r) =















a0 a1 a2 . . . ar−1

a1 a0 a1 . . . ar−2

a2 a1 a0 . . . ar−3

...
...

ar−1 . . . a0















.Umaºeme tedy n− r sloup
· z prava a stejný po£et °ádk· od spodu mati
e.Levinson·v algoritmus je itera£ní algoritmus, postup itera
e zna£í pro-m¥nná r. V kaºdém kroku r vy°e²íme r-tou roz²í°enou soustavu














a0 a1 a2 . . . ar−1

a1 a0 a1 . . . ar−2

a2 a1 a0 . . . ar−3

...
...

ar−1 . . . a0



























x
(r)
0

x
(r)
1
...

x
(r)
r−1













=











g0

g1

...
gr−1











,

kde index r ve vektoru x(r) ozna£uje °e²ení r-té roz²í°ené soustavý. Vektorx(r) °e²í roz²í°enou soustavu, ne°e²í v²ak p·vodní soustavu a je rozdílný odvektoru x, který °e²í p·vodní soustavu.20



Tento algoritmus zavádí £ty°i pra
ovní prom¥nné, t°i jsou skaláry αr, βr, γra vektor délky r pojmenovaný t(r). Tyto prom¥nné, αr, βr, γr, t(r) spl¬ují prokaºdé r rovni
i














a0 a1 a2 . . . ar−1

a1 a0 a1 . . . ar−2

a2 a1 a0 . . . ar−3

...
...

...
...

ar−1 ar−2 ar−3 . . . a0































x
(r)
0

x
(r)
1
...

x
(r)
r−1

















=















αr

0
...

0















. (6.1)
Vektor na pravé stran¥ je nulový, aº na jeden prvek αr. Dal²í krok itera
eroz²í°í p°ed
hozí itera
i tak, aby platilo















a0 a1 a2 . . . ar−1 ar

a1 a0 a1 . . . an−2 ar−1

...
...

...
...

ar−1 ar−2 . . . a0 a1

ar ar−1 . . . a1 a0































x
(r)
0

x
(r)
1
...

x
(r)
r−1

0

















=















g0

g1

...
gr−1

γr















,

která de�nuje γr a














a0 a1 a2 . . . ar−1 ar

a1 a0 a1 . . . an−2 ar−1

...
...

...
...

ar−1 ar−2 . . . a0 a1

ar ar−1 . . . a1 a0































t
(r)
0

t
(r)
1
...

t
(r)
r−1

0

















=















αr

0
...
0
βr















,

která zavádí βr. Kdyº platí γr = gr a βr = 0 tak x(r+1) a tr+1 jsou stejné jakox(r) a t(r). Pokud toto neplatí musí být x(r) nebo t(r) do tvaru x(r+1) a tr+1.Nejprve ini
ializujeme prom¥nné pro r = 1, poté p°edpokládáme spln¥nípro r − 1 a musíme ukázat zp·sob, jak rovni
e splnit pro r. Jedná se tedy oprostou matemati
kou induk
i.Pro dal²í výpo£ty zavedeme tyto rovni
e

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
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
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1
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


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
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








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...
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
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
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





,

21

















a0 a1 a2 . . . ar−1 ar

a1 a0 a1 . . . ar−1 ar−1

...
...

...
...

ar−1 ar−2 . . . a0 a1

ar ar−1 . . . a1 a0


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1
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
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0
αr
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









.Z t¥
ho rovni
í ur£íme dal²í itera
i. Ne
h´
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


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







,

pro n¥jaké konstanty k1 a k2. Tím, ºe doplníme nulu nejprve na kone
 vektorua poté na za£áte prodlouºíme výsledný vektor na poºadovanou délku. Protento roº²í°ený vektor musíme splnit rovni
i (6.1), která rozepsaná vypadá

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
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
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0
...
0
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













,

kde musíme zvolit prom¥nné k1 a k2 tak, aby to splnilo podmínku z rovni
e(6.1), která zní
0 = k1βr + k2αr.Zvolíme k1 = αr a k2 = −βr. Potom ar+1 = k1αr + k2βr = α2

r − β2
r . Tímmáme dokon£en jeden krok itera
e.Av²ak m·ºeme vybrat rozdílné k1, které nám dá rozdílnou numeri
koup°esnost. Kone£n¥ m¥jme
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












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










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(r)
0
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(r)
1
...

x
(r)
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0

















+ k3
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


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t
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...
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0
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


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



,
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kde konstanta k3 není je²t¥ ur£ená, poté
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

x
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x
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1
...

x
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x
(r+1)
r

















=
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






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...
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
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
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

=
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


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
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...
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
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





,kde pro získání rovnosti na pravo, zvolíme k3 tak aby
γr + k3αr+1 = gr.To dokon£í itera
i.V samotném výpo£tu algoritmu nemusíme vytvá°et v²e
hny submati
e.Algoritmus je p°ehledn¥ zapsán v Algoritmu 5. Funk
e rev otá£í po°adí prvk·ve vektoru.Algoritmus 5 Levinson·v algoritmusVstup: Vektor popisují
í Toeplitzovu mati
i (a0, . . . , an−1) a vektor pravéstrany (g0, . . . , gn−1).Výstup: Vektor °e²ení (x0, . . . , xn−1).1: Ini
ializa
e r = 1, x

(1)
0 = g0/a0, t

(1)
0 = 1, α1 = a0.2: for r = n− 1 do3: Spo£teme pra
ovní konstanty βr =

∑r
i=0 aitr−i, γr =

∑r
i=0 aixr−i.4: Roz²í°íme vektory t a x

t(r+1) =
(

αrt
(r), 0

)

−
(

βrrev(t(r)), 0
)

x(r+1) =
(

x(r), 0
)

+
gr − γr

α2
r − β2

r

rev(t(r+1)).5: Vypo£teme následují
í αr+1 = α2
r − β2

r .6: r = r + 17: end for8: Vrátíme vektor x.Náro£nost toho algoritmu je n2, protoºe pr·
hod kaºdou smy£kou jeúm¥rný velikosti r a má n pr·
hodu smy£kou. Nesmíme b¥hem výpo£tu d¥litnulou, to vede k 
hyb¥ algoritmu. Tato 
hyba nastane v²ak pouze pokud jen¥jaká submati
e singulární.V komplexním oboru není symetry
ká mati
e p°íli² £astá. �ast¥j²í je her-mitovsky sdruºená mati
e. 23



6.2 Durbin·v algoritmusPokud pravá strana rovni
e má spe
iální tvar b = (a1, a2, . . . , an)T , m·ºemepouºít lep²í algoritmus, známý jako Durbin·v algoritmus. Pro pouºití tohoalgoritmu p°edpokládejme symetri
kou mati
i a vektor pravý
h stran sloºe-nou z £ástí Toeplitzovy mati
e v následují
ím tvaru
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



.

Bloky mati
e ukazují, postup itera
e, na kterém je algoritmus zaloºen.Vektor pravý
h stan je sloºen z prvk· Toeplitzovy mati
e. Algoritmus umoº-¬uje získat výsledek za polovinu £asu, protoºe se polynom t(x) nemusí po-£ítat. Pravá strana této rovni
e by mohla být omezují
í, ale tato rovni
e sepouºívá p°i spektrální analýze.V kroku r °e²íme zkrá
ený problém
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



.Dal²í krok itera
e za£neme rovní
í
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
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
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,

která de�nuje γr. Itera
e musí vypo£íst x(r) tak aby γr byla rovna ar+1.
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Ne
h´ je x(r+1) dán jako
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

.Kdyº m·ºeme vybrat kr a βr, tak aby
hom dostali poºadovanou formu,máme dobrý algoritmus. Zvolme
γr = −

r
∑

i=1

x
(r)
r−iai,

γ′

r = −
r
∑

i=1

x
(r)
i ai,potom
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



.K získání °e²ení musíme zvolit kr a βr tak, aby platilo
kr − βr = 0a

−γr − krγ
′

r + βra0 = −ar+1.Tudíº kr = βr a
βr = −(ar+1 − γr)

(a0 − γ′

r)
.S t¥mito rovni
emi se °e²ení r-té itera
e zm¥ní na °e²ení (r+1)-té rovni
e.Proto m·ºe být první °e²ení rekuzivn¥ dopo£ítáno do n-tého °e²ení. To je 
elýpostup Durbinova algoritmu, viz. zápis Algoritmus 6.25



Algoritmus 6 Durbin·v algoritmusVstup: Vektor popisují
í Toeplitzovu mati
i (a0, . . . , an−1) a pravou stranu
(a1, . . . , an).Výstup: Vektor °e²ení (x1, . . . , xn).1: Ini
ilalizujeme r = 1 a x

(1)
0 = −a1/a0.2: for r < n do3: Vypo£ítáme pomo
né prom¥nné

γr = −
r
∑

i=1

x
(r)
r−iai

γ′

r = −
r
∑

i=1

x
(r)
i ai4: βr = −ar−1−γr

a0−γ′

r5: x(r+1) =
(

x(r) + βrrev (x(r)
)

, βr

)6: r = r + 17: end for8: Vrátíme vektor x.6.3 Levinson-Durbin·v algoritmusTyto algoritmy m·ºeme roz²í°it na obe
né Toeplitzerovy mati
e a libovolnoupravou stranu
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, (6.2)
av²ak za 
enu vy²²í výpo£etní náro£nosti.6.3.1 Výpo£et �forward� a �ba
kward� vektor·Pro tento algoritmus pot°ebujeme vypo£ítat vektory s jeji
h pomo
í spo£-teme dal²í krok itera
e. Vektory fk (�forward�) a bk (�ba
kward�) jsou de�-26



novány jako
T (r)f (r) = e

(r)
1 =
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, (6.3)kde T (r) je submati
e Toeplitzovy mati
e o rozm¥ru r × r
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b
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




.M¥jme �forward� vektor f (r−1), který spl¬uje rovni
i

T (r−1)f (r−1) = e
(r−1)
1 .Nyní tento vektor f (r−1) roz²i°me, tak aby spl¬oval rovni
i

T (r)f (r) = er
1.Toto roz²í°ení provedeme rovni
í

T (r)

(

f (r−1)

0

)

=











ar−1

T (r−1)
...
a1

a1−r . . . a−1 a0











(

f (r−1)

0

)

=

=

(

T (r−1)f (r−1)

∑r−1
i=1 ai−1f

(r−1)
i

)

=

(

e
(r−1)
1

ǫ
(r)
r

)

=















1
0
...
0

ǫ
(r)
f















.

(6.4)
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Pro �ba
kward� vektor b(r−1) 
h
eme také splnit podmínku T (r)b(r) = e
(r)
r

T (r)

(

0
b(r−1)

)

=











a0 a1 . . . ar−1

a−1

... T (r−1)

a1−r











(

0
b(r−1)

)

=

=

(
∑r−1

i=1 ai−r+1b
(r−1)
i

T (r−1)b(r−1)

)

=

(

ǫ
(r−1)
b

e
(r−1)
r−1

)

=















ǫ
(r)
b

0
...
0
1















.

(6.5)
Na ǫ

(r)
f a ǫ

(r)
b se lze dívat jako na 
hybu, kterou musíme odstranit, aby platilarovnost (6.3). Jestli budou ob¥ hodnoty rovny 0, tak jsme na²li f (r) a b(r).Budeme je hledat ve tvaru

f (r) = αf

(

f (r−1)

0

)

+ βf

(

0
b(r−1)

)

, b(r) = αb

(

f (k−1)

0

)

+ βb

(

0
b(r−1)

)

, (6.6)kde αf , βf a αb, βb jsou neznámé parametry. Z de�ni
e (6.3) plyne rovnost
T (r)f (r) = T (r)

(

αf

(

f (r−1)

0

)

+ βf

(

0
b(r−1)

))

=

= αfT
(r)

(

f (r−1)

0

)

+ βf

(

0
b(r−1)

)

= e
(r)
1 , (6.7)

T (r)b(r) = T (r)

(

αb

(

f (r−1)

0

)

+ βb

(

0
b(r−1)

))

=

= αbT
(r)

(

f (r−1)

0

)

+ βb

(

0
b(r−1)

)

= e(r)
r . (6.8)Podle rovni
 (6.4), (6.5) m·ºe rovni
e (6.7), (6.8) dále upravovat

T (r)f (r) = αf

(

e
(r−1)
1

ǫ
(r)
f

)

+ βf

(

ǫ
(r−1)
b

e
(r−1)
r−1

)

= e
(r)
1 ,

T (r)b(r) = αb

(

e
(r−1)
1

ǫ
(r)
x

)

+ βb

(

ǫ
(r−1)
b

e
(r−1)
r−1

)

= e(r)
r .28



Tyto rovni
e m·ºeme mati
ov¥ zapsat jako
(

e
(r−1)
1 ǫ

(r)
b

ǫ
(r)
f e

(r−1)
r−1

)

(

αf αb

βf αb

)

=
(

e
(r)
1 e

(r)
r

)a pokud tento výraz rozepí²eme, dostaneme
















1 ǫ
(r)
b

0 0
...

...
0 0

ǫ
(r)
f 1

















(

αf αb

βf βb

)

=















1 0
0 0
...

...
0 0
0 1















⇔
(

1 ǫ
(r)
b

ǫ
(r)
x 1

)

(

αf αb

βf βb

)(

1 0
0 1

)

.Tato rovni
e se dá vy°e²it
(

αf αb

βf βb

)

=

(

1 ǫ
(r)
b

ǫ
(r)
f 1

)

(

1 0
0 1

)

=
1

1− ǫ
(r)
x ǫ

(r)
b

.Nyní m·ºeme spo£ítat f (r) a b(r), tak aby platilo 6.3. Pro r = 1 platí
T (1)f (1) = 1→ a0x

(1) = 1→ x(1) =
1

a0

,

T (1)b(1) = 1→ a0b
(1) = 1→ x(1) =

1

a0

.6.3.2 �e²ení lineární
h rovni
�e²íme soustavu rovni
 de�novanou v (6.2). Jedná se op¥t o iterativní algo-ritmus. Za£neme výpo£tem prvního prvku pro r = 1, dostaneme
T (1)x(1) = y(1) → t0x

(1)
1 = y1 → x(1) =

y1

t0
.Tím máme zaji²t¥n po£átek, nyní musíme najít zp·sob, jak °e²ení získatz kroku r − 1 pro krok r. Dostaneme rovni
i

T (r)

(

x(r−1)

0

)

=











ar−1

T (r−1) ar−2

...
a1−r a2−r . . . a0











(

x(r−1)

0

)

=

=

(

T (r−1)x(r−1)
(

a1−r . . . a−1

)

x(r−1)

)

=

(

y(r−1)

ǫ
(r)
x

)

, (6.9)29



kde ǫ
(r)
x =

(

a1−r . . . a−1

)

x(r−1) =
∑r

i=1 ar−ix
(r−1)
i je n¥jaká 
hyba, kteroumusíme odstranit. Pouºijeme k tomu �forward� a �ba
kward� vektory, kteréjsme spo£ítali v £ásti (6.3.1). Z de�ni
e (6.3) pro vektor b(r) platí

T (r)b(r) = e(r)
r =











0
...
0
1











.Kdyº tuto rovni
i p°enásobíme £íslem (yr − ǫ
(r)
x ) a se£teme s rovni
í (6.9),dostaneme

T (r)

(

x(r−1)

0

)

+ (yr + ǫ(r)
x )T (r)b(r) =

(

y(r−1)

ǫ
(r)
x

)

+ (yr + ǫ(r)
x )T (r)b(r)











0
...
0
1











.Se£teme a upravíme ob¥ strany a výsledek je
T (r)

((

x(r−1)

0

)

+ (yr + ǫ(r)
x )b(r)

)

=

(

y(r−1)

yr

)

. (6.10)Závorka na levé stran¥ odpovídá °e²ení x(r), p°edpis °e²ení tedy je
x(r) =

(

x(r−1)

0

)

+ (yr + ǫ(r)
x )b(r).Celý Levinson-Durbin·v algoritmus je shrnut v Algoritmu 7.Poznamenejme, jestliºe je mati
e symetri
ká, tak �forward� i �ba
kward�vektor jsou identi
ké.

30



Algoritmus 7 Výpo£et °e²ení x soustavy Tx = yVstup: Toeplitzova mati
e T n a vektor pravý
h stran y.Výstup: Vektor °e²ení x.1: f (1) = 1
a02: b(1) = 1
a03: x(1) = y1

a04: for r = 2 do n do5: ǫ
(r)
x =

∑r−1
i=1 ai−1f

(r−1)
i =

(

ar−1 ar−2

... a1

)

f (r−1)6: ǫ
(r)
x =

∑r−1
i=1 ai−r+1b

(r−1)
i =

(

a−1 a−2

... a−r+1

)

b(r−1)7: ǫ
(r)
x =

∑r−1
i=1 ai−1x

(r−1)
i =

(

ar−1 ar−2

... a1

)

x(r−1)8: f (r) = 1

1−ǫ
(r)
f

ǫ
(r)
b

(

f (r−1)

0

)

+
ǫ
(r)
f

1−ǫ
(r)
f

ǫ
(r)
b

(

0
b(r−1)

)9: b(r) =
−ǫ

(r)
f

1−ǫ
(r)
f

ǫ
(r)
b

(

f (r−1)

0

)

+ 1

1−ǫ
(r)
f

ǫ
(r)
b

(

0
b(r−1)

)10: f (r) =

(

f (r−1)

0

)

+ (yr − ǫ
(r)
f b(r)11: end for12: Vrátíme vektor x.6.4 Algoritmy zaloºené na Euklidovu algoritmuNa základ¥ Euklidova algoritmu m·ºeme °e²it soustavu ve spe
iálním tvaru(stejn¥ jako v p°ípad¥ Durbinova algoritmu, viz (6.2))















an−1 an−2 an−3 . . . a0

an an−1 an−2 . . . a1

an+1 an an−1 . . . a2

...
...

...
...

a2n−2 a2n−3 a2n−4 . . . an−1





























f1

f2

f3

...
fn















=















−an

−an−1

−an−2

...
−a2n−1















.M¥jme dva polynomy
a(x) =

2n−1
∑

i=0

aix
i,

f(x) = 1 +
n
∑

i=1

fix
i.Spo£t¥me jeji
h sou£in

g(x) = f(x)a(x).31



V souladu s mati
ovým násobením vidíme
gi = 0, i = n, . . . , 2n− 1.Pro i v¥t²í 2n, gi m·ºe nabýt jakékoliv hodnoty. Ch
eme p°eformulovat hle-dání inverzní mati
e na problém nalezení polynom· f(x) a g(x) takový
h,aby spl¬ovali podmínku deg f(x) ≤ n, deg g(x) ≤ n− 1 a

g(x) = f(x)a(x) (mod x2n).Tuto rovni
i m·ºu vy°e²it pomo
í Euklidova algoritmu.Nyní uvedu d·kaz jak Euklid·v algoritmus m·ºe vypo£ítat polynomy
f(x) a g(x) tak aby platili podmínky uvedené vý²e. Euklid·v algoritmusvypo£ítá rovni
e

(

s(r)(x)
t(r)(x)

)

=

(

A
(r)
11 (x) A

(r)
12 (x)

A
(r)
21 (x) A

(r)
22 (x)

)

(

s(x)
t(x)

)

,tak aby platilo
t(r)(x) = A

(r)
22 t(x) (mod s(x)).Tyto rovni
e budou vy°e²eny, kdyº dostaneme t(x) = a(x) a s(x) = x2n.To platí pro kaºdou hodnotu r. Pokud m·ºeme nalézt r pro které platí

deg A
(r)
22 (x) ≤ n a deg t(r)(x) ≤ n − 1, potom m·ºou být tyto polynomy°e²ením rovni
e. Jestliºe takové r existuje, potom polynomy A

(r)
22 (x) a t(r)musí být rovna poºadovaným f(x) a g(x). Na záv¥r vybereme hodnotu rspl¬ují
í

deg t(r−1)(x) ≥ n,

deg t(r) ≤ n− 1.To de�nuje unikátní hodnotu r, protoºe deg t(0)(x) = 2n a stupe¬ t(r)(x)postupn¥ klesá se zvy²ují
ím se r. Z de�ni
e r splníme první podmínku
deg t(r)(x) ≤ n− 1.Jak roste r stejn¥ roste stupe¬ A

(r)
22 (x). Nyní musíme jen ukázat, ºe platí

deg A
(r)
22 (x) ≤ n.To dokáºeme pomo
í inverzní mati
e A(r)(x). Ukaºme

A(r)(x) =
r
∏

l=1

(

0 1
1 −Q(l)(x)

)

. (6.11)32



Z této rovni
e (6.11) je jasné, ºe platí deg A
(r)
22 > deg A

(r)
12 (x). Dále p°ipo-me¬me ºe deg s(r)(x) > deg t(r)(x). Z t¥
hto nerovností a mati
ové rovni
e

(

s(x)
t(x)

)

= (−1)r

(

A
(r)
22 (x) −A

(r)
12

−A
(r)
21 (x) A

(r)
11 (x)

)

(

s(r)(x)
t(r)(x)

)m·ºe být vyvozeno, ºe deg s(x) = deg A
(r)
22 (x)+deg s(r)(x) a protoºe s(r)(x) =

t(r−1)(x). Tím dostaneme
deg A

(r)
22 (x) = deg s(x)− deg t(r−1)(x) ≤ 2n− n = n,kde nerovnost vy
hází z defeni
e r.Nyní jsme ukázali v¥t²inu z následují
í v¥ty.V¥ta 6.1 Je dáno s(0)(x) = x2n a t(0)(x) = a(x)

A(0)(x) =

(

1 0
0 1

)

.�e²me tyto rekuzivní rovni
e dokud deg t(r)(x) ≤ n− 1

Q(r)(x) =

⌊

s(r−1)(x)

t(r−1)(x)

⌋

,

A(r)(x) =

(

0 1
1 −Q(r)(x)

)

A(r−1)(x),

(

s(r)(x)
t(r)(x)

)

=

(

0 1
1 −Q(r)(x)

)(

s(r−1)(x)
t(r−1)(x)

)a ne
h´
g(x) = ∆−1t(r)(x),

f(x) = ∆−1A
(r)
22 (x),kde ∆ = A

(r)
22 (0). Za p°edpokladu, ºe ∆ je nenulová, spl¬uje rovni
i

g(x) = f(x)a(x) (modx2n)s deg f(x) ≤ n, deg g(x) ≤ n− 1, and f0 = 1D·kaz: D¥lení ∆ zaru£uje f0 = 1. Spln¥ní ostatní
h podmínek vyplývá zp°ed
hozí
h rovni
. 233



Pokud by Toeplitzova mati
e nebyla invertibilní, tak Euklid·v algoritmusbude produkovat A
(r)
22 (x) men²ího stupn¥ neº kterou paºaduje de�ni
e, ale ∆bude rovna nule a f(x) bude nede�nována. Pokud bude ∆ rovno nule, takalgoritmus místo °e²ení bude vra
et rovni
i















an−1 an−2 an−3 . . . a0

an an−1 an−2 . . . a1

an+1 an an−2 . . . a2

...
...

...
...

a2n−2 a2n−3 a2n−4 . . . an−1





























h1

h2

h3

...
hn















=















0
0
0
...
0















.

6.5 Berlekamp·v-Massey·v algoritmusTento algoritmus °e²í Toeplitz·v systém rovni
 v následují
ím tvaru














an−1 an−2 an−3 . . . a0

an an−1 an−2 . . . a1

an+1 an an−1 . . . a2

...
...

...
...

a2n−2 a2n−3 a2n−4 . . . an−1





























f1

f2

f3

...
fn















=















−an

−an+1

−an+2

...
−a2n−1















.Toeplitzova mati
e m·ºe být v libovolném tvaru. Rovni
e má v²ak pevn¥danou pravou stranu, která je tvo°ena prvky Toeplitzovy mati
e.Berlekamp·v-Masssay·v algoritmus lze leh
e vysv¥tlit pomo
í autoregre-sivního �ltru. P°edpokládejme, ºe vektor f je znám. První °ádek mati
e,tedy prvky a0, . . . , an−1 de�nují prvek an. Druhý °ádek de�nuje an+1 pomo
íprvk· a1, . . . , an. Celý tento pro
es se dá zapsat
aj = −

n
∑

i=1

fiaj−i, j = n, . . . , 2n− 1.Pro pevný vektor f tato rovni
e popisuje autoregresivní �ltr produkují
ísekven
i aj s po£áte£nímy podmínkami po°adí.V tomto p°ípad¥ je výpo£et °e²ení soustavy rovni
 shodný s nalezením od-povídají
ího autoregresivního �ltru, který bude produkovat danou sekven
i
aj . Pokud je mati
e regulární, existuje pouze jeden �ltr, který má na výstupuodpovídají
í posloupnost aj . Jestliºe mati
e není invertabilní, m·ºe být ví
e°e²ení, nebo také ºádné. Tento algoritmus nalezne autoregresivní �ltr nejniº-²ího °ádu produkují
ího danou posloupnost. Pokud bude mít systém rovni
ví
e neº jedno °e²ení, bude výsledek roven odpovídají
ímu autoregresivnímu34



�ltru s nejniº²ím °ádem. Pokud rovni
e nemají ºádné °e²ení získáme výsledeks nulovými váhami fi pro i v¥t²í neº n.Postup pro nalezení autoregresivního �ltru je také algoritmus pro vy°e²enímati
ové rovni
e pro vektor f . Nyní odvodíme postup pro nalezení autore-gresivního �ltru. Na °adu a0, . . . , a2n−1 nemáme ºádné spe
ální poºadavky.Lineární zp¥tnovazební posuvný registr m·ºe být popsán délkou L po-suvného registru a zp¥tnovazebního polynomu f(x)

f(x) = fnxn + fn−1x
n−1 + · · ·+ f1x + 1.Délka posuvného registru m·ºe být v¥t²í neº stupe¬ f(x), protoºe n¥které£leny f(x) mohou být nastaveny na nulu a tedy nemusí být pouºity.Pro nalezení poºadovaného posuvného registru musíme ur£it dv¥ v¥
i,délku registru L a zp¥tnovazební polynom f(x), kde deg f(x) ≤ L. Budemetuto dvoji
i zna£it jako (L, f(x)). Musíme nalézt zp¥tnovazební posuvný re-gistr který bude produkovat °adu a0, . . . , a2n−1 pokud je správn¥ ini
ializo-vaná a zárove¬ je nejkrat²í �ltr s touto vlastností.Algoritmus návrhu je rekurzivní. Pro kaºdé r, které za£íná r = 1, budemenavrhovat zp¥tnovazební posuvný registr produkují
í posloupnost a0, . . . , ar.Dvoji
e (Lr, f

(r)(x)) ozna£uje posuvný regist s minimální délkou produkují
í
a0, . . . , ar. Tento �ltr nemusí být unikátní, m·ºe existovat ví
e �ltr· délky
Lr spl¬ují
í tyto podmínky. Pouºijeme v²ak pouze jeden z moºný
h �ltr·.Pomo
í itera
e vytvo°íme seznam posuvný
h registr·

(L1, f
(1)(x)),

(L2, f(2)(x)),
...

(Lr−1, f
(r−1)(x)),kde je délka �ltru neklesají
í. Berlekamp·v-Massey·v algoritmus vypo£ítánový nejkrat²í posuvný registr (Lr, f
(r)(x)), který tvo°í posloupnost

a0, . . . , ar−1, ar.P°i návrhu pouºijeme sou£asný posuvný registr, pokud to bude moºné, ji-nak zm¥níme délku a váhové koe�
ienty, tak aby
hom získali poºadovanývýsledek.B¥hem itera
e r nejprve spo£teme dal²í výstupní £len (r − 1)-tého vý-stupního registru
âr = −

Lr−1
∑

j=1

f
(r−1)
j ar−j .35



Jelikoº m·ºe být Lr−1 v¥t²í neº stupe¬ f (r−1), nekteré výrazy v sum¥ m·-ºou být nulové. Ne
h´ je ∆r rozdíl mezi p°edpokládaným výsledkem ar aaktuálním výsledkem âr z posuvného registru
∆r = ar − âr = ar +

Lr−1
∑

j=1

f
(r−1)
j ar−j.Ve zkrá
ené verzi to m·ºe být zapsáno jako

∆r =

Lr−1
∑

j=0

f r−1
j ar−j.Pokud je ∆r nulová, pak platí (Lr, f

(r)(x)) = (Lr−1, f
(r−1)(x)) a r-tá itera
eje hotova. Jinak upravíme váhy �ltru upravíme polynom jako

f (r)(x) = f (r−1)(x) + Axℓfm−1ar−j−ℓ,kde A je pole prvk·, ℓ je 
elé £íslo a f (m−1)(x) je jeden z polynom· uvedený
hd°íve v seznamu itera
í. S novým polynomem dostaneme
∆′

r =

Lr−1
∑

j=0

f
(r)
j ar−j =

Lr−1
∑

j=0

f
(r−1)
j ar−j + A

Lr−1
∑

j=0

f
(m−1)
j ar−j−ℓ.Nyní vybereme m, ℓ a A tak aby ∆′

r byla rovna 0. Vybereme m men²í neº rpro který platí ∆m 6= 0, vyberme ℓ = r−m a vyberme A = −∆−1
m ∆r. Potom

∆′

r = ∆r −
∆r

∆m

∆m = 0.Coº znamená, ºe upravený posuvný registr bude mít na výstupu posloup-nost a1, . . . , ar−1, ar. Nyní se musíme ujistit, ºe se jedná o �ltr s nejmen²ímposuvným registrem. Zatím jsme neur£ili jaké m z moºný
h m pro kteréplatí ∆m 6= 0. Pokud vybereme m jako poslední itera
i pro kterou platí
Lm > Lm−1, dostaneme nejkrat²í posuvný registr v kaºdé itera
i. Poslednítvrzení v²ak musíme dokázat.V¥ta 6.2 P°edpokládejme, ºe (Lr−1, f

r−1(x)) je zp¥tnovazebný posuvný re-gistr nejkrat²í délky produkují
í posloupnost a1, . . . , ar−1 a (Lr, f
(r)(x)) je nej-krat²í lineární zp¥tnovazebný posuvný registr, který má na výstupu posloup-nost a1, . . . ar−1, ar. Kdyº f (r)(x) 6= f (r−1)(x), potom Lr ≥ max[Lr−1, r −

Lr−1]. 36



D·kaz: Nerovnost pro d·kaz se skládá ze dvou nerovností
Lr ≤ Lr−1a

Lr ≤ r − Lr−1.První nerovnost je z°ejmá, pokud �ltr generuje posloupnost, generuje i ja-koukoli podposloupnost dané posloupnosti. Druhá nerovnost je z°ejmá po-kud Lr−1 ≤ r. Nyní p°edpokládejme Lr−1 < r. P°edpokládejme, ºe druhánerovni
e není spln¥na a nalezn¥me spor. Potom Lr ≥ r − 1 − Lr−1. Ne
h´
c(x) = f (r−1)(x), b(x) = f (r)(x), L = Lr−1 a L′ = Lr. Z p°edpokladu máme
r ≤ L + L′ + 1 a L < r. Z v¥ty dostaneme

ar 6= −
L
∑

i=1

ciar−i,

aj = −
L
∑

i=1

ciaj−i j = L + 1, . . . , r − 1a
aj = −

L′

∑

k=1

bkar−k j = L′ + 1, . . . , r.Nyní vytvo°me spor
ar = −

L′

∑

k=1

bkar−k =
L′

∑

k=1

bk

L
∑

i=1

ciar−k−i,kde lze expandovat ar−k do dal²í sumy díky tomu, ºe r − k jde od r − 1 do
r − L′, která je v rozsahu L + 1, . . . , r − 1 díky p°edpokladu r ≥ L + L′ + 1.Zadruhé

ar 6= −
L
∑

i=1

ciar−i =
L
∑

i=1

ci

L′

∑

k=1

bkar−i−k,kde roz²í°ení ar−i do dal²í sumy protoºe r−i je od r−1 do r−L, 
oº je znovuv rozsahu L′ + 1, . . . , r− 1. Suma
e napravé strany by m¥la být zam¥nitelnás pravou stranou p°ed
hozí rovni
e. Díky tomu dostáváme spor ar 6= ar. Spordokazuje pravdiovst tvrzení. 2Jestliºe m·ºeme navrhnout posuvný regisr, který spl¬uje rovni
i ve v¥t¥(6.2) tak, ºe se rovná, musí mít nejkrat²í délku. D·kaz v¥ty (6.3) nám ukáºezp·sob vytvo°ení posuvného registru.37



V¥ta 6.3 P°edpokládejme ºe (Li, f
(i)(x)), i = 1, . . . , r je posloupnost lineár-ní
h zp¥tnovazební
h posuvný
h registr· s minimální délkou, které produkují

a1, . . . , ai. Kdyº f (r)(x) 6= f (r−1)(x) potom
Lr = max[Lr−1, r − Lr−1]a jakýkoli posuvný registr který produkuje a1, . . . , ar a má délku rovnou pravéstran¥, tak se jedná o posuvný registr s minimální délkou.D·kaz: Z v¥ty (6.2) nem·ºe být Lr men²í neº pravá strana. Nyní vytvo°ímeposuvný registr, který tvo°í poºadovanou sekven
i a jehoº délka je rovnapravé stan¥ a tudíº se musí jednat o minimální registr. D·kaz je pomo
ímatemati
ké induk
e. P°edpokládejme, ºe máme takové registry pro v²e
hny

k ≤ r − 1. Pro k = 1, . . . , r − 1 ne
h´ (Lk, f
(k)(x)) je minimální posuvnýregistr, který generuje a1, . . . , ak. Pro induk£ní d·kaz p°edpokládejme

Lk = max[Lk−1, k − Lk−1], k = 1, . . . , n− 1,kdykoli f (r)(x) 6= f (k−1)(x). To je jasné pro k = 0, kdyº L0 = 0 a L1 = 1.Ví
e obe
n¥, kdyº ai je první nenulový £len dané sekven
e, pak Li−1 = 0 a
Li = i. Induk£ní krok za£íná v k = 1.Ne
h´ m ozna£uje nejv¥t²í hodnotu k pro kterou je nutno zm¥nit délkuposuvného registru. Potom m je takové 
elé £íslo, pro které platí

Lr−1 = Lm > Lm−1.Nyní máme
aj +

Lr−1
∑

i=1

f
(r−1)
i aj−i =

Lr−1
∑

i=1

f
(r−1)
i aj−i =

{

0, j = Lr−1, . . . , r − 1
∆r, k = r

.Kdyº ∆r = 0, potom posuvný registr (Lr−1, f
(r−1)(x)) také generuje r-touposloupnost, poté (Lr, f

(r)(x)) = (Lr−1, f
(r.1)(x)). Kdyº ∆r 6= 0, potom musíbýt vytvo°en nový posuvný registr. P°ipome¬m¥, ºe délku registru m¥nímep°i k = m. Tak

aj +

Lm−1
∑

i=1

f
(m−1)
i aj−i =

{

0, j = Lm−1, . . . , m− 1
∆m 6= 0, j = ma z úvodní v¥ty

Lr−1 = Lm = max[Lm−1, m− Lm−1] = m− Lm−1,38



protoºe Lm > Lm−1. Vyberem nový polynom
f (r)(x) = f (r−1)(x)−∆r∆

−1
m xr−mf (r−1)(x)a potom Lr = deg f (r)(x). Protoºe

deg f (r−1)(x) ≤ Lr−1 a deg[xr−mf (m−1)(x)] ≤ r −m + Lm−1,tím dostáváme
Lr ≤ max[Lr−1, r −m + Lm−1] ≤ max[Lr−1, r − Lr−1].Nyní p°ipomeneme v¥tu (6.2), kdyº f (r)(x) produkuje a1, . . . , ar, potom Lr =

max[Lr−1, r − Lr−1]. Nyní musíme dokázat, ºe posuvný registr (Lr, f
(r)(x))tvo°í poºadovanou posloupnost. To m·ºeme doloºi p°ímím výpo£tem rozdíl·mezi poºadovaným aj a výstupem �ltru

aj −
(

−
Lr
∑

i=1

f
(r)
i aj−i

)

=

= aj +

Lr−1
∑

i=1

f
(r−1)
i aj−i −∆r∆

−1
m

[

aj−r+m +

Lm−1
∑

i=1

f
(m−1)
i aj−r+m−i

]

=

=

{

0 j = Lr, Lr+1, . . . , r − 1
∆r −∆r∆

−1
m ∆m = 0, j = r

.Tedy posuvný registr (Lr, f
(r)(x)) generuje a1, . . . , ar. A zejména (Ln, f (n)(x))má a výstupu posloupnost a1, . . . , an 
oº dokazuje v¥tu (6.3). 2V¥ta 6.4 Ne
h´ je v jakémkoli £íselném oboru daná posloupnost a1, . . . , an.Po£áte£ní podmínky f (0)(x) = 1, t(0)(x) = 1 a L0 = 0 ne
h´ jsou následují
írovni
e pouºity pro výpo£et f (n)(x)

∆r =

n−1
∑

j=0

f
(r−1)
j ar−j,

Lr = δr(r − Lr−1) + (1− δr)Lr−1,
(

f (r)(x)
t(r)(x)

)

=

(

1 −∆rx
∆−1

r δr (1− δr)x

)(

f (r−1)(x)
t(r−1)(x)

)

.pro r = 1, . . . , n kde δr = 1 kdyº ob¥ podmínky ∆r 6= 0 a 2Lr−1 ≤ r− 1 platí,jinak δr = 0. Potom f (2t)(x) je polynom s nejmen²ím stupn¥m s vlastnostmi
f

(2t)
0 = 1 a

ar +

n−1
∑

j=1

f
(2t)
j ar−j = 0, r = L2t + 1, . . . , 2t.Celý Berlekamp·v-Massey·v algoritmus je shrnut v Algoritmu 8.39



Algoritmus 8 Berlekamp·v-Massey·v algoritmusVstup: Vektor popisují
í Toeplitzovu mati
i (a0, . . . , an, . . . , a2n−2) a vektorpravý
h stran (−an, . . . ,−a2n−1).Výstup: Vektor °e²ení stran (f1, . . . , fn).1: Ini
ializujme f(x) = t(x) = 1, L = 0, r = 1.2: for r = 1, . . . , n do3: ∆r =
∑n−1

j=0 fjar−j4: if ∆r 6= 0 a zárove¬ 2L ≤ r − 1 then5: δ = 16: L← r − L7: else8: δ = 09: end if10: (

f(x)
t(x)

)

←
(

1 −∆rx
∆−1

r ∆r (1− δr)x

)(

f(x)
t(x)

)11: end for12: Vrátíme vektor konstant polynomu f(x).
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Kapitola 7Záv¥rPoda°ilo se nám nastudovat a naprogramovat ry
hlé algoritmy, které vyu-ºívají vlastnostní Toeplitzovy mati
e. Tyto algoritmy umoº¬ují °e²it r·znéúlohy s men²í asymptoti
kou sloºitostí a pam¥´ovou náro£ností. Díky struk-tu°e Toeplitzovy mati
e lze 
elou mati
i reprezentovat vektorem a tím vý-razn¥ sníºit mnoºství pam¥ti nutné na výpo£et. Vektor má lineární náro£nostna pam¥´, kdeºto obe
ná mati
e kvadrati
kou. Struktura Toeplitzovy mati
enám umoº¬uje efektivn¥ji vyuºít standardní postupy pro °e²ení úloh a tímsníºit asymptoti
kou sloºitost. Také umoº¬uje pouºití metody rozd¥l a panuj,kdy je problém d¥len na men²í problémy aº zbudou jen triviální problémy.Tyto problémy poté jednodu²e vy°e²íme a sloºíme z ni
h °e²ení 
elé úlohy.Problém t¥
hto algoritm· je obtíºné vyuºití paraleliza
e. Na sou£asný
hpo£íta£í
h, které mají ví
e výpo£etní
h jednotek, tak do
hází k neoptimál-nímu vyuºítí jeji
h výkonu. Implementa
e t¥
hto standardní
h úloh (°e²enílineární
h rovni
 - LU, QR faktoriza
e) v systému Mathemati
a je velmiry
hlá. Protoºe námi naprogramované algoritmy nebyly spe
iáln¥ optimalizo-vány pro jazyk Mathemati
a, tak i kdyº mají asymptoti
kou sloºitost men²í,jsou, aº na vyjímku, standardní postupy °e²ení v systému Mathemati
a ry
h-lej²í. Násobení Toeplitzovy mati
e vektorem, realizované pomo
í ry
hléhonásobení polynom·, je ry
hlej²í, neº násobení mati
e vektorem v systémuMathemati
a.P°esnost °e²ení (numeri
kou stabilitu) jsme ov¥°ovali na jednodu
hémp°íkladu. Námi implementované algoritmy m¥li v nejhor²ím p°ípad¥ o dva°ády men²í p°esnost. Nejlep²í výsledek byl p°esný na stejný po£et desetiný
hmíst, ale norma 
hyby byla v¥t²í, neº u algoritmu ze systému Mathemati
a.Tato 
hyba se v jiný
h p°ípade
h m·ºe li²it. Nev¥novali jsme se odvozeníp°esného výrazu pro ur£ení numeri
ké 
hyby, protoºe tato úloha p°esahujerozm¥ry bakalá°ské prá
e. 41



Dodatek AImplementa
e v systémuMathemati
aPopisované algoritmy s testy jsou implementované v systému Mathemati
aa jsou obsaºeny na p°iloºeném CD.
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