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Anotace

Cilem této bakalarské prace bylo nastudovat a naprogramovat v systému
Mathematica specialni algoritmy pro operace s Toeplizovymi maticemi. To-
eplitzova matice je matice se specidlni strukturou (konstantni prvky na di-
agonalach) a proto lze vétSinu operaci s touto matici provadét efektivnéji a
riznymi zpisoby. V této praci byly konkrétné popsany a naprogramovany
rizné algoritmy pro nasobeni vektorem, vypocet determinantu, inverzni ma-
tice a FeSeni linearni soustavy.

Annotation

The objective of this bachelor thesis was to investigate and implement in
Mathematica special algorithms for operations with Toeplitz matrices. To-
eplitz matrices have a special structure (constant values along left to right
diagonals) enabling matrix operations to be calculated more efficiently and
several different ways. This thesis describes and implements various algori-
thms for vector multiplication, determinant calculation, inverse matrix cal-
culation and linear systems solution.
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Kapitola 1

Motivace

Tato prace se zabyva feSenim vybranych operaci s maticemi Toeplitzova typu.
Jedna se o matice se specialni strukturu, kterou lze vyuzit pro névrh rych-
lejsich a méné pamétové naro¢nych algoritmii.

Jedna ze zakladnich tloh je vypocet linearni soustavy rovnic s Toeplit-
zovu matici. Tato tloha se vyskytuje v mnoha praktickych aplikacich jako
identifikace, line4drni predikce, zpracovani signalii, spektralni analyza, samo-
opravné kody a dalsi. V matematické teorii se feSeni této soustavy uplatiuje
pii vypoctu Padeho aproximace.

Reseni linearni soustavy rovnic s Hankelovou matici, kterou lze snadno
prevést na Toeplitzovu matici (viz. ivodni kapitola), se vyskytuje v tloze op-
timéalntho PWM problému ﬂK_u,j_an_e.La.lJ, |201d], ktery je studovan na katedre
fidici techniky zadavatelem této préce a pravé efektivni metody feSeni jsou
intenzivné zkoumany.

Vypocetni ndro¢nost feseni lineadrni soustavy rovnic s obecnou matici je
n3. Pro systém s Toeplitzovu matici byly navrZzeny rychlé algoritmy se slozi-
tosti n?. Konkrétné se jedné o Levinsoniiv algoritmus a jeho modifikace. Tento
algoritmus je zalozen na vyuziti specidlni struktury. Pro feSeni linearni sou-
stavy s Toeplitzovou matici byly dokonce navrzeny super rychlé algoritmy
se slozitosti nlog® n. Tyto algoritmy jsou zalozeny na rychlém vypoctu nej-
vétsiho spole¢ného délitele dvou polynomi , , Bini ,
] (specialni Eukleidav algoritmus) nebo modifikovaném algoritmu pro
vypocet autoregresivniho filtru Mﬁ, M] (Berlekamp-Massay algorit-
mus, téZ pouzivany pro bezpecnostni kodovani). V obou p¥ipadech se jedna
o velmi komplikované algoritmy.




Kapitola 2

Uvod

V této kapitole je uvedena definice Toeplitzovy matice a matice ji velmi
podobné, konkrétné Hankelova matice. Jedna se o druhou matici, kterd se
¢asto pouziva, a kterou lze prevést pravé na matici Toeplitzovu.

2.1 Toeplitzovy matice

Definice 2.1 Teoplitzova matice je libovolnéa strukturovana matice, ktera
mé konstnanti hodnoty podél hlavni diagonéaly. >

Priklad 2.1. Priklad Toeplitzovy matice
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Diky konstantnosti hodnot na diagonéle lze celou matici o rozmérech
m x n zadat jen m 4+ n — 1 hodnotami. P¥i vypoctech nejcastéji pracujeme
se ¢tvercovou matici rozméru n X n a zapisujeme ji ve tvaru

to t tin

1 to

: . .ot
ST

Tuto Toeplitzovu matici lze reprezentovat vektorem

t= [tn—Zatn—la .. 'at—lathtla ce 7tn—17tn—2]-



Hankelovy matice

Definice 2.2 Hankelova matice je matice, ktera ma konstantni hodnoty po-
dél vedlejsi diagonély. >

Priklad 2.2. Priklad Hankelovy matice

QLS O
o QUL o
~ O .9

Hankelova matice se od Toeplitzovy matice lisi jen ve sméru diagonaly, v
jakém jsou konstantni hodnoty.
Prevod mezi Hankelovou a Toeplitzovou matici

Definice 2.3 Reflexni matice je ¢tvercova matice, kterda mé prvky na ved-
lejsi diagondle rovny jedné, ostatni jsou nulové. >

Priklad 2.3. Priklad reflexni matice rozméru 3 x 3
0 01

010 |. (2.1)

100

Reflexni matice ma nasledujici vlastnosti

J=J" (2.2)

J=J" (2.3)

Tedy reflexni matice je sama sobé inverzi a symetrickd. Déle reflexni matice
obraci poradi prvka ve vektoru

aq Qg
J. = ,
Qg aq
J-(a1 ak):(ak CLl). (24)

Tvrzeni 2.1. Toeplitzova matice je je persymmetrickd

E.Ty, = T E. (2.5)



Diikaz tohoto tvrzeni je nasledujici.

Dikaz:
to t_q t pi1
t to l_kio
BT, = | E) , Ej . , , Ej . =
L1 lp—2 to
TT
tp—1 lp—2 to

= ) ) ) EgT Ek =

t to T _kio

to t_l 7f—lc—}—l

T
trp—1 1 to
th—2 Lo t1
= Ek ) L) : ) Ek =
to U k+2 U1
T

to l_k+2 lkt1

= S o : Ey, =TI E,.
lp—2 to [
tr—1 131 to O
Pro inverzi plati
ET =T, TE. (2.6)

Diky témto vlastnostem, miizeme pievadét mezi Toeplitzovou a Hankelo-
vou matici. Nékteré vlastnosti vyuzijeme i v algoritmech uvedenych dale.

Tvrzeni 2.2. Méjme Hankelovu matici H, Toeplitzovu matici T a reflexnt
matici J. Poté plati ndsledujici turzeni

T=HJ H=TJ,
T=JH H=JT.

Dikaz: Méme T = HJ, dosadime za matici H = TJ, ¢imz dostaneme
T = TJJ. Diky rovnosti J = J~! dostaneme T = T.
Diikaz druhého tvrzeni je obdobny. a

Poznamka 2.1. Pri prevodu matic musime pamatovat na to z jaké strany
jsme nasobili Hankelovu/Toeplitzovu matici. Pokud by jsme na to zapomnéli
a nasobili ji z druhé strany rovnost by neplatila. |



V nésledujicich kapitolach rozebereme riuzné algoritmy, které vyuzivaji
Toeplitzovy matice. Pomoci polynomu ukazeme rychlé nasobeni Toeplitzovy
matice vektorem. Dale ukazeme rychly vypocet determinantu. Budeme se
také vénovat vypoctu inverzni matice k Toeplitzové matici a nakonec probe-
reme nékolik zpusobu feSeni soustavy linearnich rovnic.



Kapitola 3

Nasobeni Toeplitzovy matice
vektorem

V této kapitole popiseme rychly algoritmus pro nasobeni Toeplitzovy matice
vektorem. Jeho naro¢nost je nlog(n). Tento algoritmus je zalozen na rychlém
nasobeni polynomu [Panl, 2001, kap. 2.4].

Pokud si postup pro nésobeni polynomii rozepiSeme pomoci matic, do-
staneme nasobeni matice vektorem. Tato matice bude Toeplitzova. Postup
pro nasobeni polynomu je jednoduchy, kazdy koeficient levého polynomu
nasobime kazdym koeficientem pravého polynomu. Vektor tvoii koeficienty
pravého polynomu. Matici vytvoiime z koeficientu levého polynomu. Pocet
sloupcii matice je dan stupném vysledného polynomu, jez se rovna souctu
stupni obou polynomi. Do prvniho sloupce matice napiSeme koeficienty
polynomu pod sebe a spodek doplnime nulami. Do druhého sloupce napi-
Seme také koeficienty levého polynomu, ale posuneme je o jeden Fadek dolu
a do prazdného mista napiSeme nulu. Po zapsani vSech sloupct by v prvnim
sloupci méli byt koeficienty polynomu nahote a v poslednim sloupci dole.
Poznamenejme, 7Ze tato matice se nazyva Sylvesterova matice.

Priklad 3.1. Zde je rozepsano nasobeni dvou polynomii standardnim i ma-
ticovym zapisem

(alx + (lo) . (blfL‘ -+ bo) = alblxz -+ (a1b0 -+ a,obl) T+ a,obo,
ay 0 b a1b1 (SL’2>
ap ai | - (bl) = a0b1 + a1b0 (SL’)
0 ao 0 (lobo (1)

Pocitejme tedy rovnici w = Uv, kde U je Sylvesterova matice (specialni
Toplitzova matice - nuly v rozich), jejiz vytvoreni jsme popsali vyse, a w, v

7



jsou vektory

Uo 0
Wo Uy
wq
Uo Z?
U o e Up
Wm+n
0 U,

Tato rovnice je ekvivalentni nasobeni polynomii, jak jsme si jiz ukazali.
Pravému polynomu odpoviva vektor v a druhému Sylvesterova matice. Tento
maticocy zapis lze vyuzit k vyraznému urychleni nasobeni dvou polynomn,
resp. nasobeni Toeplitzovy matice a vektoru.

Sylvesterova matice v rovnici (BJJ) je specialni Toeplitzova matice, protoze
mé nuly v rozich. Stfed této matice od (n + 1) az po (2n + 1) Fadek je
vSsak obecna Toeplitzova matice. Diky tomu lze tento algoritmus vhodnym
rozsitenim pouzit pro jakoukoli matici.

Tedy naspobeni dvou polynomii je ekvivalentni nadsobeni Toeplitzovy ma-
tice vektorem. Tedy pokud umime efektivné nasobit dva polynomy, pak
umime i efektivné nasobit Toeplizovu matici vektorem. Jeden efektivni al-
goritmus pro nasobeni dvou polynomu je uveden v nésledujici kapitole.

3.1 Nasobeni polynomii

7 teorie o polynomech zname rychlé metody pro operace s témito objekty.

Megjme polynomy w a v o stupnich m a n a spo¢téme vysledny polynom
p vznikly jejich pronésobenim. DFTy a tDFTy znaci diskrétni fourierovu
transformaci a inverzni transformaci délky N. Volné misto doplnime nulami.

Tento rychly algoritmus muze byt pouzit pro vypocet ndsobku nékolika
polynomii, nebo pro nasobeni polynomi s vice proménnymi. V tom ptipadé
vSak nemad zadny vztah s Toeplitzovymi maticemi a prepsani tohoto nidsobeni
do maticové rovnice vede k obecnym maticim.

Polynom stupné n, je pevné uréen hodnotami v n+1 bodech, [Ol§ak, 2008,
véta 11.11]. Pokud checeme spoéitat hodnotu vysledného polynomu v néjakém



bodé, muzeme tuto hodnotu spocist vypoc¢tem hodnot obou polynomi v
daném bodé a jejich pronasobenim. Tedy p(z) = u(x)v(z). Pro pfesné ur¢eni
vysledného polynomu tedy musime spocitat hodnoty v m + n + 1 bodech.
Na Diskrétni Fourierovu transformaci se Ize divat jako na vypocet hod-
noty polynomu v bodech na jednotkové kruznici, kde koeficienty polynomu
jsou transformované hodnoty. Jeden ¢len transformace se vypocita takto

D(n) — d<k)e(zn27r/N)k — d(k)wk, W= ein27r/N.

Jednéa se tedy o vypocet polynomu v konkrétnim bodé.

Na vypocet diskrétni Fourierovy transformace muzeme také hledét jako
na vypocet maticové rovnice P = Qp, kde p a P jsou vektory obsahujici
transformované a puvodni hodnoty a €2 je transformac¢ni matice definovana
jako .

_ L (—i2r(k)()/N

0= L ()

N oznacuje délku vektoru p, k =0,1,....n—1al=0,1,...,m — 1 ozna-

¢uji pozici v matici. Invezni Fourierovu transrofmaci muzeme pocitat jako

p = Q7 'P, kde Q7! je matice inverzni k Q. Diky tomu miZeme vypo-

¢itat koeficienty polynomu z hodnot ziskanych vypoc¢tem diskrétni Fourie-

rovy transformace. V predchozim odstavci jsme ukazali, ze diskrétni Fourie-

rova transformace vypocita hodnoty polynomu v danych bodech, tak in-

verzni transformace vypocita koeficienty tohoto polynomu. Protoze plati
QO '=E Qp=P, Q' Op=Q"'P.p=Q"'P.

V tomto algoritmu tedy pomoci Fourierovy transformace vypocitame
hodnoty obou polynomi v n + 1 bodech na jednotkové kruznici. Vysledné
hodnoty v téchto bodech pronésobime, ¢imz dostaneme hodnoty vysledného
polynomu. Pomoci inverzni Fourierovy transrofmace dostaneme koeficienty
vysledného polynomu z jeho hodnot danych v n + 1 bodech.

Jedné se tedy o interpolaci polynomu na jednotkové kruznici. To odpovida
vypoc¢tu DFT. Obracenému postupu odpovida IDTF.

Pravé popsany algoritmus je shrnut v Algoritmu [II

I



Algoritmus 1 Rychlé nasobeni polynomi

Vstup: Vektor koeficientu polynomu u a v.
Vystup: Vektor koeficientii vysledného polynomu p = u - v.

1: h = [logy(deg(u) + deg(v) + 1)], N = 2"
2: U= DFTy(u),V = DFTy(v)

3: Pj:Uj‘/j,jZO,l,...,N—]_

4 p=iDFTy(P)

10



Kapitola 4

Determinant Toeplitzovy matice

Nyni se budeme vénovat vypoctu determinantu obecné Toeplitzovy matice
pomoci Levinson-Durbinova algoritmu, jehoZ podet operaci bude O(n?). Pro
vice informaci viz. [Golub and Van Loan, [1996].

4.1 Levinson-Durbintv algoritmus pro deter-
minant

Toeplitzovu matici si zapiSeme v blokovém zapise

T JEv
Thyr = ( Ufl}k lzok ) ; (4.1)
kde
t_1 11
Vi = , U, =
t_p [

J je reflexni matice (21]) o rozméru k x k

0 1

4.1.1 Schurtv doplnék

V tomto algoritmu se vyuziva pro vypocet Schuriv doplnék. Pro blokovou
matici, kterd je definovana jako

11



(@ 5)

Potom Schuriv doplnék pro blok A je definovan jako

D—-CA'B.
Pro determinant Schurova dopliiku plati nasledujici tvrzeni
A B _
det ( c D ) = detA - det(D — CA™'B). (4.2)

4.1.2 Rekurzivni vypocet determinantu
Aplikovanim rovnice () na matici ({I]) dostaneme
detTyy1 = detTy - det(to — ukaTk’levk) = detT} - (to — ngk’luk).

Posledni tpravu ziskdme naslednym aplikovanim vlastnosti reflexni matice

22

. - 8 . .
quka 1Ekvk = U Tk TEkEkUk = (Tk 1uk)Tvk = Ung 1uk.

Posledni tiprava plati protoze vysledkem je skalar a diky tomu miizeme pouzit
nésledujici rovnost

(T,;luv) v = ((Tkluk)Tvk)T = ng,;luk.
Determinant Teoplitzovy matice T,, spo¢teme rekurzi
detTF! = detThay, k=1,...,n—1,
kde

o = to — v} T}, .. (4.3)
Budeme rekurzivné pocitat determinanty matic, dostaneme
prok=1,23....n—1
detT) = det (to) =1y,
detTy = detTiay = to(to — vi T 'uy) = to(to — t_1ty'ty),
det Ty = det Thay = det To(ty — vl T tuy)

to to\ ([t
“toto- ') (- (2 40)7 (1)),

n—1

detT,, = detT,_i10,-1 =t H .
k=1

12



Problém algoritmu spoc¢iva ve vypoctu inverzni matice ve vyrazu pro
ag, k=2,...,n—1, ktery je slozity pii standardnim postupu vypoctu.

4.1.3 Vypocet inverze ve vyrazu o
Pro vyraz a =ty — v,{T*Iuk zavedeme proménné

xy, = T, uy, (4.4)
ye = Ty oy, (4.5)

Potom plati
-1
Trp1 = Ty Ukqt,

-T
Yk+1 = Tk+1vk+1.

Nyni xxy1, yrr1 budu hledat ve tvaru

T — % Y — Y
x = , = .
k+1 ( Vi1 ) Yk+1 (wk+1 )

(SL’k — SL’) . ( Tk Ekvk) ! ) ( U )
Vi1 — \ulE. o b1 )’
ut By to V41  \tes1 )
Po roznasobeni predchozi maticové rovnice dostaneme dvé rovnice o dvou
neznamych x a vy,

Tedy pro zjq

Thxy — Thx + EpvpYee: = U, (4.6)

qukxk — UZE]Q.T —+ t07k+1 = f}k+1. (47)

Z rovnice (L0 a tprav, které jsou oznaceny nad rovnosti, spoc¢teme

v =T, ' T+ T, Eyopyen—T, 'ue - = 2+ Ty P Erog e —or = Ty Ervg i -

Vyraz

- 22 - &9 . . r, B3
Tk: 1Ek’Uk = EkEka 1Ekvk = Eka TEkEk’Uk:Eka TUk = Ekyk7

13



tedy
T = Ye+1 Lk Y- (4.8)
Z rovnice () a po dosazeni (L) spocteme
tk+1 — u;‘gEkxk . tk+1 — UZEkSL’k

Yre+1 = T =
to — Uy Yk Qy

Protoze

(ED) _ _ T
to — u;‘gyk ="ty — ugT Tor = to— ((Tk 1uk) vk)

Podobné dostaneme pro yi.1

Yy = Wi,
T
tp—1 — v Exye

W+l = o
k

4.1.4 Rekurze a4

Nyni spocteme rekurzivni vztah pro ay, pro které plati [3). Po aplikaci
([EA) dostaneme
ap =ty — v,z:ck.

Pro k£ + 1 plati

Ty — FE
o = =i == (F ) (2
—v} Egyr 4+t 1

T
= o — Vp Tk — Vh+1 ap =
O

to — vl{xk
= Qg \ —— — YVk+1Wk+1 | =
(6773

= ap (1 — Yrgp1Wit1) -

Takto popsany algoritmus je shrnut v Algoritmu

14



Algoritmus 2 Vypocet determinantu Toeplitzovy matice

Vstup: Toeplitzova matice T}, o rozmérech n X n.
Vystup: detT,

Uy = (t,l t,n)T

Uy = (t1 tn)T

o = to — vlto_lul

r = tflul

Y1 = tflvl

cfork=1,...,n—2do

T
tk+1—U£Ekl‘k _ tpp1—uy FErxy

to—uj Y o Qg
t_p—1—f Exy

A A

Ve+1 =

Wk+1 = o
9 apy1 = ap (1 — Vep1Wps1)

T — E
10: Tril = E— Ve+1LkYE
Vik+1
Yk — Wer1 Brxy
H: Ypyr = ( * )
Wk+1
12: end for

13: det T,, = t, HZ;% ay

15



Kapitola 5

Inverzni matice k Toeplitzoveé
matici

V této Casti popiSeme nejprve postup pro vypocet inverze dolni trojihle-
nikové matice [Pan, 2001, kap. 2.5] a poté algoritmus pro vypocet inverzni
matice a souc¢asné determinantu obecné Toeplitzovy matice [Panl, 2001, kap.
5.2].

Inverzni matice, k ¢tvercové matici A je definovana jako AA™! = E.
Poznamenejme, 7e v piipadé Toeplitzovych matic, nemusi byt (a ¢asto neni)
inverzni matice znovu Toeplitzova matice, ale je vzdy persymetricka.

5.1 Inverzni matice k dolni trojihelnikové To-
eplitzové matici

Tento algoritmus patii do kategorie rozdél a panuj. Pokud mame regularni
dolni trojuhelnikovou Toeplitzovu matici n x n

to O 0

o |t 0
t1 to O
ty t1  to

Prvek ty musi byt rozdilny od 0. Pokud by to neplatilo, matice nebude regu-
larni a nebude mit tedy inverzni matici. Pro tuto matici definujeme inverzni

matici Y .
T 0\ T-1 0
Y — — . —1 -1 —1 .
Ty T, T\ T, T~ Ty

16



V této matici je submatice Tj obecna Toeplitzova matice, 7" a T jsou dolni
trojihlenikové Toeplitzovy matice. Rozméry matice T jsou [K/2] x [K/2]
a Ty ma velikost | K/2| x | K/2]. Pro sudé K plati rovnost 7" = T3. To zjed-
nodusi vypocet inverzni matice, protoze T-' = T; . Pokud je K liché, tak
T, je submatici T a T, ! je stejnou submatici T~!. TakZe v obou piipadech
staci spoc¢itat inverzni matici pro 7', na tu lze opakované pouzit tento algorit-
mus dokud nebude matice T" velikosti 1 x 1. Tato matice je rovna prostému
¢islu a neni problém pro ni spocitat inverzni matici, kdy se jedn& o prostou
obracenou hodnotu ¢isla. Zpétné tak mohu dopocitat celou inverzni matici

to 0 0
to 0

tn to 0

0 ¢t - t 0

0 0 & ... to

Tento algoritmus je shrnut v Algoritmu Bl

Algoritmus 3 Inverzni matice k dolni trojihelnikové Toeplitzovy matici
Vstup: Toeplitzova regularni dolni trojihelnikova matice M o rozmérech
n X n.
Vystup: Inverzni matice M L.
1: if Rozmér M =1 x 1 then

1 1

2: M1 = 3(0,0)

3: else

4@ M = o Tak aby platilo pro rozmér T[n/2] x
T, T,

[n/2],Ti[n/2] x [n/2].

5:  Vypocteme inverzni matici pro T, pomoci tohoto algoritmu, dostaneme

T-1.
6:  Z matice T~ vezmemu submatici o rozmérech 7} a tim ziskame matici
Tt
T-1 0
: M-t =
! ( TG Tt T )
8: end if
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5.2 Inverze obecné Toeplitzovy matice

Pomoci tohoto algoritmu miuzeme najednou spocitat determinant inverzni
matice i samotnou inverzni matici.
Obecnou regularni matici n X n muzeme rozlozit na

My Moy,
M= , 5.1
( My My, ) (5.1)

kde blok My je regularni matice o rozméru k x k. Tuto submatici nazyvame
vyvazenou pokud plati &k = [n/2]. Muzeme ji rozlozit pomoci vzorce

- I 0 My 0 I My My,
M_(MmMO‘Oll)(O S)(O I - B2

I —MIIM, M0 I 0
-1 _ 00 01 00
M = ( 0 I ) < 0 St ) < — MMy T ) o (53)

kde je matice S definovana jako Schuriv doplnék (viz. strana [[T])
S - M11 - MIOM(;(]IMOI- (54)

Ptedchozi vztah lze pouzit pro vypocet inverzni matice v nasledujicim Algo-
ritmua zaroven vztah ([£2) na strané[[2 pro vypocet determinantu inverzni
matice.

Algoritmus 4 Inverze Toeplitzovy matice a jeji determinant

Vstup: Regularni Toeplitzova matice M.

Vystup: Inverzni matice M ~! a determinant inverzni matice det M 1.
1: if Rozmér M =1 x 1 then

_ -1 _ _1 -1 _ _1
22 M= M0 @ det M~ = N00)
3: else
Mo Mn . " . ,
4. M= Na submatici My, pouzijeme algoritmus @ pro vy-
My My

pocet My,' a determinantu det My,
5: S = M11 - MlOMQ_()lM01
6: Pomoci algoritmu H spo¢teme inverzni matici S~! a jeji determinant

det S~ 1.

I —MZIM, MY 0 I 0
. X -1 _ 00 +401 00
7:  Spocteme M ( 0 7 ) ( 0 g1 ) ( MMt T

a determinant det M ! = det S7! - det M,'.
8: end if
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Kapitola 6

Reseni soustavy rovnic s
Toeplitzovou matici

V této kapitole nejprve popisene rychlé algoritmy pro specialni piipady sou-
stav rovnic [Blahut,, 2010, kap. 7.1] a [Blahut, 2010, kap. 7.1]. Poté nasleduje
metoda pro soustavu s obecnou Toeplitzerovou matici [Golub and Van Loan,
1996]|. Na zavér se budu vénovat FeSeni zaloZzeném na Euklidové algoritmu
[Blahutl, 2010, kap. 7.1].

Jedné se diilezitou a casto feSenou tlohu, proto je navrhnuto mnoho riz-
nych algoritmu feSeni. Resf se rovnice Ax = g, kde A je ¢tvercovd ma-
tice soustavy, g jsou pravé strany a x je vektor hledanych teseni. Moznosti
je spoditat inverzni matici A~ a vektor pravych FeSeni spocitat vypoctem
x=A"'g, nebo pouzit Gaussovu eliminaci a dalsi QR, SVD nebo Choleského
faktorizace pro symetrické matice. Tyto feSeni maji standardni vypocetni né-
ro¢nost n3. Pro nékteré aplikace, kde matice soustavy méa na diagonale 100
a vice prvki musime nalézt efektivnéjsi zpusoby fesSeni.

6.1 Levinsoniiv algoritmus

Tento algoritmus je iterativni a pracuje se symetrickou Toeplitzovu matici

Qo ay az ... QAp—2 | dp—1 To 9o

ay Qg a; ... QAp-3 | ap-2 T 251

as aq ay ... Qp—q | ap-3 T2 g2
ap—2 0p-3 Qp—g ... ao 51 Tp—2 gn—2
Gp—1 OGp-1 Qp-3 ... ay Qg Tpn—-1 9n—1
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Pouzitim matice J rovnici miZzeme upravit
Ax =g,

JAJIx = Jg.

Protoze je matice A symetricka plati

JAJ =A,
AJx =Jg.
Diky tomu miizeme napsat
ag a Az ... Qap-1 Tp—1 9n—1
51 g a1 ... Qap—2 Tp—2 gn—2
a9 aq ap ... Qap—3 : — .
I g1
Ap—-1 Ap—2 ce ag Lo 90

Algoritmus pracuje se submatici matice A, ktera je dana

Qo a; a2 ... QAr_1

aq apg ay ... QAr_9

A(T) — a9 ay Aag ... Qp_3
[ Ce Qo

Umazeme tedy n — r sloupcti z prava a stejny pocet radki od spodu matice.
Levinsoniv algoritmus je itera¢ni algoritmus, postup iterace znac¢i pro-

Ny

ménna r. V kazdém kroku r vyfe§ime r-tou rozsifenou soustavu

a a; a T ¢ o
0 1 Q2 r—1 xg’) %

aj apg A1 ... Qp_2 :L’(T) g
1

a ay agp ... Qp_3 1 — ’

(r)
-1
[ Ce Qo Tro1 9r

kde index r ve vektoru x() oznacuje feSeni r-té rozsitené soustavy. Vektor
x(") Fedi rozsifenou soustavu, nefesi viak ptvodni soustavu a je rozdilny od
vektoru x, ktery resi puvodni soustavu.
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Tento algoritmus zavadi ¢tyfi pracovni proménné, t¥i jsou skalary a.., 5., v,
a vektor délky r pojmenovany t). Tyto proménné, .., Gy, v,, t") spliji pro
kazdé r rovnici

Qg ai as oo Qpq i (a8
aq Qo aq coe Qp_9 {L‘Y) 0
Qs ax apg ... Qr-3 : = . (6.1)
Qr_1 QAr_9 QAp_3 ... agp «T(r)l 0
r—

Vektor na pravé strané je nulovy, az na jeden prvek «,. Dalsi krok iterace
rozsiti predchozi iteraci tak, aby platilo

Qo ay Ay ... QAp_1 a, o 90
T
ay Gy air ... Gp_2|0ar_1 x§ ) g1
= )
Ar_1 Gp_2 ) ay g;ﬁil Gr—1
ay Apr_1 R ai ap 0 Yr

ktera definuje v, a

t(r)
QAo ay Ao ... Qp_1 Qpr 0 Qe
a ag a a a #r) 0
1 0 1 --- n—2 r—1 1
. = ’
Ar_1 Qp_9 A ap ai t(r)l 0
re
ar  Gr_q R 0 B

ktera zavadi 8,. Kdyz plati v, = g, a 3, = 0 tak x"*+D a t"*! jsou stejné jako
x(" a t(). Pokud toto neplati musi byt x™ nebo t) do tvaru x"*+D a t7+1.
Nejprve inicializujeme proménné pro r = 1, poté predpoklddame splnéni
pro r — 1 a musime ukazat zptisob, jak rovnice splnit pro r. Jedna se tedy o
prostou matematickou indukei.
Pro dalsi vypocty zavedeme tyto rovnice

ap a ay ... a,_i a (0) Y
T
ay Qg ar ... Gp_2 Qr—1 Tr_q Gr—1
. = )
T
Ar—1 Gr-1 cee Qg aq :Eg ) 251
ar  Qr—1 e Qo xgr) 9o

21



ap ai a2 Qr—1
ap  ay ap Ur—1 Qr_1 tﬁrf)l 0
Ar_1 Qp_9 C Qg ai tgr) 0
ay  Qp_1 o ag t(()r) o
7Z técho rovnici ur¢ime dalsi iteraci. Necht
tg+ ¢ 0
tYH) tY’ t@1
: =k : + ko ,

iy t, )

(r+1) t(r)

r 0

pro né&jaké konstanty ky a ko. Tim, Ze doplnime nulu nejprve na konec vektoru
a poté na zacate prodlouzime vysledny vektor na pozadovanou délku. Pro
tento rozgireny vektor musime splnit rovnici (E1), ktera rozepsana vypada

t(r-i—l)
Qo a1 Qr 0 L Q. ﬁr Qg1
aq Qo Ap_1 tgr+ ) 0 0 0
o ' =R R =]
Ay Qp_o ... a1 tyfll) 0 0 0
ar Q1 ... Qg t§]’+1) 0, Q. 0

kde musime zvolit proménné k; a ko tak, aby to splnilo podminku z rovnice

ET), ktera zni
0= klﬁr + k’QO[r.

Zvolime k; = a, a ky = —f3,. Potom a,; = kia, + ko3, = a? — 32. Tim
mame dokoncen jeden krok iterace.

Av8ak muzeme vybrat rozdilné ki, které nam da rozdilnou numerickou
presnost. Kone¢né méjme

xgurl xg») (1)
.§L’§T+1 SL’Y) t7(nr_+11)
=] s R ],
xﬁiﬁl :Ef,r_)l tYH)
2t 0 t(()rJrl)
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kde konstanta k3 neni je$té urcena, poté

r+1
ay ap ... Gy xé 1) 90 0 9o
a,  ay ... Qp_q xYJr ) g1 0 g1
= R s =] |
Qr—1 RN 5] xf,rjll) 9r—1 0 9r—1
Qy <o Qo :L,ST-H) Yr (C78E| Gr

kde pro ziskani rovnosti na pravo, zvolime k3 tak aby

Yr + k305r+1 = gr.

To dokon¢i iteraci.

V samotném vypoctu algoritmu nemusime vytvaret vSechny submatice.
Algoritmus je prehledné zapsan v Algoritmufl Funkce rev otac¢i poradi prvku
ve vektoru.

Algoritmus 5 Levinsonuv algoritmus

Vstup: Vektor popisujici Toeplitzovu matici (ao,...,a,_1) a vektor pravé
strany (go, - -, gn—_1)-

Vystup: Vektor feSeni (zg,..., T, 1).

. Inicializace r = 1, xél) = go/ao, tél) =1,0q = ag.

:forr=n-1do

Spotteme pracovni konstanty 8, = > o a;ity_i, v =y

Rozsitime vektory t a x

T

i=0 A;Tpr_j.

t(r+1) _ (Oért(r)7 0) — (ﬁrrev(t(r)), 0)

2D = (200 0) + Ir 7 e (40D,

5. Vypoc¢teme nésledujici o, = a? — 32
6 r=r+1

7. end for

8: Vratime vektor z.

Naro¢nost toho algoritmu je n?, protoze priichod kazdou smyckou je
umérny velikosti 7 a ma n prichodu smyckou. Nesmime béhem vypoctu délit
nulou, to vede k chybé algoritmu. Tato chyba nastane vSak pouze pokud je
néjaka submatice singularni.

V komplexnim oboru neni symetrycka matice piilis casta. éastéjél’ je her-
mitovsky sdruzend matice.
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6.2 Durbiniv algoritmus

Pokud prava strana rovnice mé specialni tvar b = (aq, as, . .

. a,)T, mizeme

pouzit lepsi algoritmus, zndmy jako Durbintuv algoritmus. Pro pouziti toho
algoritmu predpokladejme symetrickou matici a vektor pravych stran sloze-
nou z ¢asti Toeplitzovy matice v nasledujicim tvaru

Qo a1 a2 Ap—2 | Qp—1 Zo

a Qo a1 Ap—3 | Ap—2 X

a2 a1 Qo Ap—q | Ap—3 X2
p—92 Gp-3 Op—4a Qo a1 Tp—2
p—1 Gp—2 Gp-3 a1 Qo Tn—1

a
a2
as

Ap—1
Qn,

Bloky matice ukazuji, postup iterace, na kterém je algoritmus zalozen.
Vektor pravych stan je slozen z prvku Toeplitzovy matice. Algoritmus umoz-
nuje ziskat vysledek za polovinu ¢asu, protoZze se polynom ¢(x) nemusi po-
¢itat. Prava strana této rovnice by mohla byt omezujici, ale tato rovnice se

pouziva pii spektralni analyze.
V kroku r fesime zkraceny problém

x(r)
Qo ay Qg Ar_1 0
T
ay ag a1 Qr—2 x§ )
Qr_1 QApr_9 e Qo x(r)
r—1
Dalsi krok iterace zatneme rovnici
Qo ay a2 Qr_1 | Ay
a1 Gy Ar—2 | Qr—1
Ar_1 Ar_9 Ce Qo aq
Q. [ Ce aq Qo

ai
a2
a3

Qy
Tr

ktera definuje ~,. Iterace musi vypocist x(") tak aby ~, byla rovna a,.
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Necht je x"+1) dan jako

W\ (0 2, 0
xngrl) xgr) xfnr_)Q 0

: =  [+k]| ¢ | +06]:
2t 2" 2 0
2"ty 0 0 1

Kdyz mizeme vybrat k, a (3., tak abychom dostali pozadovanou formu,
méame dobry algoritmus. Zvolme

S
1=1

’}/;‘ = — il‘gr)al,
=1

potom
(r+1)
Qo Qr_1 | Qp l‘(() )
r+1
al e a7-73 CLT ‘/El
1
Qr_1 ... Qo ay $5~7;+1 )
r+1
a, ai | ag ;1:7(» )
ai Q. Qr aq
a2 Qr—1 Qr_q
= - - kr + ﬁr = -
Gy
Qy ay ay
/ Q41
Yr Vr Qg
K ziskani feSeni musime zvolit k, a 3, tak, aby platilo
kr— 3. =0
a

—Vr — kr/%/« + ﬁrao = —Qpy1-
Tudiz k. = G, a
ﬁ _ (arJrl - 77’)
' (@ —)
S témito rovnicemi se FeSeni r-té iterace zméni na feseni (r+ 1)-té rovnice.
Proto mize byt prvni feseni rekuzivné dopocitdno do n-tého feseni. To je cely
postup Durbinova algoritmu, viz. zapis Algoritmus B

25



Algoritmus 6 Durbiniiv algoritmus
Vstup: Vektor popisujici Toeplitzovu matici (ao, . .., a,_1) a pravou stranu
(a1, ... an).
Vystup: Vektor feseni (z1,...,z,).
1: Inicilalizujeme r =1 a x(()l) = —ay/ag.
2: for r <n do
3:  Vypocitame pomocné proménné

S
=1

V== i ngr)ai
=1

4: ﬁr — _ar—lf;‘{r
ao—,
5. 2t = (20 + Brev (), 5,)
6 r=r+1
7: end for

8&: Vratime vektor z.

6.3 Levinson-Durbiniiv algoritmus

Tyto algoritmy mizeme rozsitit na obecné Toeplitzerovy matice a libovolnou
pravou stranu

Qo ai az ... Qp—2 | ap—1 Zo 9o
a1 ag a; ... Gp—3|ap—2 T 51
a2 Qa—1 ayg ... GOp—4a|0ap-3 T2 g2
= , (6.2)
ag—pn A3—n QA4-—p ... ) ai Tp—2 Jn—2
ai—pn A2—p a3—p ... (A1 Qo Tp—1 9n—1

avsSak za cenu vyssi vypocetni naroc¢nosti.

6.3.1 Vypocet “forward” a “backward” vektori

Pro tento algoritmus potiebujeme vypocitat vektory s jejich pomoci spoc-
teme dalsf krok iterace. Vektory f* (“forward”) a b* (“backward”) jsou defi-
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novany jako

1 0
(r) 0 :
T(r)f(r) _ el” — | ,T(”b(”) _ eﬁf) =1, (6.3)
: 0
0 1

kde T je submatice Toeplitzovy matice o rozméru r X r

1(7") bgr)
ff=1 = =1 :

.7") .r

o)\

Méjme “forward” vektor £V, ktery spliiuje rovnici

=0 =1 = egr—l).
Nyni tento vektor =Y rozsifme, tak aby spliioval rovnici
T F0) = ¢t

Toto rozsifeni provedeme rovnici

Qr—1
7 (f(r—l)) _ T(r=1) (f(r—l)) _
0 a 0
ayl_p e a_q Qo
1 (6.4)

T(rfl)f(rfl) egr—l) 0

a (Z:;ll ailfi(r_l)) e ) 0

(r)

€
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Pro “backward” vektor b7~V chceme také splnit podminku TMp") = )

ag aq Ap_q
a_1 0
@ ( 0 \_ _
T (b(r_n)— : T0-1) (b(r—l))_
a1—r
e 69
0
r— r— (r—1)
_ Zizlai—r—l—lbg Y _ [ % _ .
—( T-nye-h ) = (e ) =
" 0
1

Na egcr) a el()r) se lze divat jako na chybu, kterou musime odstranit, aby platila

rovnost (B3). Jestli budou ob& hodnoty rovny 0, tak jsme nagli £ a b(").
Budeme je hledat ve tvaru

(r—1) (k=1)
£ = o (f 0 ) + By (b(ro—l)) b =y, (f 0 ) + B (b(ro—l)) , (6.6)

kde ay, Bf a ap, [y jsou neznamé parametry. Z definice (E3)) plyne rovnost

(r=1) 0 .

(r—1) 0
T =7 (ab (f 0 ) B (b(r_l))) -
(r—1) 0
g (f ; ) L5, (1)(7‘—1)) =M. (6.8)

Podle rovnic (4), (E3) mize rovnice (67), (E8) dale upravovat

(") £(r) el Y e ")
T f "= Qg (r) + ﬁf l()rfl) =€,



Tyto rovnice mizeme maticové zapsat jako

-1 )
e g (af ab) = (e )
& eV ) \Br L

T

a pokud tento vyraz rozepiSeme, dostaneme

1 & 10

0 0 0 0 ")

. . (Oéf Oéb) _ . o 1 € (Oéf Oéb) (1 0) '
o By B - PO By B)\0 1
0 0 0 0

& 0 1

Tato rovnice se d& vyresit

ay Qp\ 1 61(;) 10 . 1
Br By 1 )J\o 1) T T

Nyni mizeme spocitat £ a b, tak aby platilo B Pro r = 1 plati

1
T fO =1 = qgz® =1 — 2 = e

Y

THEW =1 — gV =1 — 2 = 1
Qo

6.3.2 ReSeni linearnich rovnic

Resime soustavu rovnic definovanou v (G2). Jedna se opét o iterativni algo-
ritmus. Za¢neme vypoc¢tem prvniho prvku pro » = 1, dostaneme
(2}
to

Tim mame zajistén pocatek, nyni musime najit zptsob, jak FeSeni ziskat
z kroku r — 1 pro krok r. Dostaneme rovnici

TO0 =y 420 — g s 20 =

Ar—1
o) (xv—w)_ TC ay (x<r—1>)_
0o ) : 0o )

a1—p Ao_p ag

T(r—l)x(r—l) y(rfl)
:<(a1r a,l)x(r_l) = Eg) , (6.9)
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kde ) = (a1 ... aq)a™D =30 ar,ixl(-rfl) je n&jaka chyba, kterou
musime odstranit. Pouzijeme k tomu “forward” a “backward” vektory, které
jsme spocitali v ¢asti (G231)). Z definice (B3) pro vektor b plati

0

TR — o) — |
T

0

1

Kdy# tuto rovnici prenasobfme &slem (y, — €\)) a secteme s rovnici (1),

dostaneme

0
(r—l) (7"—1)
e (x 0 ) + (yr + NTOH = (y (r) ) + (g, + )T
€x 0
1

Sec¢teme a upravime obé strany a vysledek je

(r—1) (r-1)
T ((x . ) + (yr+e§§))b(”) = (yy ) . (6.10)

Zavorka na levé strané odpovida fesenf ("), piedpis feSeni tedy je

(r=1)
2 = (w 0 ) + (yr + €,

Cely Levinson-Durbintv algoritmus je shrnut v Algoritmu [
Poznamenejme, jestlize je matice symetricka, tak “forward” i “backward”
vektor jsou identické.
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Algoritmus 7 Vypocet feSeni x soustavy Tx =y
Vstup: Toeplitzova matice T™ a vektor pravych stran y.
Vystup: Vektor ieSeni x.

1

c f = L
L) — 1
L0 _m

- for r :CLOZ do n do
r r—1 r—1 : =
el = >ic1 ai—lfz’( )= (ar—l ar_2 al) fo

r r—1 r—1 : r—
6: eﬁ;) = Zi:l az‘—r+1b§ ) = (a,l a_s CL77~+1> o=

. (ry r—=1 (r—1) .
T € =) 4Ty =\a,_1 a2 @

(r—1) () 0
8: <">=—1r(f )+ f()
f 176; )el(; ) 0 176; )El(; ) b( 1)
—e fr=D) 0
oo (1 ()
1—5; )El() ) O 1—5; )el(; ) b(r 1)

(r—1)
10:  f0) = <f 0 ) + (g — b0

11: end for
12: Vratime vektor z.

U = W N

x(r_l)

6.4 Algoritmy zaloZené na Euklidovu algoritmu

Na zakladé Euklidova algoritmu muzeme feSit soustavu ve specidlnim tvaru
(stejné jako v piipadé Durbinova algoritmu, viz (£2))

Ap—1 Qp—2 Qp-3 ... Qo J1 —anp
G, ap—1  OGp—2 ... ay fa .|

An1 Qp, ap-1 .- Qg fa |l = | —ano

Aopn—2 QA2pn—-3 A2p—4 ... Qp_1 In —02n—1

Meégjme dva polynomy

Spoctéme jejich soucin



V souladu s maticovym nasobenim vidime
g =0 1=mn,...,2n—1.

Pro i vétsi 2n, g; mize nabyt jakékoliv hodnoty. Chceme preformulovat hle-
dani inverzni matice na problém nalezeni polynomu f(z) a g(x) takovych,
aby splhovali podminku deg f(z) <n, degg(x) <n—1a

9() = f(@)a(z) (mod ™).

Tuto rovnici muzu vytesit pomoci Euklidova algoritmu.

Nyni uvedu dukaz jak Eukliduv algoritmus miize vypocitat polynomy
f(z) a g(x) tak aby platili podminky uvedené vyse. Eukliduv algoritmus
vypocita rovnice

(o) = (451 400 (e,

t(z) = ADt(z)  (mod s(z)).

Tyto rovnice budou vyieSeny, kdyZ dostaneme t(x) = a(z) a s(x) = z*".
To plati pro kazdou hodnotu r. Pokud miizeme nalézt r pro které plati
deg Aég) (r) < n a degt™(z) < n — 1, potom miZzou byt tyto polynomy

tak aby platilo

feSenim rovnice. Jestlize takové r existuje, potom polynomy Ag;) (z) a tr)
musi byt rovna pozadovanym f(z) a g(x). Na zavér vybereme hodnotu r
splhujici

degt"V(z) > n,

degt™ <n—1.

To definuje unikitni hodnotu r, protoze degt®(x) = 2n a stupeir t)(x)
postupné klesa se zvySujicim se r. Z definice r splnime prvni podminku

degt(z) < n— 1.
Jak roste r stejné roste stupen Agg) (). Nyni musime jen ukézat, ze plati
deg Agg)(:p) <n.

To dokazeme pomoci inverzni matice A" (z). Ukazme

AV @) =T] ((1) —Q(ll)(x)) : (6.11)

=1
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7 této rovnice (EI]]) je Jasn 7e plati degA 9y > degA ( ). Déle piipo-
metime e deg s (z) > degt(™(z). Z téchto nerovnosti a maticové rovnice

(3a)) =y <_A,;<)§<)> ﬁé;)) ()

muze byt vyvozeno, ze deg s(z) = deg Aég) (z)+deg s (z) a protoze s (z) =
tr=1(z). Tim dostaneme

deg Agg)(:p) = deg s(x) — degt" " V(z) < 2n —n =n,

kde nerovnost vychézi z defenice r.
Nyni jsme ukazali vétsinu z nasledujici véty.

Véta 6.1 Je dino s (z) = 22 a tO(2) = a(x)

AO) () = ((1) g) .

Resme tyto rekuzivni rovnice dokud degt)(z) <n —1

a necht

g(x) = A7 (@),
fla) = A4 (),
kde A = Agg)(O). Za predpokladu, Ze A je nenulovd, spliiuje rovnici
g(x) = f(z)a(z) (modz™)
sdeg f(x) <mn, degg(z) <n—1, and fo =1

Diikaz: Déleni A zarucuje fy = 1. Splnéni ostatnich podminek vyplyva z
predchozich rovnic. O
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Pokud by Toeplitzova matice nebyla invertibilni, tak Euklidiv algoritmus
bude produkovat Agg) (x) mensiho stupné nez kterou pazaduje definice, ale A
bude rovna nule a f(x) bude nedefinovina. Pokud bude A rovno nule, tak
algoritmus misto feSeni bude vracet rovnici

Ap—1 Ap—2 ap—-3 ... ag hl 0

an Up—1 Qp_o ... Q1 ho 0
Gpi1 an Qp—g ... Q3 hs | _ 10
(2n—2 G2p-3 Q2p—4 ... Qp_1 hy, 0

6.5 Berlekampiiv-Masseytiiv algoritmus

Tento algoritmus tesi Toeplitziv systém rovnic v néasledujicim tvaru

Ap—1  Qp—2 Qp-3 ... Qo J1 —anp
G, ap—1  OGp—2 ... ay fa —0p41

An1 Qp ap-1 .- a2 fa | = | —anse

Aopn—2 QA2pn—-3 A2p—4 ... Qp_1 In —02n—1

Toeplitzova matice muze byt v libovolném tvaru. Rovnice méa vSak pevné
danou pravou stranu, kterd je tvorena prvky Toeplitzovy matice.

Berlekampiiv-Masssaytv algoritmus lze lehce vysvétlit pomoci autoregre-
sivnitho filtru. Predpoklddejme, Ze vektor f je znam. Prvni fddek matice,
tedy prvky ag, ..., a,_1 definuji prvek a,. Druhy fadek definuje a,; pomoci
prvki aq, ..., a,. Cely tento proces se da zapsat

aj:—Zfiaj,i, j:n,,Qn—l
i=1

Pro pevny vektor f tato rovnice popisuje autoregresivni filtr produkujici
sekvenci a; s pocatecnimy podminkami pofadi.

V tomto ptipadé je vypocet feSeni soustavy rovnic shodny s nalezenim od-
povidajictho autoregresivniho filtru, ktery bude produkovat danou sekvenci
a;. Pokud je matice regularni, existuje pouze jeden filtr, ktery mé na vystupu
odpovidajici posloupnost a;. Jestlize matice neni invertabilni, miZe byt vice
feSeni, nebo také zadné. Tento algoritmus nalezne autoregresivni filtr nejniz-
stho fadu produkujiciho danou posloupnost. Pokud bude mit systém rovnic
vice nez jedno feseni, bude vysledek roven odpovidajicimu autoregresivnimu
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filtru s nejnizsim fadem. Pokud rovnice nemaji zadné feseni ziskdme vysledek
s nulovymi vihami f; pro ¢ vétsi nez n.

Postup pro nalezeni autoregresivniho filtru je také algoritmus pro vyfeseni
maticové rovnice pro vektor f. Nyni odvodime postup pro nalezeni autore-
gresivniho filtru. Na fadu ay, . . ., as, 1 nemame zadné specéilni pozadavky.

Linearni zpétnovazebni posuvny registr miize byt popsan délkou L po-
suvného registru a zpétnovazebniho polynomu f(x)

f(@) = fuxd" + far2" '+ fro+ L

Délka posuvného registru muze byt vétsi nez stupen f(z), protoze nékteré
¢leny f(x) mohou byt nastaveny na nulu a tedy nemusi byt pouzity.

Pro nalezeni pozadovaného posuvného registru musime urcit dvé véci,
délku registru L a zpétnovazebni polynom f(xz), kde deg f(z) < L. Budeme
tuto dvojici znacit jako (L, f(x)). Musime nalézt zpétnovazebni posuvny re-
gistr ktery bude produkovat fadu ag, ..., as, 1 pokud je spravné inicializo-
vana a zaroven je nejkratsi filtr s touto vlastnosti.

Algoritmus névrhu je rekurzivni. Pro kazdé r, které za¢ind r = 1, budeme
navrhovat zpétnovazebni posuvny registr produkujici posloupnost ay, . . ., ;.
Dvojice (L., f™)(z)) oznacuje posuvny regist s minimalni délkou produkujici
ag, - .., a.. Tento filtr nemusi byt unikatni, muze existovat vice filtri délky
L, splhujici tyto podminky. Pouzijeme vSak pouze jeden z moznych filtri.
Pomoci iterace vytvorime seznam posuvnych registrii

(L1, [N (2)),
(L2, f(2)(2)),

(erlv f(r_1)<x>>7

kde je délka filtru neklesajici. Berlekampuv-Masseytuv algoritmus vypocita
novy nejkratsi posuvny registr (L,, f(x)), ktery tvoii posloupnost

ag, - -+, r-1, Q.

Pri navrhu pouzijeme soucasny posuvny registr, pokud to bude mozné, ji-
nak zménime délku a vahové koeficienty, tak abychom ziskali pozadovany
vysledek.

Béhem iterace r nejprve spo¢teme dalsi vystupni ¢len (r — 1)-tého vy-

stupniho registru
Lr— 1

~ r—1
ar:_z.f]( )a'r—]"
j=1
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Jelikoz muze byt L,_; vétsi nez stupeit f"~Y, nekteré vyrazy v sumé mi-
zou byt nulové. Necht je A, rozdil mezi piedpokladanym vysledkem a, a
aktualnim vysledkem a, z posuvného registru

erl
_ N (r-1)
A =a,—dr =a, + E fj Ap—j.
j=1

Ve zkrécené verzi to muze byt zapsano jako

Lr—l

A= a

Jj=0

Pokud je A, nulové, pak plati (L,, fT(z)) = (Ly_1, f7"V(z)) a r-ta iterace
je hotova. Jinak upravime vahy filtru upravime polynom jako

FO (@) = fO () + Az N,

kde A je pole prvki, ¢ je celé ¢islo a £~V (z) je jeden 7z polynomii uvedenych
diive v seznamu iteraci. S novym polynomem dostaneme

Lr—l Lr—l Lr—l
r r—1 m—1
A= fa, ;= > £ Va, i+ A > £ Var
=0 =0 =0

Nyni vybereme m, ¢ a A tak aby Al byla rovna 0. Vybereme m mensi nez r
pro ktery plati A, # 0, vyberme ¢ = r —m a vyberme A = —A_!A,. Potom

Coz znamend, ze upraveny posuvny registr bude mit na vystupu posloup-
nost aq,...,a,_1,a,.. Nyni se musime ujistit, ze se jedné o filtr s nejmensim
posuvnym registrem. Zatim jsme neurcili jaké m z moznych m pro které
plati A,, # 0. Pokud vybereme m jako posledni iteraci pro kterou plati
Ly, > L,,_1, dostaneme nejkratsi posuvny registr v kazdé iteraci. Posledni
tvrzeni vSak musime dokazat.

Véta 6.2 Predpoklidejme, Ze (L,_y1, [/ (x)) je zpétnovazebny posuvny re-
gistr nejkratsi délky produkujici posloupnost ay, . .., ar_1 a (L, fT)(z)) je nej-
kratsi linedrni zpétnovazebny posuvny registr, ktery md na vystupu posloup-
nost ai, ... a,_y,a,. Kdyz f(x) # fC=Y(x), potom L, > max[L,_i,r —
Lr—l]-
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Dikaz: Nerovnost pro diikaz se sklada ze dvou nerovnosti

Lr S erl

Lr S r—= Lr—l-

Prvni nerovnost je ziejmd, pokud filtr generuje posloupnost, generuje i ja-
koukoli podposloupnost dané posloupnosti. Druha nerovnost je zfejma po-
kud L,_; < r. Nyni predpokladejme L,_; < r. Predpoklddejme, ze druha
nerovnice neni splnéna a naleznéme spor. Potom L, > r — 1 — L,_;. Necht
c(x) = frY(x), b(z) = f")(x), L = L,_, a L' = L,. Z pfedpokladu mame
r<L+L+1alL <r. 7Zvéty dostaneme

L
Qr 7& - E CiQp—q,
i=1

L
aj:—Zciaj_ij:L+1,...,T—1
i=1
a
1
aj:—Zbkar,kj:L’—i—l,...,r.
k=1

Nyni vytvorme spor

% % L
ay = — E bra,—i = E b E Cilr—k—i,
k=1 k=1 1

1=

kde lze expandovat a,_, do dalsi sumy diky tomu, 7ze r — k jde od r — 1 do
r — L', ktera je v rozsahu L +1,...,r — 1 diky predpokladu r > L + L' + 1.

Zadruhé
L L L
a, # — E Cillyp—j = E Ci E bra,—i—,
i1 =1

i=1 k=
kde rozsiteni a,_; do dalsi sumy protoze r—i je od r—1 do r— L, coZ je znovu
v rozsahu L' +1,...,r — 1. Sumace napravé strany by méla byt zaménitelna
s pravou stranou piedchozi rovnice. Diky tomu dostavame spor a, # a,.. Spor
dokazuje pravdiovst tvrzeni. a

Jestlize muzeme navrhnout posuvny regisr, ktery spliiuje rovnici ve vété
([B2) tak, ze se rovna, musi mit nejkratsi délku. Dikaz véty (B3) nam ukaze
zpusob vytvoreni posuvného registru.
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Vé&ta 6.3 Predpoklddejme Ze (L;, fO(z)), i =1,...,7 je posloupnost linedr-
nich zpetnovazebnich posuvnijch registri. s minimadalni délkou, které produkuji
a,...,a;. Kdyz fO(x) # f09(z) potom

L, =max[L,_1,r — L, 4]

a jakykoli posuvny registr ktery produkuje a4, ..., a, a md délku rovnou pravé
strané€, tak se jednd o posuvny registr s minimdlni délkou.

Dikaz: 7 véty (E2) nemuze byt L, mensi nez prava strana. Nyni vytvoiime
posuvny registr, ktery tvoil pozadovanou sekvenci a jehoz délka je rovna
pravé stané a tudiz se musi jednat o minimélni registr. Diikaz je pomoci
matematické indukce. Predpokladejme, Zze mame takové registry pro vSechny
k<r—1Prok=1,...,r — 1 necht (L, f®(z)) je minimaln{ posuvny
registr, ktery generuje ay, ..., ax. Pro indukéni dikaz predpoklddejme

L, =max|[Ly 1,k — Ly 1], k=1,...,n—1,

kdykoli f")(x) # f* =V (z). To je jasné pro k = 0, kdyz Ly = 0 a L; = 1.
Vice obecné, kdyz a; je prvni nenulovy ¢len dané sekvence, pak L; ;1 =0 a
L; = i. Indukéni krok zac¢ind v k = 1.

Necht m oznac¢uje nejvétsi hodnotu k pro kterou je nutno zménit délku
posuvného registru. Potom m je takové celé ¢islo, pro které plati

L._1=L, > L,_1.

Nyni mame

Lr—l Lr—l

r— r— 0, .:Lr_,...,T—l
aj+ > [ =Y 1 a = { A i;:r 1
i1 — T

Kdyz A, = 0, potom posuvny registr (L,_,, "~V (x)) také generuje r-tou
posloupnost, poté (L,, f™(z)) = (L,_1, f"V(x)). Kdyz A, # 0, potom musi
byt vytvoren novy posuvny registr. Pfipomenmé, ze délku registru ménime
pii kK = m. Tak

Limn—1 .
(m—1) o O, ] :Lm_l,...,m—l
4+ 2. a“‘{Am#o, j=m
i=1

a z uvodni véty

L,_y=0L, = maX[meh m — mel] =m — melu
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protoze L,, > L,,_1. Vyberem novy polynom
FO ) = fFUD(x) = A AL " D ()
a potom L, = deg f")(z). Protoze
deg fV(x) < L,_y a degla™ ™ f™V(2)] <r —m + Ly_1,
tim dostavame
L, <max[L, 1,7 —m+ Ly_1] <max[L, 1,7 — L,_4].

Nyni piipomeneme vétu (63, kdyz £ (x) produkuje ay, . .., a,, potom L, =
max|[L,_1,r — L,_;]. Nyni musime dokazat, Ze posuvny registr (L,, f")(z))
tvori pozadovanou posloupnost. To miizeme dolozi piimim vypoctem rozdilu
mezi pozadovanym a; a vystupem filtru

aj — <_2fi(r)aji> =

i=1

Ly—1 Lim—1
r—1 — m—1
=a;+ ) F Va5 = AAL g + > K0 e
i=1 i=1
_ 0 j:LTaLT-i-la"')T_l
A -AAA, =0, j=7
Tedy posuvny registr (L., f")(z)) generuje ay, . . ., a,. A zejména (L,,, f™ (x))
mé a vystupu posloupnost ay, ..., a, coz dokazuje vétu (G3)). a
Véta 6.4 Necht je v jakémkoli ciselném oboru dand posloupnost aq, ..., a,.

Pocitecni podminky fO(x) =1, tO(z) =1 a Ly = 0 necht jsou ndsledujici
rovnice pouZity pro vijpocet ™ (z)

n—1
A=Y f Vs,
j=0
Lr = 5r(r - Lr—l) + (1 - 57")L7"—17
fO@)N _ (1 A\ (fUD(2)
tO(z) )~ \AS, (1—6,)z) \t0D(z) )"
pror =1,...,n kde 6, = 1 kdyz obé podminky A, # 0 a 2L, 1 < r—1 plati,
jinak 6, = 0. Potom f@)(x) je polynom s nejmensim stupném s vlastnostmi

ézﬂ =1a

n—1
a+ Y fPa, =0, 1= Lo +1,....2t.
j=1
Cely Berlekampuv-Masseyuv algoritmus je shrnut v Algoritmu B
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Algoritmus 8 Berlekampuv-Masseytuv algoritmus

Vstup: Vektor popisujici Toeplitzovu matici (ag, ..., ap, . . ., a2,_2) a vektor
pravych stran (—ay,, ..., —as,_1).
Vystup: Vektor feSeni stran (fy,..., fn).
1: Inicializujme f(x) =t(x) =1,L =0,r = 1.
2: forr=1,...,ndo
3 A =300 fiany
if A, # 0 a zaroven 2L < r — 1 then
0=1
L+—r—1~L
else
0=20
end if
(E) - (o ) ()
t(x) ATTA, (1—=6,)x) \ t(x)
11: end for
12: Vratime vektor konstant polynomu f(x).

1

e
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Kapitola 7
ZAveér

Podarilo se ndm nastudovat a naprogramovat rychlé algoritmy, které vyu-
zivaji vlastnostni Toeplitzovy matice. Tyto algoritmy umoziuji fesit rizné
ulohy s mensi asymptotickou slozitosti a pamétovou naroc¢nosti. Diky struk-
ture Toeplitzovy matice 1ze celou matici reprezentovat vektorem a tim vy-
razné snizit mnozstvi paméti nutné na vypocet. Vektor ma linearni naroc¢nost
na pamét, kdezto obecna matice kvadratickou. Struktura Toeplitzovy matice
nam umoznuje efektivnéji vyuzit standardni postupy pro feseni tiloh a tim
snizit asymptotickou slozitost. Také umoznuje pouziti metody rozdél a panuj,
kdy je problém délen na mensi problémy az zbudou jen trivialni problémy.
Tyto problémy poté jednoduse vytesime a slozime z nich feSeni celé tlohy.

Problém téchto algoritmi je obtizné vyuziti paralelizace. Na soucasnych
pocitacich, které maji vice vypocetnich jednotek, tak dochézi k neoptimal-
nimu vyuZziti jejich vykonu. Implementace téchto standardnich tloh (FeSeni
linearnich rovnic - LU, QR faktorizace) v systému Mathematica je velmi
rychla. Protoze ndmi naprogramované algoritmy nebyly specidlné optimalizo-
vany pro jazyk Mathematica, tak i kdyz maji asymptotickou slozitost menst,
jsou, az na vyjimku, standardni postupy reseni v systému Mathematica rych-
lejsi. Nasobeni Toeplitzovy matice vektorem, realizované pomoci rychlého
nasobeni polynomii, je rychlejsi, nez nasobeni matice vektorem v systému
Mathematica.

Presnost feSeni (numerickou stabilitu) jsme ovéfovali na jednoduchém
piikladu. Nami implementované algoritmy méli v nejhorsim piripadé o dva
Ffady mensi piresnost. Nejlepsi vysledek byl presny na stejny pocet desetinych
mist, ale norma chyby byla vétsi, nez u algoritmu ze systému Mathematica.
Tato chyba se v jinych piipadech muze lisit. Nevénovali jsme se odvozeni
presného vyrazu pro urceni numerické chyby, protoze tato tiloha presahuje
rozmeéry bakalarské prace.
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Dodatek A

Implementace v systému
Mathematica

Popisované algoritmy s testy jsou implementované v systému Mathematica
a jsou obsazeny na prilozeném CD.
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