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Abstrakt

V této práci jsem se zabýval stabilitou fuzzy řı́dicı́ch systémů. Vypracovaný pře-
hled je rozdělen do třı́ částı́. Prvnı́ část popisuje algoritmy založené na Ljapuno-
vově teorii stability. Je uvedena analýza stability stavového singletonového fuzzy
regulátoru s řı́zenou soustavou, která je modelována jako Takagi-Sugeno či single-
tonový fuzzy systém. Druhá část se zabývá stabilitou typu vstup-výstup. Pomocı́
principu pasivity je uvedena podmı́nka stability systému s Mamdaniho fuzzy re-
gulátorem. Dále je ukázána metoda návrhu a podmı́nka stability robustnı́ho MISO
fuzzy regulátoru pomocı́ kritéria konicity. Ve třetı́ části je uvedena metoda zalo-
žená na symbolické analýze, při které je zpětnovazebnı́ fuzzy systém modelován
pomocı́ Petriho sı́tě. V rámci diplomové práce jsem implementoval podmı́nku
stability pro navržený regulátor systému kulička v obruči.

Abstract

In this text I deal with stability of fuzzy control systems. The three main approaches
are introduced. The first one is based on Lyapunov theory. The stability analysis
of fuzzy singleton state controller with plant modeled as a Takagi-Sugeno or
singleton fuzzy system is described. The second part deals with input-output
stability. Passivity approach is applied to prove stability of control system with
Mamdani PD controller. Design procedure based on conicity criteria that ensures
robust stability of fuzzy singleton MISO controller is introduced. The third part is
dedicated to stability analysis on the symbolic level. Petri net is utilized to model
behaviour of fuzzy closed loop system. Finally, design of fuzzy state controller of
Ball and Hoop system and implementation of stability condition is presented.



Tabulka použitých symbolů

A fuzzy množina
A matice lineárnı́ho časově invariantnı́ho systému (LTI)
A v kapitole 4 přechodová matice Petriho sı́tě
A(·) maticová funkce, A : Rl → R

m×n; l,m, n ∈ N

B fuzzy množina
B matice řı́zenı́ LTI
B(·) maticová funkce, B : Rl → R

m×n; l,m, n ∈ N

b vektor řı́zenı́ LTI
C fuzzy množina
C výstupnı́ matice řı́zenı́ LTI
C v podkapitolách 1.1.3, 3.2 a 3.3 označuje statické lineárnı́ zobrazenı́
Co(·) konvexnı́ kombinace
d(·) funkce odchylky (deviation function)
e regulačnı́ odchylka
F (s) přenos LTI
F (s) přenosová matice LTI
Fuz(·) výstup fuzzy systému
f(·) nelineárnı́ funkce f : Rn → R, n ∈ N

f(·) vektorová funkce f : Rn → R
m; n,m ∈ N

G(s) přenos LTI
G(s) přenosová matice LTI
G v podkapitole 2.2.2 a 5.3.2 matice LTI se stavovou zpětnou vazbou
g(·) zesı́lenı́ systému
g(·) vektorová funkce g : Rn → R

m; n,m ∈ N

H(·) statický nelineárnı́ systém
J matice kritéria kvadratického programu
K, k parametry hornı́ho odhadu výstupu fuzzy systému
K, k parametry spodnı́ho odhadu výstupu fuzzy systému
M marking Petriho sı́tě
N množina celých čı́sel
P matice Ljapunovovy funkce ve tvaru kvadratické formy
R množina reálných čı́sel
R

n prostor n rozměrných reálných vektorů, n ∈ N

R
n×m prostor reálných matic rozměru n×m; n,m ∈ N

r(·) funkce robustnosti (robustness function)
V (·) Ljapunovova funkce



X stavový prostor X ⊂ R
n, n ∈ N

x stavový vektor x ∈ R
n, n ∈ N

y výstupnı́ vektor y ∈ R
n, n ∈ N

yd žádaná hodnota výstupu yd ∈ R
n, n ∈ N

µ funkce přı́slušnosti fuzzy množiny
Φ střed fuzzy množiny s trojúhelnı́kovou funkcı́ přı́slušnosti
Φ střed vı́cerozměrné fuzzy množiny s trojúhelnı́kovou funkcı́ přı́slušnosti
Ψ vstupně-výstupnı́ mapa fuzzy systému
Ω oblast vstupnı́ho prostoru fuzzy systému
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Kapitola 1

Úvod

Předmětem této práce je vyšetřovánı́ stability fuzzy systémů při řı́zenı́. Cı́lem bylo
vypracovat přehled o algoritmech, které umožňujı́ vyšetřit stabilitu fuzzy modelů,
a vybrané algoritmy implementovat. Z práce jsem vyřadil postupy zabývajı́cı́ se
stabilitou Takagi-Sugenových fuzzy systémů, které představujı́ oproti zbývajı́cı́m
dvěma typům fuzzy systémů speciálnı́ třı́du. Analýze těchto systémů se věnuje
velká pozornost v souvislosti s teoriı́ robustnı́ho řı́zenı́. Většina zde uvedených
metod vycházı́ z postupů, které jsou známé z analýzy stability nelineárnı́ch sys-
témů. Jedná se o Ljapunovskou teorii stability a stabilitu vstup-výstup.

Členěnı́ diplomové práce je podle teorie použité k ověřenı́ stability. Práce je
rozdělena na tři části věnované vnitřnı́ stabilitě, stabilitě vstup-výstup a symbolické
stabilitě. Součástı́ práce je i prezentace výsledků dosažených při implementaci
kritéria stability regulace systému kulička v obruči.

V prvnı́ části této kapitoly uvedu základnı́ přehled definic stability a vět, které
ji dokazujı́. V druhé části této kapitoly jsou vyjmenovány základnı́ typy fuzzy
systémů, které se v řı́dicı́ technice použı́vajı́. To je užitečné zejména kvůli značenı́,
které je v literatuře značně nejednotné. Kapitola 2 je zaměřena na vnitřnı́ stabilitu
tj. stabilitu rovnovážný bodů. Je zde použita Ljapunovská analýza stability a to jak
pro samostatný, tak i pro zpětnovazebnı́ řı́dicı́ fuzzy systém. Kapitola 3 se zabývá
stabilitou z pohledu vstupnı́ch a výstupnı́ch veličin. Je rozdělena na tři podčásti.
Prvnı́ využı́vá k určenı́ podmı́nek stability teorii pasivnı́ch systémů. Zbylé dvě
části použı́vajı́ větu o malém zesı́lenı́ a podmı́nku konicity. Kapitola 4 je věnovaná
symbolické analýze stability, tj. vyšetřovánı́ stability na úrovni báze pravidel a
vstupně výstupnı́ch fuzzy množin. V kapitole 5 uvedu popis praktické části práce.
V rámci nı́ jsem implementoval algoritmus ověřujı́cı́ kritérium vnitřnı́ stability
vyjádřené pomocı́ lineárnı́ch maticových nerovnic.

9



1.1 Stabilita systémů

Stabilita patřı́ k základnı́m a nutným vlastnostem, které musı́ každý řı́dicı́ systém
splňovat. V modernı́ teorii řı́zenı́ je návrh regulátoru formulován jako optima-
lizačnı́ úloha, která z množiny stabilizujı́cı́ch regulátorů vybı́rá optimálnı́ podle
zadaného kritéria. Jiná je situace u fuzzy systémů, které jsou navrhovány podle
znalostı́ experta či metodami automatického návrhu z dat, jako je třeba shlukovánı́.
Tento přı́stup nenı́ založen na přesných analytických vztazı́ch mezi jednotlivými
veličinami. Oproti tomu většina definic stability pracuje a vyžaduje „ostré“ závis-
losti.

Fuzzy systémy patřı́ obecně mezi nelineárnı́ systémy a jako takové mohou
vykazovat velmi variabilnı́ chovánı́. Dále uvedené definice a věty nedávajı́ vyčer-
pávajı́cı́ přehled o problematice stability nelineárnı́ch systémů. Uvedl jsem zde
definice a přı́stupy, které použiji v dalšı́m textu. Dobrý přehled lze nalézt v knize
[17] nebo [12]. Základnı́ metody vyšetřovánı́ stability fuzzy systémů jsou uvedy
v [3] a v přehledové práci [4]. Historický přehled vývoje analýzy stability fuzzy
systémů je v článku [16].

Následujı́cı́ podkapitola má toto členěnı́. Prvnı́ část se týká vnitřnı́ stability
rovnovážných bodů ve stavovém prostoru. Uvedu jejı́ definice a Ljapunovovy
metody, které udávajı́ dostačujı́cı́ podmı́nky stability. V druhé části uvedu defi-
nici pasivnı́ho systému a podmı́nky stability zpětnovazebnı́ho zapojenı́ pasivnı́ch
systémů. Třetı́ část pojednává o větě o malém zesı́lenı́ a podmı́nce konicity.

1.1.1 Vnitřnı́ stabilita

Uvažujeme obecný nelineárnı́ systém se stavovým modelem ve tvaru

ẋ = f(t,x), (1.1)

kde x ∈ R je stavový vektor, f : R+ × R
n → R

n je spojitá přechodová funkce.
Důležitá je otázka stability rovnovážného bodu. Rovnovážný bod systému (1.1) x

je vektor, pro který platı́
f(t,x) = 0 (1.2)

pro všechna t ≥ t0. Rovnovážný bod je (Ljapunovsky) stabilnı́, když pro každé
kladné ǫ a každé t0 ∈ R+ existuje takové kladné čı́slo δ = δ(ǫ, t0), že pro všechna
řešenı́ x(t, t0,x0) s počátečnı́ podmı́nkou x0 splňujı́cı́ ‖ x0−x ‖< δ a pro všechna
t ≥ t0 platı́

‖ x(t, t0,x0)− x ‖< ǫ. (1.3)

Přı́snějšı́ podmı́nkou stability je asymptotická stabilita. Rovnovážný bod je
asymptoticky stabilnı́, je-li Ljapunovsky stabilnı́ a navı́c platı́

lim
t→∞

‖ x(t, t0,x0)− x ‖= 0. (1.4)
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Předcházejı́cı́ definice uvažovaly jen lokálnı́ stabilitu v okolı́ rovnovážných bodů.
Systém (1.1) je globálně stabilnı́, platı́-li (1.3) pro x0 ∈ R

n. Stejně tak je systém
(1.1) je globálně asymptoticky stabilnı́, platı́-li (1.4) pro x0 ∈ R

n.
V dalšı́m výkladu se bude zejména využı́vat Ljapunových metod pro určenı́

stability autonomnı́ho časově invariantnı́ho systému. Ten je popsán vztahem

ẋ = f(x), (1.5)

kde x je opět stavový vektor a f : Rn → R
n je spojitá přechodová funkce, která

v tomto přı́padě nezávisı́ na čase. Prvnı́ Ljapunovova metoda využı́vá lokálnı́
linearizace k určenı́ lokálnı́ stability nelineárnı́ho systému. Platı́, že systém (1.5)
je lokálně stabilnı́ v bodě x, má-li matice A definovaná

A =

[
∂f

∂x

]

x

=




∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xn




x

(1.6)

všechna vlastnı́ čı́sla kladná. Druhá (přı́má) Ljapunova metoda umožňuje ur-
čit stabilitu nebo asymptotickou stabilitu nelineárnı́ho systému (1.5) s rovno-
vážným bodem v počátku na základě existence Ljapunovovy funkce. Ljapu-
novova funkce V : R

n → R je spojitá reálná funkce definovaná na intervalu
Ω = {x ∈ R

n| ‖ x ‖< B}, která splňuje podmı́nky

1. Je spojitá a má spojité prvnı́ parciálnı́ derivace v oblasti Ω okolo počátku,

2. Je pozitivně definitnı́ v Ω,

3. Jejı́ časová derivace podél řešenı́ (1.5) je negativně definitnı́ nebo semidefi-
nitnı́ v oblasti Ω.

Existuje-li Ljapunovova funkce a jejı́ časová derivace V̇ (x) je negativně semi-
definitnı́, pak je systém (1.5) stabilnı́. Je-li V̇ (x) negativně definitnı́, pak je (1.5)
asymptoticky stabilnı́. Reálná spojitá funkce V je pozitivně definitnı́ (semidefi-
nitnı́) v oblasti Ω, jestliže platı́ V (0) = 0 a V (x) > 0 (V (x) ≥ 0) pro všechna
x 6= 0, x ∈ Ω.

1.1.2 Definice pasivity a některé vlastnosti

Spojitý SISO systém se vstupem u(·) : R → R, výstupem y(·) : R → R a
stavovým vektorem x ∈ R

n je pasivnı́ [12], když existuje spojitá nezáporná reálná
zásobnı́ funkce S(x) splňujı́cı́ S(0) = 0 a zásobovacı́ tok W (u(τ), y(τ)) =
u(τ)y(τ) takový, že platı́ následujı́cı́ disipativnı́ nerovnost pro ∀t > 0

S(t)− S(0) ≤

∫ t

0

W (u(τ), y(τ))dτ. (1.7)
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Je-li zásobovacı́ tok definován:

• W (u(τ), y(τ)) = u(τ)y(τ) − ǫu(τ)2, ǫ > 0, pak o systému řı́káme, že je
vstupně striktně pasivnı́.

• W (u(τ), y(τ)) = u(τ)y(τ) − ǫy(τ)2, ǫ > 0, pak o systému řı́káme, že je
výstupně striktně pasivnı́.

• W (u(τ), y(τ)) = u(τ)y(τ)− ǫ1u(τ)
2 − ǫ2y(τ)

2, ǫ1, ǫ2 > 0, pak o systému
řı́káme, že je vstupně a výstupně striktně pasivnı́.

Teorie pasivity je zejména důležitá při vyšetřovánı́ stability zpětnovazebnı́ch sys-
témů a systémů složených z vı́ce podsystémů. Vlastnosti pasivity uvádı́ následujı́cı́
teorém.

Teorém 1 Uvažujme dva pasivnı́ subsystémy S1 a S2, které jsou spojeny zápornou
zpětnou vazbou. Pak výsledný zpětnovazebnı́ systém je stabilnı́. Tento systém je
navı́c asymptoticky stabilnı́, když platı́ jedna z následujı́cı́ch (neekvivalentnı́ch)
podmı́nek:

1. Jeden z podsystémů je striktně vstupně a výstupně pasivnı́.

2. Oba podsystémy jsou vstupně striktně pasivnı́.

3. Oba podsystémy jsou výstupně striktně pasivnı́.

4. Systém s otevřenou smyčkou S1(−S2) má detekovatelný nulový stav (zero-
state detectable) a bud’S2 je vstupně pasivnı́ nebo S1 je výstupně pasivnı́.

5. Systém s otevřenou smyčkou S2S1 má detekovatelný nulový stav (zero-state
detectable) a bud’S2 je výstupně pasivnı́ nebo S1 je vstupně pasivnı́.

Je-li tedy jeden ze subsystémů ve zpětnovazebnı́m zapojenı́ pasivnı́ dostačujı́cı́
podmı́nkou stability je, že druhý subsystém je také pasivnı́.

1.1.3 Stabilita vstup-výstup

V následujı́cı́ části zmı́nı́m jen základnı́ věty použité teorie, které budou dále
využity při ověřovánı́ stability a na které se budu odkazovat. Podrobnějšı́ výklad
je uveden v [12] nebo [17].

Předpokládejme vyšetřovaný systém, jako zpětnovazebnı́ zapojenı́ dvou sys-
témů G a H viz obrázek 1.1, kde G a H představujı́ v obecném přı́padě relace
mezi přı́slušnými vstupy a výstupy. Stabilitu takové soustavy lze ověřit pomocı́
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G(s)Η( )

r y

Obrázek 1.1: Schéma zpětnovazebnı́ho systému

věty o malém zesı́lenı́. Ta řı́ká, že zpětnovazebnı́ zapojenı́ systémů G a H je
stabilnı́, když platı́:

g(G)g(H) < 1, (1.8)

kde g(·) označuje zesı́lenı́ systému, definované jako supremum poměru normy vý-
stupu k normě vstupu. Výpočet zesı́lenı́ je pro obecné nelineárnı́ systémy složitý.
Jednoduše lze určit zesı́lenı́ stabilnı́ch lineárnı́ch časově invariantnı́ch systémů
(LTI) a statických nelineárnı́ch systémů. Pro LTI stabilnı́ systém je zesı́lenı́ defi-
nováno rovnicı́

g(G) = sup
ω∈R

σ̄(G(jω)), (1.9)

kde σ̄ označuje maximálnı́ singulárnı́ čı́slo přenosové matice G. Pro statický
nelineárnı́ systém H je zesı́lenı́ definováno vztahem

g(H) = sup
x∈Rn,x6=0

‖ H(x) ‖

‖ x ‖
. (1.10)

V přı́padě, že vyšetřovaný systém podmı́nku (1.8) nesplňuje, je možno provést
transformaci na ekvivalentnı́ systém podle obrázku 1.2. Lze dokázat, že transfor-

G(s)

C

Η( )

C

−

r y

Obrázek 1.2: Schéma transformace systému

movaný systém je stabilnı́ tehdy a jen tehdy, když je stabilnı́ i systém původnı́.
Podmı́nka stability (1.8) pro transformovaný systém je

g ({G,C}) g (H − C) < 1, (1.11)
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kde {·, ·} označuje zpětnovazebnı́ zapojenı́ a C je nějaký lineárnı́ statický systém.
Ten se často nazývá střed. Předcházejı́cı́ podmı́nku lze definovat pomocı́ funkce
robustnosti (robustness function)

r(C) = r(C)G = 1/g ({G,C}) (1.12)

a odchylky (deviation function)

d(C) = d(C)H = g(H − C). (1.13)

Pak lze podmı́nku (1.11) formulovat jako

r(C) > d(C). (1.14)

1.2 Fuzzy modely

V této části je uveden základnı́ přehled fuzzy systémů, podrobný výklad včetně
definic zde uvedených pojmů je v [18]. Fuzzy systémy jsou pravidlové systémy s
bázı́ pravidel, která je tvořena relacı́ implikace ve tvaru:

IF <předpoklad> THEN <závěr>.

Podle typu závěru lze fuzzy systémy rozdělit na následujı́cı́ skupiny.

Lingvistické fuzzy systémy

Tento typ fuzzy systémů má v předpokladu i závěru svých pravidel fuzzy množiny.
V literatuře se někdy také označuje jako Mamdaniho fuzzy systém. Jeho i-té
pravidlo Ri má tvar

Ri: IF u is Ai THEN y is Bi,

kde u je vektor vstupu, y je vektor výstupu, Ai a Bi jsou vı́cerozměrné fuzzy
množiny definované na vstupnı́m a výstupnı́m prostoru a i = 1 . . . N , N je počet
pravidel. Každé pravidlo reprezentuje jednu relaci mezi vstupnı́ a výstupnı́ fuzzy
množinou. Analytický vztah pro výstup tohoto typu fuzzy systému je poměrně
komplikovaný a závisı́ na mnoha parametrech, jako je typ fuzzy množin, druh
zvolené implikace a způsob defuzzifikace. Detailnı́ popis je nad rámec tohoto
přehledu a lze najı́t napřı́klad v [3] nebo [18].

14



Singletonové fuzzy systémy

Tento druh fuzzy systémů má mı́sto fuzzy množin v závěru pravidel singleton.
Singleton je fuzzy množina, jejı́ž funkce přı́slušnosti je nenulová, rovná jedné jen
pro jednu hodnotu. To přinášı́ zjednodušenı́ při výpočtu výstupu. Pravidla majı́
tvar

Ri: IF u is Ai THEN y is Y i,

kde Ai je fuzzy množina definovaná na prostoru vstupu, Yi je singleton (v tomto
přı́padě reálný vektor) a i = 1 . . . N , kde N je počet pravidel. Výstup tohoto
systému je dán vztahem

y =

∑N
i=1 µi(u)Y i∑N

i=1 µi(u)
, (1.15)

kde µi(u) hodnota funkce přı́slušnosti fuzzy množiny Ai v bodě u.

Takagi-Sugeno fuzzy systémy

Poslednı́ typ má v závěru pravidel mı́sto fuzzy množin nebo čı́sel funkce, které
představujı́ lokálnı́ model. Pomocı́ fuzzy množin v předpokladu pravidel pak
docházı́ k přepı́nánı́ mezi jednotlivými modely. Pravidla jsou ve tvaru

Ri: IF u is Ai THEN y = Y (u),

kde u je vektor vstupu, Ai je fuzzy množina definovaná na vstupnı́m prostoru, y

je výstupnı́ vektor a Y (u) je vektorová funkce. Výstup tohoto systému se určı́ ze
vztahu

y =

∑N
i=1 µi(u)Y i(u)∑N

i=1 µi(u)
, (1.16)

kde µi(u) hodnota funkce přı́slušnosti fuzzy množiny Ai v bodě u, N je počet
pravidel a i = 1 . . . N . Častý je přı́pad, kdy v závěrech pravidla jsou lineárnı́
funkce.
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Kapitola 2

Vnitřnı́ stabilita fuzzy systémů

V této kapitole se budu zabývat postupy k ověřenı́ vnitřnı́ stability fuzzy systémů.
Kromě zvlášt’uvedených přı́padů se jedná o singletonové fuzzy systémy. Všechny
dále uvedené metody analýzy stability jsou založené na Ljapunovově metodě,
avšak lišı́ se v přı́stupu k formalizaci vstupně-výstupnı́ funkce.

Prvnı́ část je věnována autonomnı́m fuzzy singletonovým systémům. Bude
definováno parametrické a stavové vyjádřenı́ fuzzy systému a transformace na
po částech polytopický afinnı́ systém. V závěru této části je uvedena podmı́nka
asymptotické stability.

Druhá podkapitola, věnovaná stabilitě zpětnovazebnı́ch řı́dicı́ch systémů, roz-
šı́řı́ postup uvedený v předchozı́ části. Mı́sto složitého analytického popisu vstupně-
výstupnı́ funkce uvedu metodu, která je založená na hledánı́ hornı́ho a dolnı́ho
odhadu hodnoty výstupu. A uvedu podmı́nky asymptotické stability ve formě
lineárnı́ch maticových nerovnic (LMI).

2.1 Stabilita autonomnı́ho systému

V prvnı́ části provedu analýzu stability samotného fuzzy systému tak jak ji publiko-
val Sugeno v článku [16]. Vlastnosti dále uvažovaného systému udává tabulka 2.1.

Tabulka 2.1: Přehled vlastnostı́
Autonomnı́ model
Typ: dynamický singletonový fuzzy systém
Rozměr: MIMO
Omezenı́: trojúhelnı́kové funkce přı́slušnosti

definovaný způsob pokrytı́ vstupu fuzzy množinami
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2.1.1 Parametrické a stavové vyjádřenı́

Předmětem zájmu bude v této části fuzzy singletonový dynamický systém. Jeho
pravidla jsou ve tvaru:

IF x(t) is Aσ,τ THEN x(t+ 1) = hσ,τ , (2.1)

kde x(t) = (x1(t), x2(t))
T ∈ R

2 je stavový vektor, Aσ,τ je fuzzy množina s
funkcı́ přı́slušnosti µσ,τ = (µ

σ
1 (x1(t)), µ

τ
2(x2(t)))

T, hσ,τ ∈ R
2 je singleton a

σ = 1, 2, . . . , N1, τ = 1, 2, . . . , N2, kde N1 a N2 je počet fuzzy množin. Jedná se
tedy o nelineárnı́ systém druhého řádu s přechodovou funkcı́ realizovanou fuzzy
pravidly. Dále uvedená metoda však může být rozšı́řena pro systémy vyššı́ho řádu.
µσ,τ jsou normalizované trojúhelnı́kové funkce přı́slušnosti (viz. obr.2.1) ve tvaru:

µλ
i (xi) =





xi−Φ
λ−1

i

Φλ
i −Φ

λ−1

i

, Φλ−1
i ≤ xi ≤ Φ

λ
i

Φλ+1
i −xi

Φλ+1
i −Φλ

i

, Φλ
i ≤ xi ≤ Φ

λ+1
i

0 jinak

, (2.2)

kde i = 1, 2, λ = σ nebo τ , Φλ
i jsou středy fuzzy množiny, které jsou uspořádány

tak, že Φλ
i < Φ

λ+1
i pro všechna λ = 1, . . . , Ni − 1, i = 1, 2. K defuzzifikaci je

1
(t)x

µ
σ+1

1
µ

σ

1

(t)x
2

τ
µ
2

µ
τ+1

2


σ
Φ
1

σ+1
Φ
1

τ+1
Φ
2

τ
Φ
2

1

0

1

0

Obrázek 2.1: funkce přı́slušnosti

použitá metoda váženého průměru. Výstup fuzzy systému je dán vztahem

x(t+ 1) =

N1∑

σ=1

N2∑

τ=1

µσ
1 (x1(t))µ

τ
2(x2(t))hσ,τ , (2.3)

kde
∑N1

σ=1

∑N2
τ=1 µ

σ
1 (x1(t))µ

τ
2(x2(t)) = 1, Ni je počet fuzzy množin na i-tém

vstupu, i = 1, 2.
Rozdělı́me-li celý stavový prostor do čtvercových oblastı́ Ωσ,τ podle středů

jednotlivých fuzzy množin ve vstupnı́ části fuzzy systému

Ωσ,τ ≡ [Φσ
1 ,Φ

σ+1
1 ]× [Φ

τ
2,Φ

τ+1
2 ]. (2.4)
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Pak pro x(t) ∈ Ωσ,τ platı́

x(t+ 1) =
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

j=τ

µi
1(x1(t))µ

j
2(x2(t))hi,j. (2.5)

Zavedenı́m pomocných proměnných α1 a α2

α1 =
Φσ+1
1 − x1

Φσ+1
1 − Φσ

1

(2.6)

α2 =
Φτ+1
2 − x2

Φτ+1
2 − Φτ

2

(2.7)

je možné napsat parametrická vyjádřenı́ fuzzy systému

x(t) = α1α2Φ
σ,τ + α1(1− α2)Φ

σ,τ+1

+(1− α1)α2Φ
σ+1,τ

+(1− α1)(1− α2)Φ
σ+1,τ+1, (2.8)

x(t+ 1) = α1α2hσ,τ + α1(1− α2)hσ,τ+1

+(1− α1)α2hσ+1,τ

+(1− α1)(1− α2)hσ+1,τ+1, (2.9)

kde Φ ≡ (Φσ
1 ,Φ

τ
2). V oblasti x(t) ∈ Ωσ,τ lze výstup fuzzy systému chápat jako

konvexnı́ kombinaci singletonů, které tvořı́ jejı́ vrcholy. Z výše uvedeného také
plyne (viz. obr. 2.2)

x(t) = Φi,j ⇒ x(t+ 1) = hi,j (2.10)

kde i = σ, σ + 1 a j = τ, τ + 1.
Pro zkoumánı́ stability systému je důležité nalezenı́ podmı́nky, za které platı́, že

x(t) = 0 je rovnovážný bod tj. x(t) = 0 implikuje x(t+ 1) = 0. Předpokládejme,
že existuje σ a τ takové, že Φσ

1 < 0 < Φ
σ+1
1 a Φτ

2 < 0 < Φ
τ+1
2 . Pak se oblast

Ω0στ ≡ [Φσ
1 ,Φ

σ+1
1 ]× [Φ

τ
2,Φ

τ+1
2 ] (2.11)

nazývá nulová oblast (zero-region). Pro rovnovážný bod v počátku zı́skáme dosa-
zenı́m x1(t) = x2(t) = 0 do výrazu (2.9) podmı́nku

α01α
0
2hσ,τ + α

0
1(1− α02)hσ,τ+1

+(1− α01)α
0
2hσ+1,τ

+(1− α01)(1− α02)hσ+1,τ+1 = 0, (2.12)
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Ωστ

1
(t)x

x
2
(t)

σ+1,τ
h

σ,τ
h

σ,τ+1
h

σ+1,τ+1
hτ+1

Φ
2

τ
Φ
2

σ
Φ
1

σ+1
Φ
1

Obrázek 2.2:

kde

α01 ≡ α1 =
Φσ+1
1

Φσ+1
1 − Φσ

1

(2.13)

α02 ≡ α2 =
Φτ+1
2

Φσ+1
2 − Φσ

2

. (2.14)

Z rovnice (2.9) je v [16] odvozen obecný stavový popis diskrétnı́ho systému
(2.1), který použijeme dále, ve formě

x(t+ 1) = Aσ,τ (x(t))x(t) + oσ,τ , x(t) ∈ Ωσ,τ , (2.15)

kde oσ,τ = 0 pro x(t) ∈ Ω0σ,τ . Systém popsaný rovnicı́ (2.15) je obecně neline-
árnı́, protože matice Aσ,τ závisı́ na x(t). Je možné jej také vyjádřit pomocı́ tzv.
extrémnı́ch nebo přesněji hranových systémů

x(t+ 1) = α2[S·,τ (x(t)) + oστ ] + (1− α2)[S·,τ+1(x(t)) + oστ ], (2.16)

kde S·,τ a S·,τ+1 jsou hranové matice, které již nezávisı́ na x(t). Jejich definici lze
nalézt v [16]. Název plyne z toho, že pro x(t) ≡ (x1(t), x2(t)) ∈ Ωσ,τ a zároveň
x2(t) = Φ

τ
2 resp.x2(t) = Φ

τ+1
2 je Aσ,τ = S·,τ resp. Aστ = S·,τ+1. Výstup systému

(2.15) je možné vypočı́tat i jako kombinaci hranových matic Sσ,· a Sσ+1,·.
Systém (2.15) může být vyjádřen jako po částech polytopický afinnı́ systém

x(t+ 1) = α1α2[Sσ,τx(t) + oστ ]

+α1(1− α2)[Sσ,τ+1x(t) + oστ ]

+(1− α1)α2[Sσ+1,τx(t) + oστ ]

+(1− α1)(1− α2)[Sσ+1,τ+1x(t) + oστ ], (2.17)

kde Si,j pro i = σ, σ + 1 a j = τ, τ + 1 je vrcholová matice, pro kterou platı́, že
Ai,j = Si,j , když x(t) = (Φi

1,Φ
j
2), a jejı́ definici lze opět nalézt v [16].
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2.1.2 Podmı́nky stability

Analýza stability je provedena nalezenı́m podmı́nek existence Ljapunovovy funkce
ve tvaru

V (x(t)) = x(t)T Px(t), (2.18)

kde P = P T > 0.
Časová diference ∆V Ljapunovovy funkce (2.18) je

∆V (x(t)) = x(t+ 1)T Px(t+ 1)− x(t)T Px(t). (2.19)

Platı́-li podmı́nka existence rovnovážného bodu v počátku (2.12), pak je∆V (0) =
0 a zbývá dokázat, že∆V (x) < 0 pro ∀x. Je nutné, aby∆V (x) < 0 na hranách a
vrcholech každé čtvercové oblasti Ωστ . Z důvodu jednoduššı́ho zápisu označı́me
časovou diferenci Ljapunovovy funkce ve vrcholu Φi,j jako

∆Vi,j ≡ ∆V (Φ
i,j). (2.20)

Dosazenı́m z (2.8) a (2.9) do (2.19) pro x(t) = Φi,j dostaneme

∆Vi,j = hT
i,jPhi,j −Φ

i,jT
PΦi,j, (2.21)

kde i = σ, σ+1 a j = τ, τ +1. Následujı́cı́ nerovnost se v [16] nazývá podmı́nka
stability vrcholu (stable vertex condition)

∆Vi,j < 0, i = σ, σ + 1 a j = τ, τ + 1. (2.22)

Podmı́nka ∆V (x(t)) < 0 na hranách oblasti Ωστ je zaručena při platnosti ná-
sledujı́cı́ch nerovnostı́ definovaných a označených v [16] jako podmı́nky stability
hran (stable edge conditions)

Ci,· <
√
∆Vi,τ∆Vi,τ+1, i = σ, σ + 1,

C·,j <
√
∆Vσ,j∆Vσ+1,j, j = τ, τ + 1, (2.23)

kde
Ci,· = hT

i,τPhi,τ+1 −Φ
i,τ T

PΦi,τ+1, i = σ, σ + 1,

a
C·,j = hσ,j

TPhσ+1,j −Φ
σ,jT

PΦσ+1,j, j = τ, τ + 1.

Před tı́m, než uvedeme souhrnný teorém zaručujı́cı́ asymptotickou stabilitu,
zbývá vyšetřit stabilitu rovnovážného bodu v počátku. Označı́me

A(·, α2) ≡ α2S·,τ + (1− α2)S·,τ+1.
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Pak vzhledem k (2.16) platı́ v nulové oblasti Ω0στ

x(t+ 1) = A(·, α2)x(t). (2.24)

Linearizacı́ (2.24) v počátku dostáváme systém

x(t+ 1) = A(·, α02)x(t), (2.25)

který je asymptoticky stabilnı́ tehdy a jen tehdy, platı́-li podmı́nka stability počátku
(stable zero condition)

−A(·, α02)
T PA(·, α02) + P > 0, (2.26)

kde P > 0.
Nynı́ je možné vyslovit podmı́nku asymptotické stability. Fuzzy systém (2.1)

vyjádřený jako po částech polytopický afinnı́ systém

x(t+ 1) = A(·, α2)x(t) + oστ , x(t) ∈ Ωστ , (2.27)

kde oστ = 0 v nulové oblasti Ω0στ a A(·, α2) = α2S·,τ + (1 − α2)S·,τ+1, je
asymptoticky stabilnı́ ve velkém, když existuje společná pozitivně definitnı́ matice
P taková, že:

1. v nulové oblasti platı́ podmı́nka stability ve vrcholech (2.22), stability na
hranách (2.23) a podmı́nka stability počátku (2.26),

2. v ostatnı́ch oblastech oba extrémnı́ systémy x(t+ 1) = S·,τ (x(t)) + oστ

a x(t+ 1) = S·,τ+1(x(t)) + oστ splňujı́ podmı́nky stability ve vrcholech
(2.22) a na hranách (2.23).

2.2 Stabilita zpětnovazebnı́ho řı́dicı́ho systému

V této části nejdřı́ve uvedu rozšı́řenı́ parametrického vyjádřenı́, které je uvedeno
v části 2.1.1, na analýzu stability zpětnovazebnı́ho řı́dicı́ho systému, jak bylo
publikováno v [11]. Řı́zená soustava obsahuje nelinearitu v podobě singletonového
fuzzy systému. Oproti předešlé části budu uvažovat spojité systémy. Výsledné
podmı́nky stability jsou však konzistentnı́ s výsledky předchozı́ podkapitoly.

V druhé části uvedu odlišný přı́stup publikovaný v [9]. Mı́sto složitého ana-
lytického popisu bude výstup fuzzy regulátoru aproximován pomocı́ hornı́ho a
dolnı́ho odhadu. Ukáži dva možné typy funkcı́, které lze volit jako odhad, a způ-
sob jejich výpočtu. Analýzu stability provedu pro lineárnı́ i nelineárnı́ řı́zenou
soustavu.
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2.2.1 Parametrický přı́stup

Před samotným výkladem uvádı́m v tabulce 2.2 shrnutı́ základnı́ch parametrů dále
uvedené metody.

Tabulka 2.2: Přehled vlastnostı́
Řı́zená soustava
Typ: Nelineárnı́ stavový model

Přechodová funkce realizovaná jako singletonový fuzzy systém
Přechodová funkce lineárnı́ vzhledem k řı́zenı́

Rozměr: MIMO
Omezenı́: Trojúhelnı́kové funkce přı́slušnosti

Definovaný způsob překrytı́ funkcı́ přı́slušnosti
Regulátor
Typ: Fuzzy singletonový statický systém
Rozměr: MIMO
Omezenı́: Trojúhelnı́kové funkce přı́slušnosti

Definovaný způsob překrytı́ funkcı́ přı́slušnosti

Nelineárnı́ řı́zená soustava je popsána vztahem

ẋ = f(x) +B(x)u, (2.28)

kde x ≡ (x1, x2) ∈ R
2 je stavový vektor, f(x) : R2 → R

2 je dvoudimenzionálnı́
vektorová funkce, B(x) : R

2 → R
2×2 je maticová funkce a u ∈ R

2 je vektor
vstupu. Nelineárnı́ funkce f(x) a B(x) jsou realizovány statickými fuzzy single-
tonovými systémy s vektory fσ,τ ∈ R

2 a maticemi Bσ,τ ∈ R
2×2 v závěru pravidel,

kde σ = 1 . . . N1, τ = 1 . . . N2 a Ni, i = 1, 2 je počet fuzzy množin v i-té dimenzi
stavového prostoru.

Systém (2.28) je řı́zen stavovým zpětnovazebnı́m regulátorem, který je imple-
mentován jako statický fuzzy singletonový systém s vektory uσ,τ ∈ R

2 v závěru
pravidel, kde σ = 1 . . . N1, τ = 1 . . . N2 a Ni, i = 1, 2 je počet fuzzy množin v
i-té dimenzi stavového prostoru.

V předpokladech pravidel řı́zené soustavy i stavového regulátoru jsou stejné
fuzzy množiny Aσ,τ s trojúhelnı́kovou funkcı́ přı́slušnosti µσ,τ , která je definována
vztahem (2.2) a jejı́ střed je určen vektoremΦσ,τ . Význam symbolů σ a τ je stejný
jako výše.

Tvar fuzzy množin i způsob pokrytı́ vstupnı́ho prostoru je shodný jako v
odstavci 2.1.1 (viz vztah (2.2) a obrázek 2.1). Rozdělenı́m vstupnı́ho prostoru na
oblasti Ωστ (viz (2.4)) lze hodnotu výstupu regulátoru pro x(t) ∈ Ωσ,τ vypočı́tat
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podle vztahu

u = Fuz(x) =
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2ui,j, (2.29)

kde αi
1 a αj

2 jsou definovány vztahy (2.6) a (2.7). O výstupu fuzzy regulátoru se
předpokládá, že splňuje podmı́nku Fuz(0) = 0.

Parametrický popis řı́dicı́ho systému

Stavový popis zpětnovazebnı́ho řı́dicı́ho systému vyjádřı́me v oblasti Ωσ,τ analo-
gicky k (2.29) jako

ẋ = f(x) +B(x)u

=
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2f i,j

+

(
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2Bi,j

)(
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2ui,j

)
, (2.30)

kde x ∈ Ωσ,τ , f i,j , Bi,j a ui,j jsou vektory resp. matice, které tvořı́ singletony v
závěrech fuzzy systémů. Rovnici (2.30) upravı́me

ẋ =
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2f̂ i,j

−ατ
2α

τ+1
2

σ+1∑

i=σ

αi
1 △ ci,·

−ασ
1α

σ+1
1

τ+1∑

j=τ

αj
2 △ c·,j

+ασ
1α

σ+1
1 ατ

2α
τ+1
2 △c·,·, (2.31)
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kde pro i = σ, σ + 1, j = τ, τ + 1 je

f̂ i,j = f i,j +Bi,jui,j (2.32)

△c·,· = (△B·,τ+1 − △B·,τ )

(△u·,τ+1 − △u·,τ ) (2.33)

△ci,· = (Bi,τ+1 − Bi,τ )

(ui,τ+1 − ui,τ ) (2.34)

△c·,j = (Bσ+1,j − Bσ,j)

(uσ+1,j − uσ,j) (2.35)

△B·,τ+1 = Bσ+1,τ+1 − Bσ,τ+1 (2.36)

△B·,τ = Bσ+1,τ − Bσ,τ . (2.37)

Ze vztahů (2.33)-(2.35) plyne, že jsou-li v nějaké oblasti Ωστ všechny matice
Bi,j = B0 nebo vektory ui,j = u0 pro všechna i = σ, σ + 1 a j = τ, τ + 1, pak
△c() = 0 a rovnice (2.31) se zjednodušı́ na

ẋ =
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2f̂ i,j. (2.38)

Stejné zjednodušenı́ platı́ i v oblastech, které obsahujı́ počátek, vzhledem k poža-
davku na regulátor, aby u = Fuz(0) = 0. Vztah (2.38) lze upravit ([16], [11]) na
ekvivalentnı́ stavový popis

ẋ = Aσ,τ (x)x (2.39)

Aσ,τ (x) = ατ
2S·,τ + α

τ+1
2 S·,τ+1. (2.40)
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Podmı́nky stability

K ověřenı́ stability je použita Ljapunovova funkce ve tvaru V (x) = 1
2
xTPx,

P = P T > 0. Pro jejı́ časovou derivaci v oblasti Ωσ,τ platı́

V̇ (x) = ẋTPx

=
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2V̇i,j

−ατ
2α

τ+1
2

σ+1∑

i=σ

αi
1

(
Ei,·+ △ cTi,·PΦi,∗

)

−ασ
1α

σ+1
1

τ+1∑

j=τ

αj
2

(
E·,j+ △ cT·,jPΦ∗,j

)

+ασ
1α

σ+1
1 ατ

2α
τ+1
2 (△ cσ+1,·− △ cσ,·)

T
P (Φσ+1,∗ −Φσ,∗)

+ασ
1α

σ+1
1 ατ

2α
τ+1
2 (△ c·,τ+1− △ c·,τ )

T
P (Φ∗,τ+1 −Φ∗,τ )

+ασ
1α

σ+1
1 ατ

2α
τ+1
2

σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2 △ cT·,·PΦi,j, (2.41)

kde pro i = σ, σ + 1, j = τ, τ + 1 je

V̇i,j = f̂
T

i,jPΦi,j (2.42)

Ei,· =
(
f̂ i,τ+1 − f̂ i,τ

)T
P (Φi,τ+1 −Φi,τ ) (2.43)

E·,j =
(
f̂σ+1,j − f̂σ,j

)T
P (Φσ+1,j −Φσ,j) (2.44)

aΦi,∗ je hodnota x na hraně oblasti t.j.Φi,∗ = (Φ
i
1, x2), x2 ∈ [Φ

τ
2,Φ

τ+1
2 ]. Význam

Φ∗,j je analogický. V předchozı́ rovnici (2.41) se využı́vá fakt, že vzhledem k
použitým funkcı́m přı́slušnosti platı́

x =
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2Φi,j. (2.45)

Vztah (2.41) je pro určenı́ podmı́nek stability přı́liš složitý. Mı́sto něj je možné
použı́t aproximaci V̇ . Výrazy obsahujı́cı́ vyššı́ mocniny αi

1 nebo αj
2 nahradı́me

hornı́mi odhady
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ǫ1i = △ cTi,·PΦi,τ∧ △ cTi,·PΦi,τ+1

ǫ2j = △ cT·,jPΦσ,j∧ △ cT·,jPΦσ+1,j

η1 = (△ cσ+1,·− △ cσ,·)
T

P (Φσ+1,∗ −Φσ,∗) ∨ 0

η2 = (△ c·,τ+1− △ c·,τ )
T

P (Φ∗,τ+1 −Φ∗,τ ) ∨ 0

χij = △ cT·,·PΦi,j ∨ 0,

kde

(Φσ+1,∗ −Φσ,∗) ≡ (Φ
σ+1
1 − Φσ

1 , 0)

(Φ∗,τ+1 −Φ∗,τ ) ≡ (0,Φ
τ+1
2 − Φτ

2)

Pro hornı́ odhad (2.41) platı́

V̇ (x) ≤

σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2V̇
+
i,j

−ατ
2α

τ+1
2

σ+1∑

i=σ

αi
1E
+
i,·

−ασ
1α

σ+1
1

τ+1∑

j=τ

αj
2E
+
·,j, (2.46)

kde

V̇ +i,j = V̇i,j +
χi,j

16
(2.47)

E+i,· = Ei,· + ǫ
1
i −

η1
4

E+·,j = E·,j + ǫ
2
j −

η2
4
. (2.48)

V oblasti Ω0σ,τ obsahujı́cı́ počátek má systém (2.30) jednoduššı́ vyjádřenı́
rovnicı́ (2.38). Definujeme-li opět Ljapunovovu funkci jako V (x) = 1

2
xTPx,

P = P T > 0, pak pro jejı́ časovou derivaci dostáváme vztah

V̇x =
σ+1∑

i=σ

τ+1∑

i=τ

αi
1α

j
2V̇i,j

−ατ
2α

τ+1
2

σ+1∑

i=σ

αi
1Ei,·

−ασ
1α

σ+1
1

τ+1∑

j=τ

αj
2E·,j, (2.49)
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Nynı́ analogicky k postupu, který jsme provedli při vyšetřovánı́ stability auto-
nomnı́ho systému, uvedeme dostačujı́cı́ podmı́nky asymptotické stability řı́dicı́ho
systému (2.30). Stačı́ vyšetřit chovánı́ Ljapunovovy funkce na hranicı́ch jednotli-
vých oblastı́.

Zpětnovazebnı́ systém je asymptoticky stabilnı́ ve velkém s rovnovážným
bodem v počátku, když existuje společná matice P = P T > 0 taková, že

1. v oblasti obsahujı́cı́ počátek platı́

V̇i,j < 0, V̇ (0) = 0 (2.50)

Ei,· >

(√
−V̇i,τ +

√
−V̇i,τ+1

)2
(2.51)

E·,j >

(√
−V̇σ,j +

√
−V̇σ+1,j

)2
(2.52)

− A(0)TP − PA(0) > 0 (2.53)

2. v ostatnı́ch oblastech platı́

V̇ +i,j < 0 (2.54)

E+i,· >

(√
−γi,τ
2 V̇

+
i,τ

+
√
−γi,τ+1
2 V̇ +i,τ+1

)2
(2.55)

E+·,j >

(√
−γσ,j
1 V̇ +σ,j

+
√
−γσ+1,j
1 V̇ +σ+1,j

)2
(2.56)

(2.57)

kde γi,j
1 + γ

i,j
2 ≤ 1, γi,j

1 , γ
i,j
2 ∈ [0, 1], i = σ, σ + 1 a j = τ, τ + 1.

Výše uvedená tvrzenı́ jsou analogická k výsledkům části věnované auto-
nomnı́m systémům. Vztahy (2.50) (resp. (2.54)) vyjadřujı́ podmı́nku stability ve
vrcholech dané oblasti. Nerovnice (2.51) a (2.52) (resp.(2.55) a (2.56)) zaručujı́
stabilitu na hranách oblasti. A maticová nerovnice (2.53) pak zaručuje stabilitu v
okolı́ počátku.

2.2.2 Numerický přı́stup

Odlišný přı́stup je použit v [10]. Analýza stability je zde rozdělena do třı́ částı́.

28



1. fuzzy systém je transformován do po částech bilineárnı́ formy,

2. bilineárnı́ forma je aproximována pomocı́ hornı́ho a spodnı́ho odhadu, které
jsou vypočı́tány použitı́m kvadratického programovánı́,

3. analýza stability je provedena nalezenı́m Ljapunovovy řešenı́m lineárnı́ch
maticových nerovnic.

Souhrnné informace o následujı́cı́ metodě jsou v tabulce 2.3

Tabulka 2.3: Přehled vlastnostı́
Řı́zená soustava
Typ: Lineárnı́ nebo Takagi-Sugeno stavový model
Rozměr: SIMO
Omezenı́: Trojúhelnı́kové funkce přı́slušnosti

Definovaný způsob překrytı́ funkcı́ přı́slušnosti
Regulátor
Typ: Fuzzy singletonový statický systém
Rozměr: MISO
Omezenı́: Trojúhelnı́kové funkce přı́slušnosti

Definovaný způsob překrytı́ funkcı́ přı́slušnosti
Pro nulový vstup nulový výstup

Dále budeme uvažovat singletonový statický fuzzy systém se vstupnı́m vek-
torem x ≡ (x1, x2) ∈ R

2, s jednı́m výstupem u ∈ R a s pravidly ve tvaru

If x is Aσ.τ then u is uσ,τ , σ = 1 . . . N1 a τ = 1 . . . N2, (2.58)

kde Aσ,τ je dvoudimenzionálnı́ fuzzy množina s trojúhelnı́kovou funkcı́ přı́sluš-
nosti, která je definována rovnicı́ (2.2), N1 a N2 je počet funkcı́ přı́slušnosti na
jednotlivých vstupech (viz obrázek 2.1) a uσ,τ je skalárnı́ hodnota fuzzy singletonu.
Rozloženı́ fuzzy množin je stejné jako v části 2.1.1.

Transformace fuzzy systému

Stejně jako v předešlé části budeme chovánı́ fuzzy systému analyzovat v oblastech,
které jsou vymezené středy funkcı́ přı́slušnosti Φσ,τ ≡ (Φσ

1 ,Φ
τ
2).

Výstup fuzzy systému u = Fuz(x1, x2) v oblasti Ωσ,τ (viz (2.4)) lze vyjádřit
bilineárnı́ formou

Fuz(x1, x2) = C
σ,τ
12 x1x2 + C

σ,τ
1 x1 + C

σ,τ
2 x2 + C

σ,τ
0 , (2.59)
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kde koeficienty Cσ,τ
12 , Cσ,τ

1 , Cσ,τ
2 a Cσ,τ

0 jsou odvozeny v [10].
Nelineárnı́ vztah (2.59) budeme aproximovat pomocı́ spodnı́ho a hornı́ odhadu

ve tvaru

kσ,τ
1 x1+k

σ,τ
2 x2 ≤ Cσ,τ

12 x1x2+C
σ,τ
1 x1+C

σ,τ
2 x2+C

σ,τ
0 ≤ k

σ,τ

1 x1+k
σ,τ

2 x2. (2.60)

Problém nalezenı́ koeficientů Kσ,τ ≡ (kσ,τ
1 , kσ,τ

2 ) a K
σ,τ

≡ (k
σ,τ

1 , k
σ,τ

2 ) lze redu-
kovat zavedenı́m nových proměnných na

γσ,τ

1
x1 + γ

σ,τ

2
x2 ≤ Cσ,τ

12 x1x2 + C
σ,τ
0 ≤ γσ,τ

1 x1 + γ
σ,τ
2 x2, (2.61)

kde mezi koeficienty γ a k je vztah

k
σ,τ

1 = C
σ,τ
1 + γ

σ,τ
1

k
σ,τ

2 = C
σ,τ
2 + γ

σ,τ
2

kσ,τ
1 = C

σ,τ
1 + γ

σ,τ

1

kσ,τ
2 = C

σ,τ
2 + γ

σ,τ

2
. (2.62)

K nalezenı́ koeficientů hornı́ho omezenı́, definujeme kritérium optimality ve tvaru

J
σ,τ
(γσ,τ
1 , γσ,τ

2 ) =
1

2

∫ Φτ+1
2

x2=Φτ
2

∫ Φσ+1
1

x1=Φσ
1

[f
σ,τ
(γσ,τ
1 , γσ,τ

2 )]
2dx1dx2, (2.63)

kde

f
σ,τ
(γσ,τ
1 , γσ,τ

2 ) = (γ
σ,τ
1 x1 + γ

σ,τ
2 x2)− (C

σ,τ
12 x2x2 + C

σ,τ
0 ). (2.64)

Optimálnı́ hodnota koeficientu γσ,τ = (γσ,τ
1 , γσ,τ

2 ) musı́ splňovat

γσ,τ = arg min J
σ,τ
(γσ,τ
1 , γσ,τ

2 )

= arg min
1

2

∫ Φτ+1
2

x2=Φτ
2

∫ Φσ+1
1

x1=Φσ
1

[f
σ,τ
(γσ,τ
1 , γσ,τ

2 )]
2dx1dx2 (2.65)

za podmı́nky
f

σ,τ
(γσ,τ
1 , γσ,τ

2 ) ≥ 0. (2.66)

Pro spodnı́ omezenı́ je postup analogický. Optimalizačnı́ problém lze řešit pomocı́
metody kvadratického programovánı́. Kritérium (2.63) vyjádřı́me ve formě

J
σ,τ
(γσ,τ
1 , γσ,τ

2 ) =
1

2
[D

σ,τ

11 (γ
σ,τ
1 )

2 +D
σ,τ

22 (γ
σ,τ
2 )

2

+2D
σ,τ

12 γ
σ,τ
1 γ

σ,τ
2 + 2D

σ,τ

1 γ
σ,τ
1

+2D
σ,τ

2 γ
σ,τ
2 + 2D

σ,τ

0 ],
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kde koeficientyD
σ,τ

12 ,D
σ,τ

1 ,D
σ,τ

2 aD
σ,τ

0 je možno odvodit ze vztahu (2.63) a jejich
výpočet je ukázán v [10]. Celý problém ve standardnı́m tvaru je formulován jako

1

2
(γσ,τ )TH

σ,τ
γσ,τ + (L

σ,τ
)Tγσ,τ , (2.67)

s podmı́nkou
M

σ,τ
γσ,τ ≤ nσ,τ , (2.68)

kde

H
σ,τ
=

(
D

σ,τ

11 D
σ,τ

12

D
σ,τ

12 D
σ,τ

22

)
, L

σ,τ
=

(
D

σ,τ

1

D
σ,τ

2

)
,

M
σ,τ
=




−Φσ
1 −Φτ

2

−Φσ
1 −Φτ+1

2

−Φσ+1
1 −Φτ

2

−Φσ+1
1 −Φτ+1

2


 , nσ,τ =




−(Cσ,τ
12 Φ

σ
1Φ

τ
2) + C

σ,τ
0

−(Cσ,τ
12 Φ

σ+1
1 Φ

τ
2) + C

σ,τ
0

−(Cσ,τ
12 Φ

σ
1Φ

τ+1
2 ) + C

σ,τ
0

−(Cσ,τ
12 Φ

σ+1
1 Φ

τ+1
2 ) + C

σ,τ
0


 .

Po nalezenı́ hornı́ho a dolnı́ho omezenı́ ve všech oblastech a po zpětné transfor-
maci pomocı́ vztahů (2.62) je možné fuzzy systém (2.58) považovat za polytopický
systém

Fuz(x) = Co(K
1,1
,K

1,2
, . . . ,K

N1−1,N2−1
,K1,1,K2,2, . . . ,KN1−1,N2−1)x,

(2.69)
kde Co(·) označuje konvexnı́ obal.

Stabilita systému s lineárnı́ řı́zenou soustavou

Nejdřı́ve uvedeme analýzu stability pro lineárnı́ řı́zenou soustavu se stavovým
popisem

ẋ = Ax+ bu, (2.70)

kde x ∈ R
2 je stavový vektor, A ∈ R

2×2 je matice systému, b ∈ R
2 je vektor

řı́zenı́ a u ∈ R je řı́dı́cı́ vstup.
Zpětnovazebnı́ zapojenı́ řı́zené soustavy (2.70) a fuzzy regulátoru (2.58) lze

reprezentovat jako následujı́cı́ polytopický systém

ẋ =Ax+B Fuz(x) =

=Co

[(
A+BK

11)
,
(
A+BK

12)
, . . . ,

(
A+BK

(N1−1)(N2−1))
,

(
A+BK11

)
,
(
A+BK22

)
, . . . ,

(
A+BK(N1−1)(N2−1)

)]
x. (2.71)
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Systém (2.71) je kvadraticky stabilnı́, když existuje pozitivně definitnı́ matice P ,
které vyhovujı́ maticové nerovnice

(A+BKi)
T P + P (A+BKi) < 0, i = 1, . . . , L, (2.72)

kde Ki jsou vrcholy konvexnı́ho obalu (2.69) a L ≤ 2(N1 − 1)(N2 − 1).

Stabilita systému s nelineárnı́ řı́zenou soustavou

Modifikace výše uvedeného způsobu je uvedena v [9]. Mı́sto omezenı́ lineárnı́mi
závislostmi (2.60) se zde uvažuje afinnı́ omezenı́ ve tvaru

Kσ,τx+ kσ,τ
0 ≡ kσ,τ

1 x1 + k
σ,τ
2 x2 + k

σ,τ
0

≤ Cσ,τ
12 x1x2 + C

σ,τ
1 x1 + C

σ,τ
2 x2 + C

σ,τ
0 ≤

K
σ,τ

x+ k
σ,τ

0 ≡ k
σ,τ

1 x1 + k
σ,τ

2 x2 + k
σ,τ
0 , (2.73)

pro x ∈ Ωσ,τ . V oblastech Ω0σ,τ obsahujı́cı́ch počátek se však musı́ předpokládat
omezujı́cı́ závislosti lineárnı́, protože v počátku se předpokládá rovnovážný bod.

Řı́zený systém je modelováný jako Takagi-Sugeno fuzzy systém s pravidly ve
tvaru

IF x is Bρ THEN ẋ = Aρx+ bρu, (2.74)

kde ρ = 1, . . . , N3 a N3 je počet pravidel, Bρ jsou fuzzy množiny definované na
vstupnı́m prostoru s funkcemi přı́slušnosti µρ(x), x ≡ (x1, x2) ∈ R

2 je stavový
vektor, Aρ ∈ R

2×2 a bρ ∈ R
2 jsou parametry lokálnı́ho LTI modelu a u ∈ R je

řı́dı́cı́ vstup systému. Výstup je dán výrazem

ẋ =

N3∑

ρ=1

wρ(x) (Aρx+ bρu)

= Co [(A1x+ b1u) , . . . , (AN3x+ bN3u)] , (2.75)

kde

wρ(x) =
µρ(x)∑N3
ρ=1µρ(x)

wρ(x) ≥ 0. (2.76)

Analogicky s postupem uvedeným v odstavci 2.2.2 lze nalézt konstanty odhadu
K

σ,τ
, ki, K

σ,τ
a ki metodou kvadratického programovánı́. Výstup fuzzy systému

v oblasti Ωσ,τ se vyjádřı́ jako polytopický afinnı́ systém

u = Fuz(x) = Co
(
Kσ,τx+ kσ,τ

0 ,K
σ,τ

x+ k
σ,τ

0

)
. (2.77)

Definujme ještě množinu indexů pravidel řı́zené soustavy (2.74), která jsou akti-
vována v oblasti Ωσ,τ

Σσ,τ ≡ {ρ|∃x,x ∈ Ωσ,τ , wρ(x) 6= 0} .
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Pak zpětnovazebnı́ systém v oblastiΩσ,τ lze vyjádřit jako polytopický afinnı́ systém

ẋ = Co
[(

Aρ + bρK
σ,τ
)
x+ bρk

σ,τ ,

(
Aρ + bρK

σ,τ)
x+ bρk

σ,τ
]

= Co
[
Gσ,τ

ρ x+ oσ,τ
ρ ,G

σ,τ

ρ x+ oσ,τ
ρ

]
, (2.78)

kde ρ ∈ Σσ,τ , Gσ,τ
ρ ≡

(
Aρ + bρK

σ,τ
)
, G

σ,τ

ρ ≡
(
Aρ + bρK

σ,τ)
, oσ,τ

ρ ≡ bρk
σ,τ a

oσ,τ
ρ ≡ bρk

σ,τ
.

Stabilitu zpětnovazebnı́ho systému lze dokázat nalezenı́m Ljaponuvovy funkce
ve formě kvadratické funkce V (x) = xTPx. Zpětnovazebnı́ systém (2.78) je kva-
draticky stabilnı́, jestliže existuje společná pozitivně definitnı́ matice P splňujı́cı́
následujı́cı́ nerovnice pro všechna x 6= 0

• v oblastech Ωσ,τ neobsahujı́cı́ počátek

xT
(
G

σ,τ

ρ P + PG
σ,τ

ρ

)
x+ oσ,τT

ρ Px+ xTPoσ,τ
ρ < 0,

xT
(
Gσ,τ

ρ P + PGσ,τ
ρ

)
x+ oσ,τT

ρ Px+ xTPoσ,τ
ρ < 0, (2.79)

• v oblastech Ω0σ,τ obsahujı́cı́ počátek

xT
(
G

σ,τ

ρ P + PG
σ,τ

ρ

)
x < 0,

xT
(
Gσ,τ

ρ P + PGσ,τ
ρ

)
x < 0, (2.80)

kde ρ ∈ Σσ,τ . Výše uvedené vztahy lze vyjádřit pomocı́ lineárnı́ch maticových
nerovnic

P > 0, (2.81)

G
σ,τT

aρ P a + P aG
σ,τ

aρ −

2∑

i=1

θ
σ,τ

i Q
σ,τ
ai < 0, (2.82)

Gσ,τ
aρ
TP a + P aG

σ,τ
aρ −

2∑

i=1

θσ,τ
i Q

σ,τ
ai < 0, (2.83)

a v oblasti Ω0σ,τ obsahujı́cı́ počátek

G
σ,τT

ρ P + PG
σ,τ

ρ < 0, (2.84)

Gσ,τT
ρ P σ,τ + PGσ,τ

ρ < 0, (2.85)
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kde

G
σ,τ

aρ ≡

(
G

σ,τ

ρ oσ,τ
ρ

0T 0

)
, Gσ,τ

aρ ≡

(
Gσ,τ

ρ oσ,τ
ρ

0T 0

)
, (2.86)

Q
σ,τ
1 =

(
1 0
0 0

)
, Q

σ,τ
2 =

(
0 0
0 1

)
, (2.87)

R
σ,τ
1 =

(
−1
2

(
Φσ
1 + Φ

σ+1
1

)
0
)T
, R

σ,τ
2 =

(
0 −1

2

(
Φτ
2 + Φ

τ+1
2

))T
, (2.88)

sσ,τ
1 = Φ

σ
1Φ

σ+1
1 , sσ,τ

2 = Φ
τ
2Φ

τ+1
2 , (2.89)

P a ≡

(
P 0
0T 0

)
, (2.90)

Q
σ,τ
ai =

(
Qi R

σ,τ
i

R
σ,τ
i
T sσ,τ

i

)
(2.91)

θ
σ,τ

i > 0, θσ,τ
i > 0 (2.92)

Nalezenı́ společné kvadratické Ljapunovovy funkce nemusı́ být vždy jednodu-
ché a může se stát, že v určité oblasti nebudou požadavky na ni kladené splněny,
i když je systém stabilnı́. Tomu se lze vyhnout použitı́m obecnějšı́ parametrizace
kandidátů na Ljapunovovu funkci. Kim v [9] ukazuje použitı́ po částech defino-
vané kvadratické Ljapunovovy funkce (piecewise quadratic Lyapunov function)
původně publikované v [8]. Kvadratická funkce bude v každé oblasti jiná pouze
s omezenı́m, že výsledná Ljapunovova funkce, která je daná sjednocenı́m dı́lčı́ch
funkcı́, musı́ být spojitá. Ljapunovova funkce je definována ve tvaru

V (x) =

{
xT P σ,τx v oblastech Ω0σ,τ obsahujı́cı́ počátek
xT

a P σ,τ
a xa v oblastech Ωσ,τ mimo počátek

(2.93)

P σ,τ = P + F σ,τ T TF σ,τ (2.94)

P σ,τ
a =

(
P σ,τ 0
0T 0

)
+ F σ,τ

a
T TF σ,τ

a , (2.95)

kde
xa = (x, 1)

T je stavový vektor v homogennı́ch souřadnicı́ch,
0 je nulová matice rozměru 2× 1 a
F σ,τ je matice zaručujı́cı́ spojitost Ljapunovovy funkce na hranici oblastı́ Ωσ,τ a
Ωσ′τ ′ (σ′ a τ ′ jsou indexy oblastı́ sousedı́cı́ch s Ωσ,τ ) a splňujı́cı́ podmı́nku

F σ,τx = F σ′τ ′

x, x ∈ Ωσ,τ ∩ Ωσ′τ ′ .

Algoritmus výpočtu matic F σ,τ lze nalézt v [8].
Zpětnovazebnı́ systém (2.78) je asymptoticky stabilnı́ pokud existujı́ symet-

rické matice T a P a kladná čı́sla θ
σ,τ

i , θσ,τ
i a πσ,τ

i (i = 1, 2, σ = 0, . . . , N1,
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τ = 0, . . . , N2, ρ ∈ Σσ,τ ), pro které platı́ v oblasti Ωσ,τ neobsahujı́cı́ počátek

P σ,τ
a =

(
P 0
0T 0

)
+ F σ,τ

a
TTF σ,τ

a (2.96)

P σ,τ
a +

2∑

i=1

πσ,τ
i Q

σ,τ
ai > 0 (2.97)

G
σ,τT

aρ P σ,τ
a + P σ,τ

a G
σ,τ

aρ −

2∑

i=1

θ
σ,τ

i Q
σ,τ
ai < 0 (2.98)

Gσ,τT
aρ P σ,τ

a + P σ,τ
a Gσ,τ

aρ −
2∑

i=1

θσ,τ
i Q

σ,τ
ai < 0 (2.99)

a v oblasti Ω0σ,τ obsahujı́cı́ počátek

P σ,τ = P + F σ,τTTF σ,τ (2.100)

P σ,τ > 0 (2.101)

G
σ,τT

ρ P σ,τ + P σ,τG
σ,τ

ρ < 0 (2.102)

Gσ,τT
ρ P σ,τ + P σ,τGσ,τ

ρ < 0. (2.103)

2.3 Závěr

Analýza stability v této kapitole je založena na hledánı́ Ljapunovovy funkce. Vý-
klad byl předveden na systémech druhého řádu s jednı́m nebo dvěma vstupy.
Rozšı́řenı́ na složitějšı́ systémy je možné. Byly ukázány analytické vztahy popisu-
jı́cı́ závislost mezi vstupem a výstupem systému. K tomu, aby to bylo možné, byly
modely řı́zených soustav v jednoduššı́ formě fuzzy systémů. Byly použity single-
tonové nebo Takagi-Sugeno fuzzy systémy s rovnoměrným pokrytı́m vstupů fuzzy
množinami tak, aby pro každý vstup byla nenulová hodnota funkce přı́slušnosti
jen u dvou sousednı́ch fuzzy množin. To může představovat omezenı́ navržených
metod. V rámci praktické části jsem kritérium uvedené v části 2.2.2 implementoval
a vyzkoušel.
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Kapitola 3

Stabilita vstup-výstup

V předchozı́ kapitole byl systém vyjádřen stavovým popisem, v této kapitole se
budu věnovat stabilitě z hlediska vstupnı́ch a výstupnı́ch signálů. Kapitola je roz-
dělena na tři části. Prvnı́ se věnuje využitı́ podmı́nky pasivity. Uvedu podmı́nky, za
kterých lze Mamdani fuzzy PD regulátor považovat za pasivnı́ systém. Dalšı́ části
se zabývajı́ metodami, které jsou založené na větě o malém zesı́lenı́ a podmı́nce
konicity. V druhé části je popsána podmı́nka robustnı́ stability fuzzy regulátoru a
při jejı́m nesplněnı́ algoritmus, kterým lze fuzzy regulátor upravit, aby byla pod-
mı́nka stability splněna. V třetı́ části uvedený postup umožňuje výpočet zesı́lenı́
fuzzy systému a tı́m při znalosti zesı́lenı́ řı́zené soustavy ověřit platnost věty o
malém zesı́lenı́.

3.1 Vyšetřovánı́ stability pomocı́ pasivity

Dále uvedený postup vycházı́ z článků [1] a [2]. Nejdřı́ve uvedu podmı́nky, za
kterých lze dokázat pasivitu fuzzy regulátoru. Dále uvedu podmı́nky stability
zpětnovazebnı́ho řı́dicı́ho systému s fuzzy regulátorem.

3.1.1 Pasivita fuzzy regulátorů

V následujı́cı́ části popı́ši fuzzy regulátor, který splňuje vlastnosti pasivity. V
tabulce 3.1 jsou uvedeny podmı́nky, které musı́ regulátor splňovat.

Budeme uvažovat fuzzy regulátor Mamdaniho typu se dvěma vstupy e1 a e2
(regulačnı́ odchylka a jejı́ derivace), které jsou normované na stejný rozsah hodnot
< −L,L >, a jedenı́m výstupem u.

Prostor vstupnı́ch proměnných je pokryt množinamiAi s funkcemi přı́slušnosti
µi, kde i = {−(N − 1)/2, . . . , 0, . . . , (N − 1)/2} a N ∈ N je liché čı́slo, které
udává počet fuzzy množin. Pokrytı́ vstupnı́ho prostoru je u obou vstupů stejné a

37



Tabulka 3.1: Přehled vlastnostı́
Řı́zená soustava
Typ: Libovolný pasivnı́ systém
Rozměr: SISO
Regulátor
Typ: Mamdani fuzzy PD regulátor
Rozměr: SISO
Omezenı́: Symetrické rozloženı́ lichého počtu funkcı́ přı́slušnosti

Definované uspořádánı́ báze pravidel

splňuje podmı́nky:

0 ≤ µ(e)j = µ(−e)−j ≤ 1, (3.1)
(N−1)/2∑

i=−(N−1)/2

µi(e) = 1, (3.2)

| i− j |> 1⇒ µi(e)µj(e) = 0. (3.3)

Vztah (3.1) znamená, že vstupnı́ prostor je pokryt symetricky vzhledem k nule.
Vztahy (3.2) a (3.3) zaručujı́, že libovolná hodnota vstupu náležı́ (ve smyslu nenu-
lové funkce přı́slušnosti) nejvýše dvěma sousednı́m fuzzy množinám a součet hod-
not funkcı́ přı́slušnosti je roven jedné. Pro ei < −L se předpokládá µ−(N−1)/2 = 1
a pro ei > L je µ(N−1)/2 = 1. Tvar použitých funkcı́ přı́slušnosti musı́ splňovat
podmı́nku pro ∀e′ 6= e a ∀λ ∈ (0, 1),

µi(λe
′ + (1− λ)e) ≥ min(µi(e

′), µi(e))). (3.4)

kde i = {−(N − 1)/2, . . . ,−1, 1, . . . , (N − 1)/2}. V přı́padě i = 0 musı́
být minimum na pravé straně (3.4) ostře menšı́, aby byla zaručena existence
rovnovážného bodu v nule.

Výstupnı́ prostor je pokryt fuzzy množinami Bi se středy Φi, pro které musı́
platit, že Φ0 = 0, Φi = −Φ−i a Φi > Φj pro i > j.

Báze pravidel je tvořena N2 pravidly ve tvaru:

IF e1 is Ai and e2 is Aj THEN u is Bf(i,j),

kde f(i, j) je funkce přiřazujı́cı́ hodnotu indexu výstupnı́ fuzzy množiny Bf(i,j)

podle indexů vstupnı́ch fuzzy množin. Funkce f musı́ splňovat následujı́cı́ pod-
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mı́nky:

f(i, j) = −f(−i,−j), ∀i, j, (3.5)

f(0, 0) = 0, (3.6)

j(f(i, j)− f(i, 0)) > 0, ∀i, j > 0, (3.7)

i(f(i, j)− f(0, j)) > 0, ∀i, j > 0. (3.8)

Fuzzy regulátor splňujı́cı́ výše uvedené podmı́nky se v článku [1] označuje jako
sektorový fuzzy regulátor. Toto označenı́ plyne z vlastnostı́ (3.5) až (3.8), které
zaručujı́ lichou symetrii a monotónnost báze pravidel obsahujı́cı́ fuzzy množinu
A0. Přı́klad výstupnı́ funkce fuzzy systému, který splňuje výše uvedené podmı́nky,
je na obrázku 3.1. Na obrázku 3.2 je přı́klad výstupu fuzzy systému, který uvedené
podmı́nky nesplňuje. Zde je vidět, že při konstantnı́ hodnotě prvnı́ho vstupu rovné
-3 nebo 3 nenı́ v bázi pravidel zřejmě splněna podmı́nka (3.7).
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Obrázek 3.1: Výstupnı́ funkce splňujı́cı́ podmı́nky (3.5) - (3.8)

Defuzzifikovaný výstup u je dán rovnicı́:

u =

∑(N−1)/2
i=−(N−1)/2

∑(N−1)/2
j=−(N−1)/2[µi(e1) ∗ µj(e2)]Φf(i,j)

∑(N−1)/2
i=−(N−1)/2

∑(N−1)/2
j=−(N−1)/2 µi(e1) ∗ µj(e2)

, (3.9)

kde ∗ označuje minimum nebo součin funkcı́ přı́slušnosti.
Na výše uvedený fuzzy systém se lze dı́vat jako na nelineárnı́ zobrazenı́

Ψ(e1, e2), které mapuje podle vztahu (3.9) vstupy e1 a e2 na výstup u. Vlast-
nosti tohoto zobrazenı́ uvádı́ následujı́cı́ věta [1].
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Obrázek 3.2: Výstupnı́ funkce nesplňujı́cı́ podmı́nky (3.5) - (3.8)

Věta 1 Sektorový fuzzy regulátor

1. Ψ(e1, e2) je omezená a splňuje Lipschitzovy podmı́nky,

2. Ψ(0, 0) = 0 - podmı́nka rovnovážného stavu,

3. Ψ(e1, e2) = −Ψ(−e1,−e2) - lichá symetrie,

4. pro všechna e1 a e2 platı́

0 ≤ e1(Ψ(e1, e2)−Ψ(0, e2)) ≤ λ′e21,
0 ≤ e2(Ψ(e1, e2)−Ψ(e1, 0)) ≤ γ′e22.

Definujeme-li stavový popis fuzzy regulátoru

ė1 = e2

u = Ψ(e1, e2), (3.10)

pak tento nelineárnı́ SISO systém je ekvivalentnı́ s výše uvedeným fuzzy systémem
a je striktně pasivnı́ [1].

3.1.2 Stabilita zpětnovazebnı́ho řı́dicı́ho systému

K odvozenı́ stability zpětnovazebnı́ho regulačnı́ho systému lze přı́mo použı́t tvr-
zenı́ uvedená v teorému 1.
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V článku [1] je uveden následujı́cı́ přı́klad nelineárnı́ regulačnı́ soustavy.

ẋ = f(x) + g(x)u, (3.11)

ζ = h(x), (3.12)

ẏ = ζ, (3.13)

u = Ψ(e, ė), (3.14)

e(t) = yd − y(t), (3.15)

kde x ∈ X ⊂ R
n je stavový vektor, X je stavový prostor, ζ ∈ R, h(x) :X → R,

u ∈ R, y ∈ R je výstup, yd ∈ R je žádaná hodnota a e ∈ R označuje regulačnı́
odchylku. Dále funkce f(x) : X → R

n splňuje podmı́nku f(0) = 0 a funkce
g(x) : X → R

n, g(0) = 0 jsou spojité. Od regulovaného systému (3.11) -
(3.14) požadujeme, aby byl dosažitelný s detekovatelným nulovým stavem tj.,
je-li u(t) = 0 a ζ(t) = 0 pak limt→∞ x(t) = 0.

Z předchozı́ch rovnic je zřejmé, že regulovaný systém má rovnovážný bod v
počátku. Dostačujı́cı́ podmı́nkou asymptotické stability nulového řešenı́ systému
(3.11) - (3.14) je vstupnı́ a výstupnı́ pasivita subsystémů (f , g, h). Jsou-li pouze
pasivnı́, pak je nulové řešenı́ pouze Ljapunovsky stabilnı́. Důkaz předchozı́ho
tvrzenı́ je vzhledem k pasivitě fuzzy regulátoru (3.10) přı́mo důsledkem teorému
1.

3.1.3 Závěr

Uvedená metoda analýzy stability se od ostatnı́ch lišı́ tı́m, že uvažuje použitı́
Mamdaniho fuzzy systému. Ten je ale poměrně silně omezen podmı́nkami, které
definujı́ uspořádánı́ báze pravidel, a způsobem pokrytı́ vstupů fuzzy množinami.
Dalšı́m omezenı́m je, že metodu lze aplikovat jen na SISO systémy. Uvedený přı́-
klad představuje poměrně speciálnı́ aplikaci na jednorozměrnou řı́zenou soustavu
s astatizmem prvnı́ho stupně.

3.2 Robustnı́ stabilita založená na podmı́nce koni-
city

V následujı́cı́ části bude uvedena analýza robustnı́ stability, která je publikována
v článku [5]. V tabulce 3.2 je stručný přehled parametrů řı́zené soustavy a re-
gulátoru. Ve výše uvedené práci se předpokládá, že předem existuje regulátor,
který splňuje nějaké dané podmı́nky regulace. Pro tento nominálnı́ regulátor je
odvozena podmı́nka robustnı́ stability. V přı́padě, že podmı́nka nenı́ splněna, je
v článku uveden postup změny parametrů, aby podmı́nka stability byla splněna a
aby nový regulátor zachovával původnı́ vlastnosti.
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Tabulka 3.2: Přehled vlastnostı́
Řı́zená soustava
Typ: lineárnı́ stabilnı́ sys. se statickou nelinearitou ve zpětné vazbě
Rozměr: SIMO
Omezenı́: statická nelinearita má nulovou hodnotu v počátku
Regulátor
Typ: fuzzy singletonový systém s vstupnı́m lineárnı́m filtrem
Rozměr: MISO
Omezenı́: statická nelinearita má nulovou hodnotu v počátku

trojúhelnı́kové funkce přı́slušnosti na vstupu
stupeň překrytı́ roven dvěma

3.2.1 Popis regulačnı́ soustavy

Regulačnı́ soustava, kterou budeme dále uvažovat, je znázorněná na obrázku 3.3.
Řı́zený systém se skládá z lineárnı́ části popsané přenosovou maticı́ F (s) a neline-
árnı́ části obsahujı́cı́ statické nelinearity h() : R → R a f() : R2 → R. Regulátor
je také rozdělen na lineárnı́ dynamickou část (filtrace, PID složky) popsanou pře-
nosovou maticı́ K(s) a na nelineárnı́ statickou část Ψ() : R2 → R. Nelineárnı́

G(s)H()

rízená soustava
v

regulátor

f( )

Ψ( )

h( ) F(s)

K(s)

y

y

−

u
d

Obrázek 3.3: Schéma zpětnovazebnı́ regulace

části jsou modelovány jako fuzzy systémy. Pro stabilitu rovnovážného bodu v
počátku musı́ statické nelinearity splňovat podmı́nku:

f(0) = 0, h(0) = 0, Ψ(0) = 0. (3.16)
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Druhou podmı́nkou je, že celý řı́zený systém stejně jako jeho lineárnı́ část F (s)
má pouze jeden vstup. Jedná se tedy o SIMO systém s MISO regulátorem.

Uvažovaný systém bude výhodné rozdělit na lineárnı́ časově invariantnı́ část
s přenosovou maticı́ G(s) (viz obrázek 3.3), která obsahuje lineárnı́ část řı́zené
soustavy F (s) a lineárnı́ část regulátoru K(s), a na statickou nelineárnı́ část
obsahujı́cı́ nelinearity f() a h() v řı́zené soustavě a Ψ() v regulátoru. Nelineárnı́
část označı́me H(x) a platı́ pro ni

H(x) = f(x)− h(Ψ(x)), (3.17)

kde x ∈ R
2.

3.2.2 Návrh robustnı́ho regulátoru

Cı́lem tohoto odstavce bude nalézt robustnı́ regulátor, který se co nejvı́ce svými
vlastnostmi přibližuje původnı́mu regulátoru Ψ0(x). Hledaný regulátor Ψ(x) a
tedy i H(x) = −f(x) + h(Ψ(x)) má splňovat podmı́nky:

r(C) > d(C) (3.18)

g(H −H0) je minimálnı́, (3.19)

kde H0(x) = −f(x) + h(Ψ0(x)), r() je funkce robustnosti a d() je funkce
odchylky. Úkolem je nalézt takový střed C, který splňuje podmı́nky (3.18) a
(3.19). Vzhledem k tomu, že množina přı́pustných středů CG může být neomezená
a otevřená, je vhodné omezit hledánı́ na jejı́ podmnožinu definovanou napřı́klad
jako

Cd
G = {C ∈ CG : rG(C) ≥ rmin > 0, |C| ≤ |C|max} , (3.20)

kde parametr rmin může zahrnovat předpokládanou neurčitost v řı́zené soustavě.
V článku [5] je dokázáno, že následujı́cı́ algoritmus vede k nalezenı́ regulátoru,
který splňuje podmı́nky (3.18) a (3.19):

1. Najdi C∗ ∈ Cd
G pro něž platı́:

dH0(C
∗)− rG(C

∗) = min
C∈Cd

G

(dH0(C)− rG(C)) . (3.21)

2. Označ r∗ = rG(C
∗), urči pro všechna x interval I(x) = [Il(x), Iu(x)] =

[C∗x − r∗ ‖ x ‖,C∗x+ r∗ ‖ x ‖] a definuj H(x)

H(x) =





H0(x) pro H0(x) ⊂ I(x),
H0(x)− (H0u(x)− Iu(x)) pro H0u(x) > I(x),
H0(x) + (Il(x)−H0l(x)) pro H0u(x) < I(x),

(3.22)

kde H0l(x) a H0u(x) je hornı́ a dolnı́ odhad funkce H0(x).
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Podstatou výše uvedené metody je restrikce původnı́ funkce H0(x) do oblasti
vymezené jehlanem, který je definován intervaly I(x). V této oblasti je při zjištěné
hodnotě robustnosti r∗ zaručena platnost podmı́nky (3.18) a tı́m i stabilita systému.
Volba středu C∗ jako minimum rozdı́lu dH0(C)− rG(C) zaručuje, že je splněna
podmı́nka (3.19).

3.2.3 Návrh robustnı́ho fuzzy regulátoru

Nynı́ ukážeme, jak výše uvedený algoritmus aplikovat na systém, jehož nelineárnı́
části jsou modelovány jako fuzzy singletonový systém. Nejdřı́ve popı́šeme pou-
žitý fuzzy systém a jeho některé vlastnosti. V závěru je uveden fuzzy regulátor
vyhovujı́cı́ podmı́nkám (3.18) a (3.19).

Uvažujeme singletonový fuzzy systém se dvěma vstupy a jednı́m výstupem.
Vstupnı́ prostor je v každé dimenzi pokryt fuzzy množinami s trojúhelnı́kovou
funkcı́ přı́slušnosti se stupněm překrytı́ roven dvěma. Jedna z fuzzy množin má
střed v nule. Přı́klad přı́pustného pokrytı́ jedné dimenze vstupnı́ho prostoru je na
obrázku 3.4. Uvažovaný fuzzy systém má pravidla ve tvaru

Z PS P PBNSNNB
1

0

0 2 64 8 10 12−2−4−10 −8 −6−12

Obrázek 3.4: Vstupnı́ fuzzy množiny

IF x1 is Aσ and x2 is Bτ THEN u is uσ,τ , (3.23)

kde x ≡ (x1, x2) je vektor vstupu, σ = 1, . . . , N1, τ = 1, . . . , N2, Ni je počet
fuzzy množin na prostoru i-tého vstupu, i = 1, 2, Aσ a Bτ jsou fuzzy množiny
s trojúhelnı́kovou funkcı́ přı́slušnosti se středy Φσ

1 a Φτ
1 , u je výstup a uσ,τ je

singleton.
Na vstupnı́m prostoru definujme stejně jako v kapitole 2 oblastΩσ,τ (viz (2.4)).

Výstup fuzzy systému s pravidly podle (3.23) je možné v této oblasti vyjádřit [5]

u = Fuz(x1, x2) =
(
α1, α′

1

)(uσ+1,τ+1 uσ+1,τ

uσ,τ+1 uσ,τ

)(
α2
α′
2

)
(3.24)

= h0 + h1x1 + h2x2 + h12x1x2, (3.25)
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kde α1 a α2 jsou definovány vztahy (2.6) a (2.7), α′
i = 1 − αi, kde i = 1, 2 a

parametry h0, h1, h2 a h12 lze určit dosazenı́m do (3.24) ze vztahů (2.6) a (2.7).
Předchozı́ výraz řı́ká, že výstup fuzzy systému je bilineárnı́ funkcı́ procházejı́cı́
body zi,j ≡ (Φi

1,Φ
j
2, ui,j)

T, kde i = σ, σ + 1 a j = τ, τ + 1. Tyto čtyři body zi,j

tvořı́ vrcholy čtyřstěnu T = Co(zi,j), uvnitř kterého je výstupnı́ hodnota fuzzy
systému u = Fuz(x1, x2) tj.

(x1, x2,Fuz(x1, x2)) ∈ T = co(zij), (3.26)

kde (x1, x2) ∈ Ωσ,τ , i = σ, σ + 1 a j = τ, τ + 1.
Uvažujeme regulačnı́ soustavu dle obrázku 3.3 pro jednoduchost bez vstupnı́

nelineárity h(). Nelineárnı́ část H() je složená z funkcı́ Ψ(x) a f(x), které jsou
implementovány jako fuzzy systémy s pravidly ve tvaru (3.23) se stejnými fuzzy
množinami v antecendentech a se singletony vρ a wρ, ρ = 1, . . . , N1N2 v závěru
pravidel. Výstup nelineárnı́ho systému H() je dán rovnicı́

u = H(x) =− f(x) + Ψ(x) =

N1N2∑

ρ=1

uρµρ(x)

=−

N1N2∑

ρ=1

vρµρ(x) +

N1N2∑

ρ=1

wρµρ(x), (3.27)

kde ρ je index přes všechna pravidla. To znamená, má-li pravidlo ρ v antecendentu
množiny Aσ a Bτ pak µρ(x) = µσ

1 (x1)µ
τ
2(x2), kde µσ

1 (x1) je funkce přı́slušnosti
fuzzy množiny Aσ v bodě x1 a µτ

2(x2) je funkce přı́slušnosti fuzzy množiny Bτ v
x2.

K nalezenı́ optimálnı́ho regulátoru nejdřı́ve určı́me podle vztahu (3.21) hodnotu
C∗ a z nı́ i r∗ = rG(C

∗). Aby byla splněna podmı́nka robustnı́ stability musı́ platit

|H(x)− C∗x| ≤ r∗ ‖ x ‖ . (3.28)

Rovnici (3.28) lze zjednodušit normovánı́m H(x) podle vztahu

H̃(x) =
H(x)− C∗x

r∗
=

N1N2∑

ρ=1

ũρµρ(x), (3.29)

kde ũρ =
uρ−C∗(Φσ

1
,Φτ
2
)

r∗
a (Φσ

1 ,Φ
τ
2) je poloha středu funkce přı́slušnosti ρ-tého

pravidla, na vztah ∣∣∣H̃(x)
∣∣∣ ≤‖ x ‖ . (3.30)

Podmı́nka (3.30) musı́ platit ve všech oblastechΩσ,τ . Výstup fuzzy systému (3.29)
je možné opět vyjádřit jako

H̃(x) = H̃(x1, x2) = h̃0 + h̃1x1 + h̃2x2 + h̃12x1x2. (3.31)
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V oblasti obsahujı́cı́ počátek, kde musı́ platit h̃0 = 0, lze podmı́nku (3.30) ověřit
nalezenı́m extrémů funkce

H̃(x1, x2)√
x21 + x

2
2

=
h̃0 + h̃1x1 + h̃2x2 + h̃12x1x2√

x21 + x
2
2

. (3.32)

V [5] provedená analýza ukazuje, že podmı́nka (3.30) je v oblasti Ω0σ,τ obsahujı́cı́
počátek splněna, platı́-li:

(
ũσ+1,τ

Φσ+1
1

)2
+

(
ũσ,τ+1

Φτ
2

)2
≤ 1, (3.33)

zσ+1,τ , zσ+1,τ+1 ⊂ U ,

zσ,τ+1, zσ,τ ⊂ U , (3.34)

kde zi,j, zk,l = Co(zi,j, zk,l) je úsečka spojujı́cı́ bod zij s bodem zkl, i, k ∈ {σ, σ+
1}, j, l ∈ {τ, τ+1} a množinaU ⊂ R

3 je definovánaU =
{
(x1, x2, u)

T : u2 ≤ x21 + x
2
2

}
.

V ostatnı́ch oblastech obecně neplatı́ zjednodušenı́ h̃0 = 0 a podmı́nka nulového
gradientu funkce (3.32) při hledánı́ jejı́ho extrému nevede na jednoduše řešitelné
rovnice. K ověřenı́ platnosti (3.30) je využit vztah (3.26), který řı́ká, že hod-
nota výstupu fuzzy systému v dané oblasti je omezena čtyřstěnem s vrcholy zij ,
i ∈ {σ, σ + 1} a j ∈ {τ, τ + 1}. Podmı́nka (3.30) je splněna, platı́-li pro všechny
body ležı́cı́ na hranách čtyřstěnu T tj.

zσ,τ , zσ+1,τ ∪ zσ,τ , zσ,τ+1 ∪ zσ+1,τ+1, zσ+1,τ

∪zσ+1,τ+1, zσ,τ+1 ∪ zσ+1,τ , zσ,τ+1 ∪ zσ+1,τ+1, zσ,τ ⊂ U (3.35)

V přı́padě, že výše uvedené podmı́nky nejsou splněny, můžeme stávajı́cı́ fuzzy
systém předefinovat analogicky k (3.22) tak, aby v každé oblasti, která neobsahuje
počátek, platil vztah (3.35) a v oblastech obsahujı́cı́ počátek platily podmı́nky
(3.33) a (3.34). Omezujı́cı́ interval I(x1, x2) je v přı́padě normovaného fuzzy
systému H̃(x1, x2) dán množinou U .

3.2.4 Závěr

Hlavnı́ omezenı́ uvedeného postupu je, že připouštı́ pouze SIMO soustavy. Mo-
del řı́zené soustavy zahrnuje obecné nelineárnı́ systémy se spojitou přechodovou
funkcı́, která je i spojitá a nelineárnı́ vzhledem k řı́zenı́. Uvedenou metodu lze
použı́t i na obecný SIMO systém, u kterého je známá závislost funkce robustnosti
na středu C (viz (1.12)).

Z hlediska implementace je výpočetně nejnáročnějšı́ výpočet optimálnı́ho
středu C∗, který závisı́ na hodnotě funkce robustnosti a odchylky. Tato úloha
je zřejmě řešitelná pouze numericky. Autor článku navrhuje metodu výpočtu mi-
nima funkce (3.21) v předem určených bodech pokrývajı́cı́ch množinu přı́pustných
středů nebo iterativnı́ metodu gradientnı́ optimalizace.
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3.3 Určenı́ stability výpočtem zesı́lenı́ fuzzy systému

V této části neuvedu nové kritérium stability, ale algoritmus výpočtu zesı́lenı́
statického fuzzy regulátoru. Jeho určenı́ je základnı́ problém při praktické aplikaci
podmı́nek stability, které jsou založené na větě o malém zesı́lenı́. Řešenı́m tohoto
problému může být v přı́padě regulátorů výpočet hornı́ho odhadu zesı́lenı́ a tedy
i funkce odchylky (viz (1.13)). V následujı́cı́ části popı́ši postup výpočtu tohoto
odhadu podle článku [6]. Nejdřı́ve však uvedu v tabulce 3.3 vlastnosti kladené na
fuzzy regulátor.

Tabulka 3.3: Přehled vlastnostı́ regulátoru
Řı́zená soustava
Typ: Libovolný systém se známou funkcı́ robustnosti
Rozměr: SIMO
Regulátor
Typ: Fuzzy singletonový systém
Rozměr: MISO
Omezenı́: Nezáporný výstup v okolı́ nuly

Definované umı́stěnı́ funkcı́ přı́slušnosti v okolı́ počátku

3.3.1 Popis regulátoru

Výstupnı́ mapa uvažovaného fuzzy regulátoru Ψ(x) je dána vztahem:

Ψ(x) =

∑N
ρ=1 ωρµρ(x)
∑N

ρ=1 µρ(x)
=

∑N
ρ=1 ωρ

∏n
i=1 µiρ(xi)

∑N
ρ=1

∏n
i=1 µiρ(xi)

, (3.36)

kde x ∈ R
n je vektor vstupu, µρ je aktivace ρ-tého pravidla, µiρ je funkce přı́sluš-

nosti i-tého vstupu fuzzy množiny v antecendentu ρ-tého pravidla, N označuje
celkový počet pravidel a ωρ je singleton v závěru ρ-tého pravidla. Funkce přı́sluš-
nosti musı́ splňovat následujı́cı́ předpoklady:

Předpoklad 1 V každé dimenzi v okolı́ nuly pouze dvě funkce přı́slušnosti náležı́
pravidlu s nenulovým singletonem v závěru. Support jedné ležı́ na kladné poloose
a support druhé na záporné.

Předpoklad 2 Výstup Ψ(x) v okolı́ počátku je nezáporný.

Význam předpokladů v jednorozměrném přı́padě ilustruje obrázek 3.5. Z před-
pokladu 1 plyne rozmı́stěnı́ fuzzy množin okolo nuly a hodnota závěru ω0 rovná
nule, zatı́mco zbývajı́cı́ dva závěry ω−1 a ω1 musı́ mı́t nenulovou hodnotu. Kladné
hodnoty ω−1 a ω1 zase umožňuje splněnı́ předpokladu 2.
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Obrázek 3.5: Vstupnı́ fuzzy množiny v okolı́ nuly

3.3.2 Výpočet odhadu a podmı́nky stability

Myšlenka algoritmu spočı́vá ve výpočtu posloupnosti{ψC
j } hornı́ch odhadů funkce

robustnosti (tj. zesı́lenı́ g(Ψ − C)), která pro rostoucı́ j konverguje ke skutečné
hodnotě zesı́lenı́. Jednotlivé odhady z této posloupnosti jsou vypočı́tány tak, že se
vstupnı́ prostor rozdělı́ do aproximačnı́ch oblastı́, ve kterých se určı́ dı́lčı́ odhady,
jejichž supremum se vezme za výslednou hodnotu odhadu pro dané rozdělenı́
vstupnı́ho prostoru. Parametr j označuje, že se jedná o j-té rozdělenı́ vstupnı́ho
prostoru. Čı́m většı́ je jeho hodnota, tı́m je rozdělenı́ hustšı́ a výsledný odhad bližšı́
skutečné hodnotě.

Hornı́ odhad zesı́lenı́ se určuje v oblastech, které rozdělujı́ vstupnı́ prostor.
Jeho jednotlivé dimenze jsou rozděleny množinou uzlů. Výchozı́ množina uzlů ki

1

je v i-té dimenzi definována vztahem

ki
1 =

N⋃

ρ=1

{x ∈ R : µiρ(x) se láme, nebo µiρ(y) = 0 ∀y < x,

nebo µiρ(y) = 0 ∀x < y, }
⋃

{+δ,−δ, } \ {0} , (3.37)

kde δ > 0 je menšı́ než absolutnı́ hodnota libovolného z prvků množiny

{x ∈ R : µiρ(x) se láme, nebo µiρ(y) = 0 ∀y < x,

nebo µiρ(y) = 0 ∀x < y} \ {0}

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ ρ ≤ N, (3.38)

n je počet vstupů a N je počet fuzzy množin. Význam definice vysvětluje obrá-
zek 3.6. Pro fuzzy množiny zde zobrazené je ki

1 = {−11,−7,−3,−1, 1, 2, 6, 12}
(vzhledem k (3.38) musı́ platit δ ∈ (0, 2); zvoleno δ rovno 1). Uzlové body jsou
označené kroužky. Zvlášt’je přidaný popis k bodům {−δ,+δ}.

j-tá množina uzlů ki
j v i-té dimenzi se vypočte rekurentně podle vztahu

ki
j =

{
λi
1,
λi
1 + λ

i
2

2
, λi
2, . . . ,

λi
m−1 + λ

i
m

2
, λi

m

}
, (3.39)
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Obrázek 3.6: Uzlové body

kde
ki

j−1 = {λi
1 . . . λ

i
m}, λi

1 ≤ λi
2 ≤ . . . ≤ λi

m. (3.40)

Množiny uzlů rozdělujı́ vstupnı́ prostor na množinu aproximačnı́ch oblastı́

Ω = Xn
i=1[li, pi], (3.41)

kde li = λi
a, pi = λi

a+1 pro 1 ≤ a ≤ m − 1. V každé j-té aproximačnı́ oblasti
Ω = Xn

i=1[li, pi] jsou definovány parametry

uiρ =

{
max{µiρ(li), µiρ(pi)}, pro ωr > 0
min{µiρ(li), µiρ(pi)}, pro ωr ≤ 0

(3.42)

viρ =

{
min{µiρ(li), µiρ(pi)}, pro ωr > 0
max{µiρ(li), µiρ(pi)}, pro ωr ≤ 0

(3.43)

ai =

{
li, pro αi > 0
pi, pro αi ≤ 0,

(3.44)

bi =

{
pi, pro αi > 0
li, pro αi ≤ 0,

(3.45)

kde µiρ a ωρ jsou parametry fuzzy systému viz (3.36) a αi jsou parametry středu C
viz (1.13), pro který platı́ C(x) = [α1, α2, . . . αn]x. Hodnota odhadu ψC

j se určı́
jako supremum z následujı́cı́ch výrazů

(
m2 + 2m|α1|+

n∑

i=1

α2i

) 1

2

(3.46)

a

max
{∑

∀ρ ωρ

∏n
i=1 uiρ −

∑n
i=1 αiai,

∑n
i=1 αibi −

∑
∀ρ ωρ

∏n
i=1 viρ

}

(l21 + . . .+ l
2
n)
1

2

, (3.47)
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kde parametr m je definován v [6]. Výraz (3.46) představuje odhad zesı́lenı́ v
oblastech, které obsahujı́ počátek. Odhad zesı́lenı́ ve zbylých oblastech je určen
rovnicı́ (3.47).

Je-li známa funkce robustnosti regulované soustavy i hornı́ odhad zesı́lenı́
regulátoru pak lze stabilitu dokázat pomocı́ podmı́nky (1.14). Má-li funkce ro-
bustnosti pro nějaký střed C hodnotu rC , pak je regulačnı́ soustava stabilnı́, když
existuje J , pro které platı́

ψC
J < rC . (3.48)

Aplikace výpočtu je v [6] ukázána na SISO fuzzy systému s trojúhelnı́kovými
funkcemi přı́slušnosti, které majı́ středy v bodech λ−n < λ1−n < . . . < λ0 = 0 <
. . . < λn−1 < λn. Jeho výstup je dán rovnicı́

Ψ(x) =
n−1∑

i=−n

ωiµi(x), (3.49)

kde µi je trojúhelnı́ková funkce přı́slušnosti, jejı́ž support je tvořen intervalem
[λi, λi+2] a ωi je singleton v závěru pravidla. Majı́-li být splněny předpoklady 1
a 2, musı́ platit, že ω0 = 0, ω1 ≥ 0 a ω−1 ≥ 0. Počátečnı́ rozdělenı́ vstupnı́ho
prostoru k11 je určeno množinou bodů

{λ−n, λ1−n, . . . , λ−1,−δ, δ, λ1, . . . , λn−1, λn} , (3.50)

kde δ je kladné čı́slo, pro které platı́ δ < min {λ1, |λ−1|}. Pro výpočet odhadu
zesı́lenı́ je C = 0 a tedy i α1 = 0. V tomto přı́padě je

m = max {µ́1(δ), µ́−1(−δ)} (3.51)

= max

{
ω1
λ1
,
ω−1

λ−1

}
. (3.52)

po vyčı́slenı́ (3.47) v každé aproximačnı́ oblasti je odhad zesı́lenı́

m = max

{
ω1
λ1
,
ω−1

λ−1
, . . . ,

ωn

λn

,
ω−n

λ−n

}
. (3.53)

Je vidět, že vypočtený odhad je roven skutečnému zesı́lenı́ fuzzy systému a to už
při použitı́ počátečnı́ho rozdělenı́ vstupnı́ho prostoru.

3.3.3 Závěr

Metoda je použitelná tam, kde je známé zesı́lenı́ regulované soustavy nebo i funkce
robustnosti pro různou hodnotu středů (viz (1.12)). Stejně jako metoda uvedená v
předešlé podkapitole i zde musı́ mı́t regulátor jen jeden výstup.
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Hlavnı́ nevýhodou metody je, že výstup regulátoru musı́ být nezáporný v okolı́
počátku. Algoritmus výpočtu neuvádı́ rychlost konvergence odhadu ke skutečné
hodnotě zesı́lenı́. Při implementaci bude praktické omezenı́ dáno exponenciálnı́
závislostı́ složitosti výpočtu během zjemňovánı́ rozdělenı́ vstupnı́ho prostoru.
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Kapitola 4

Symbolická stabilita

Předmětem této kapitoly bude analýza stability na symbolické úrovnı́, tj. mı́sto
uvažovánı́ „ostré“ hodnoty výstupu se analyzujı́ aktivovaná pravidla vzhledem ke
vstupnı́m a výstupnı́m fuzzy množinám. Postup, který dále uvedu, byl publikován
v práci [20]. V prvnı́ části kapitoly popı́ši regulačnı́ soustavu a uvedu podmı́nky
stability na symbolické úrovni. Ve druhé části pak ukáži, jak souvisı́ chovánı́
fuzzy systému na symbolické úrovnı́ se skutečným chovánı́m fuzzy systému, jehož
výstupem je ostrá hodnota zı́skaná defuzzifikacı́. Uvedu nutné podmı́nky, jejichž
splněnı́ zaručuje shodu mezi chovánı́m na symbolické i reálné úrovni. Tabulka 4.1
shrnuje vlastnosti regulačnı́ soustavy.

Tabulka 4.1: Přehled vlastnostı́
Řı́zená soustava
Typ: diskrétnı́ fuzzy dynamický systém
Rozměr: SIMO
Omezenı́: upravená metoda inference
Regulátor
Typ: singletonový fuzzy systém
Rozměr: MISO
Omezenı́: upravená metoda inference

4.1 Analýza stability na symbolické úrovni

Řı́zenou soustavu tvořı́ fuzzy singletonový dynamický systém a fuzzy singleto-
nový regulátor. Přı́kladem pravidel regulátoruRc

i a řı́zené soustavyRp
i jsou vztahy

(4.1) a (4.2).
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Rc : IF y∗k is An and yk is Ai1 and yk−1 is Ai2 . . . ,

THEN uk is bj1 (4.1)

Rp : IF yk is Ai1 and yk−1 is Ai2 . . . ,

uk is Bi1 and uk−1 is Bi2 . . . ,

THEN yk+1 is ai0 , (4.2)

kde y∗k ∈ R je žádaná hodnota výstupu řı́zené soustavy v k-tém kroku, yk ∈ R

je výstup řı́zené soustavy, uk ∈ R je řı́dicı́ výstup regulátoru, Ai a Bi jsou fuzzy
množiny, jejich typ a způsob značenı́ ukazuje obrázek 4.1, a ai, bi ∈ R jsou
singletony ležı́cı́ ve středu fuzzy množin Ai a Bi viz obrázek 4.2.

0

1

0

1

u(k)

y(k), y*(k)

B 2 B MB M−11B

A 2 A N−1 A NA 1

Obrázek 4.1: Vstupnı́ fuzzy množiny

0

1

0

1

u(k)

y(k), y*(k)

b 2 B Mb M−11b

a 2 a N−1 a Na 1

Obrázek 4.2: Výstupnı́ fuzzy množiny

Podstatou symbolické analýzy je, že se mı́sto ostré hodnoty vstupu uvažuje
pouze fuzzy množina s největšı́ hodnotou funkce přı́slušnosti, pro daný vstup.
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Vstupnı́ a výstupnı́ prostory jsou tak rozděleny na ostře ohraničené oblasti, proto
se také v [20] takto upravený systém označuje jako diskretizovaný. Výsledkem této
diskretizace je zjednodušenı́ analýzy chovánı́, které se projevı́ tı́m, že pro libovol-
nou hodnotu vstupu je vždy aktivováno jen jedno pravidlo. Chovánı́ analyzované
soustavy lze pak popsat řetězcem pravidel ve tvaru

· · · → Rc(k)→ Rp(k)→ Rc(k + 1)→ Rp(k + 1)→ · · · , (4.3)

kde Rc(k) je pravidlo regulátoru aktivované v k-tém kroku a Rp(k) je pravidlo
řı́zené soustavy aktivované také v k-tém kroku. Analyzovaná soustava je nynı́
diskrétnı́ i v hodnotách, které mohou vstupnı́ a výstupnı́ veličiny nabývat a lze
modelovat pomocı́ Petriho sı́tı́. Mı́sta sı́tě odpovı́dajı́ aktuálnı́ hodnotě vstupů
fuzzy systému a přechody jsou určeny bázı́ pravidel. Výše uvedený postup nejlépe
ilustruje následujı́cı́ přı́klad ([20]).

Řı́zená soustava je SISO dynamický fuzzy systém prvnı́ho řádu. Regulátor je
také fuzzy systém. Jejich báze pravidel jsou na obrázku 4.3. Použité fuzzy množiny

Báze pravidel regulované soustavy Báze pravidel regulátoru

NB

NB

N

Z

N Z PBP

P

PB

NB

N

PB

y(k+1)

y(k)

u(k)

NB N N Z

NB Z Z Z

N Z P Z P

N Z P P PB

Z P PB PB

NB

NB

N

Z

N Z PBP

P

PB

N NB NB NB Z

Z

Z

PB

P

N NNB P

Z ZN N

P Z ZP

PBP P P

u(k)

y(k)

y*(k)

Obrázek 4.3: Báze pravidel

jsou definovány podle obrázku 4.4. Vstupnı́ a výstupnı́ prostory je třeba rozdělit
na diskrétnı́ oblasti podle funkcı́ přı́slušnosti. Graficky je rozdělenı́ na oblasti
dominance určité funkce přı́slušnosti pro proměnnouuk znázorněno na obrázku 4.5
(pro ostatnı́ proměnné by bylo analogické). Řetězec pravidel vzorového systému
při počátečnı́ hodnotě výstupu v čase k rovné yk = −1.6 a žádané hodnotě
y∗k = 0.12 tj. yk = N a y∗k = P je posloupnost

P → Z → Z → P → P → P · · · . (4.4)

Jednotlivá pravidla jsou značena podle fuzzy množiny ve svém závěru. Prvnı́ je
aktivováno pravidlo regulátoru odpovı́dajı́cı́ počátečnı́m hodnotám yk a y∗k (viz
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Obrázek 4.4: Funkce přı́slušnosti

báze pravidel na obr. 4.3 vpravo). Druhé aktivované pravidlo odpovı́dá výstupnı́
fuzzy množině modelu řı́zené soustavy. Po dvou krocı́ch se již hodnota výstupu
obou systémů neměnı́ a je vidět, že řı́zený systém dosáhl žádané hodnoty. Přı́klad
Petriho sı́tě, která modeluje vzorový řı́dicı́ systém při konstantnı́ žádané hodnotě
y∗ = P a počátečnı́ hodnotě výstupu y = N , je uveden na obrázku 4.6.

Stabilitu fuzzy systému lze vyšetřit pomocı́ přechodové matice Petriho sı́tě.
Přechodová matice, dále ji budeme značit A, je čtvercová matice, jejı́ž rozměr je
rovný počtu mı́st v sı́ti a má v i-tém sloupci na j-tém řádku jedničku, když existuje
přechod z mı́sta i do mı́sta j; jinak je hodnota jejı́ch prvků nulová. Hodnotu stavu
fuzzy systému, v terminologii Petriho sı́tı́ marking sı́tě, před aktivacı́ nějakého

N

0.6 2 u(k)

PBPZNB
1

0

−2
−1.8 0

Obrázek 4.5: Rozdělenı́ podle funkce přı́slušnosti
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u=P

u=P

u=Z

u=P
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Obrázek 4.6: Petriho sı́t’modelujı́cı́ fuzzy systém

pravidla regulátoru označı́me Mk a následnou změnu markingu po aktivaci ně-
jakého pravidla regulátoru M ′

k, kde k značı́ diskrétnı́ čas. Marking M ′
k zároveň

označuje stav systému před aktivacı́ pravidla fuzzy modelu řı́zeného systému. Stav
po aktivaci pravidla modelu a tedy před aktivacı́ nějakého pravidla regulátoru je
Mk+1. Výše uvedené hodnoty markingu jsou dány rovnicemi

M ′
k = AMk, (4.5)

Mk+1 = AM ′
k. (4.6)

Z nich plyne

Mk+1 = A2Mk. (4.7)

Před vyslovenı́ teorému o symbolické stabilitě je třeba zavést následujı́cı́ defi-
nice.

Definice 1 (Periodický stav) Marking Mk je v periodickém stavu, když existuje
kladné celé čı́slo λ ≥ 2 a platı́

M ′
k 6= Mk, (4.8)

Mk+λ = Mk, (4.9)

M ′
k+λ = M ′

k. (4.10)
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Definice 2 (Neperiodicky stabilnı́ stav) Fuzzy řı́dı́cı́ systém je neperiodicky sta-
bilnı́, když pro každý počátečnı́ marking M0 a celé čı́slo K ≥ 0 a platı́

M ′
K 6= MK , (4.11)

MK+1 = MK , (4.12)

M ′
K+1 = M ′

K . (4.13)

Podmı́nku symbolické stability udává následujı́cı́ teorém.

Teorém 2 Fuzzy systém je neperiodicky stabilnı́ tehdy a jen tehdy, když přecho-
dová matice A neobsahuje žádný nulový sloupec, žádný prvek na diagonále nenı́
roven jedné a

hodAn = 2, (4.14)

kde n je rozměr přechodové matice A.

Aplikacı́ uvedeného teorému na Petriho sı́t’na obrázku 4.6 lze snadno dokázat,
že modelovaný fuzzy systém je na symbolické úrovni neperiodicky stabilnı́.

4.2 Analýza stability na spojité úrovni

V předešlé části bylo ukázáno, jak se chová fuzzy systém na symbolické úrovni.
Chovánı́ skutečného fuzzy systému se však může lišit. V této části uvedu pod-
mı́nky, za kterých se chovánı́ fuzzy systému shoduje jak na symbolické tak i spojité
úrovni.

V [20] je ukázáno, že se chovánı́ na symbolické úrovni a skutečné chovánı́ (v
článku označované jako chovánı́ na spojité úrovni) lišı́. K tomu, aby bylo možné
výsledky symbolické analýzy použı́t, je v článku uvedena nová metoda inference
podle následujı́cı́ho postupu

1. Pro dané vstupy se běžným způsobem vyhodnotı́ aktivace pravidel. Ozna-
čı́meωi aktivaci pravidla se singletonem bi v závěru. Čı́slovánı́ je uspořádáno
podle polohy, jak ukazuje obrázek 4.2.

2. Vypočı́tá se vážený průměr aktivovaných pravidel π podle vztahu

π =

∑
∀i ωi · i∑
∀i ωi

(4.15)

3. Nová hodnota aktivace ω′
i pravidel bude nenulová jen pro i = j, j + 1, kde

j ≤ π ≤ j + 1 a vypočı́tá se podle vztahu

ω′
i = 1− |π − i|, (4.16)

kde i = j, j + 1.
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4. Výstup fuzzy systému uk je určen rovnicı́

uk =

j+1∑

i=j

ω′
i · ui. (4.17)

Použitı́ této metody inference budeme dokumentovat na přı́kladu fuzzy sys-
tému podle obrázku 4.3 a 4.4. Předpokládáme na vstupu regulátoru hodnotu
yk = −2.1 a y∗k = −2.2. Pro tyto hodnoty budou nenulové dvě funkce přı́slušnosti
v každé dimenzi. Pro yk to je

µNB(−2.1) = 0.1 (4.18)

µN(−2.1) = 0.9 (4.19)

a

µNB(−2.2) = 0.2 (4.20)

µN(−2.2) = 0.8 (4.21)

pro y∗k. Z báze pravidel na obrázku 4.3 je zřejmé, že pro dané hodnoty vstupu
se aktivujı́ čtyři pravidla, jenž majı́ v antecendentu kombinaci fuzzy množin N a
NB. Sı́la pravidel ω spolu s hodnotou závěru v závorce je dána vztahy

ωa = µNB(−2.1) · µNB(−2.2) = 0.02(N) (4.22)

ωb = µNB(−2.1) · µN(−2.2) = 0.08(Z) (4.23)

ωc = µN(−2.1) · µNB(−2.2) = 0.18(NB) (4.24)

ωd = µN(−2.1) · µN(−2.2) = 0.72(N). (4.25)

Aktivace pravidel podle jejich závěrů a jejich přeznačenı́ podle pořadı́, v jakém
jsou rozmı́stěny, je

ωN = ω2 = 0.02 + 0.72 = 0.74 (4.26)

ωZ = ω3 = 0.08 (4.27)

ωNB = ω1 = 0.18. (4.28)

Nynı́ se vypočte průměrná hodnota závěru π podle vztahu

π = 1 · 0.18 + 2 · 0.74 + 3 · 0.08 = 1.9. (4.29)

Nová hodnota aktivacı́ ω′
i je nenulová pro i = 1, 2 a je dána rovnicemi

ω′
1 = ω′

NB = 1− |1, 9− 1| = 0.1 (4.30)

ω′
2 = ω′

N = 1− |1, 9− 2| = 0.9. (4.31)
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Hodnota výstupu regulátoru je

uk = 0.1 · (−2) + 0.9(−1.8) = −1.82. (4.32)

K vyslovenı́ podmı́nky shody chovánı́ fuzzy systému na symbolické a spojité
úrovni je třeba ještě definovat několik pojmů. Prvnı́ je vzdálenost závěrů pravidel
(Distance in the Consequent).

Definice 3 (Vzdálenost závěrů) Vzdálenost závěrůDC pravidel se singletony ai

a aj je definována jako

DC(ai, aj) = |i− j|. (4.33)

Podobně se definuje vzdálenost mezi předpoklady pravidel.

Definice 4 (Vzdálenost předpokladů) Necht’ i = (i1, . . . , in) je vektor indexů
fuzzy množin v předpokladu pravidla Ri a stejně tak j = (j1, . . . , jn) je vektor in-
dexů pravidlaRj. Pak vzdálenost předpokladůDA pravidelRi aRj je definována
jako

DA(i, j) = k1 + . . .+ kn, (4.34)

kde

kp = |ip − jp|, p = 1 . . . n. (4.35)

Poslednı́ definicı́ je podmı́nka neoddělitelnosti.

Definice 5 (Podmı́nka neoddělitelnosti) Podmı́nka neoddělitelnosti je splněna,
když platı́

DC(Si, Sj) ≤ DA(i, j), (4.36)

kde i a j jsou indexy všech pravidel aktivovaných v jeden okamžik a Si a Sj jsou
jim odpovı́dajı́cı́ závěry.

Podmı́nky, za kterých je stabilita na symbolické úrovni zaručena i pro skutečný
systém (na spojité úrovni) při použitı́ inferenčnı́ metody popsané výše, udává
následujı́cı́ teorém.

Teorém 3 Splňuje-li řı́dicı́ systém podmı́nku neoddělitelnosti, je-li neperiodicky
stabilnı́ na symbolické úrovni a výstup konverguje k žádané hodnotě, pak i sku-
tečný výstup fuzzy systému konverguje do oblasti vymezené žádanou hodnotou na
symbolické úrovni.
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4.3 Závěr

Uvedená metoda na rozdı́l od předešlých kapitol umožňuje studovat stabilitu na
symbolické úrovni. Postup uvedený v odstavci 4.1 dovoluje modelovat chovánı́
fuzzy systémů pomocı́ Petriho sı́tı́ a představuje zajı́mavý nástroj pro zkoumánı́
chovánı́ fuzzy systémů. I když zde byl uvažován zpětnovazebnı́ systém, stejný
postup se může použı́t k analýze chovánı́ fuzzy dynamických modelů.

Použitá metoda inference nepředstavuje výraznějšı́ omezenı́, nebot’ ve svém
důsledku jen penalizuje méně aktivovaná pravidla. Omezenı́m je podmı́nka ne-
oddělitelnosti (definice 5), která nedovoluje libovolnou strukturu báze pravidel a
řı́ká, že pro blı́zká pravidla v tabulce pravidel si musı́ být blı́zké i závěry. Dalšı́m
omezenı́m je, že je zaručena konvergence řı́zené veličiny jen do oblasti okolo
žádané hodnoty. Rovněž nenı́ určena rychlost konvergence.
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Kapitola 5

Popis implementace

V rámci diplomové práce jsem implementoval metodu ověřujı́cı́ vnitřnı́ stabilitu,
která je popsána v odstavci 2.2.2. Princip metody spočı́vá v hledánı́ Ljapunovovy
funkce, která je ve tvaru kvadratické formy. Jejı́ autor v článku [9] předpokládá
model řı́zené soustavy ve formě dynamického Takagi-Sugenova fuzzy systému a
regulátor implementovaný jako statický fuzzy singletonový systém.

K ověřenı́ metody jsem použil model systému kulička v obruči (Ball and
Hoop), který jsem modeloval jako Takagi-Sugeno fuzzy model a pro který jsem
navrhl a implementoval fuzzy regulátor. Přesnost modelu řı́zené soustavy a cho-
vánı́ regulátoru jsem ověřil simulacı́. Stabilitu regulačnı́ soustavy jsem dokázal
ověřenı́m řešitelnosti soustavy lineárnı́ch maticových nerovnic. Celé řešenı́ jsem
implementoval v prostředı́ Matlab s použitı́m Fuzzy toolboxu([13]) a dvojice tool-
boxů SeDuMi ([15]) a SeDuMi Interface ([14]), které sloužı́ k řešenı́ lineárnı́ch
maticových nerovnic.

Jednotlivé kroky implementace jsou detailně popsány následujı́cı́ch podkapi-
tolách. V prvnı́ popı́ši řı́zenou soustavu a jejı́ model ve formě Takagi-Sugeno fuzzy
systému. Druhá část je věnována návrhu fuzzy regulátoru. Ve třetı́ části popisuji
implementaci podmı́nky stability. Pátá část obsahuje závěr.

5.1 Popis řı́zené soustavy - systém kulička v obruči

Systém kulička v obruči sloužı́ k demonstraci chovánı́ sypkých nebo kapalných
látek s volným povrchem v kontejneru, působı́-li na ně vnějšı́ sı́la ([19]). Fyzikálnı́
princip funkce systému je ukázán na obrázku 5.1. Vstupem u je řı́dicı́ signál stej-
nosměrného motoru a výstupem jsou poloha referenčnı́ značky Z na obruči φh vůči
vertikálnı́ ose, signál snı́mače úhlové rychlost otáčenı́ obručeωh, poloha kuličkyφb

měřená snı́macı́m raménkem opět vzhledem k vertikále a úhlová rychlost kuličky
ωb. Pro matematický popis sytému jsem použil model z práce [7] a tam uvedené
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Obrázek 5.1: Principiálnı́ schéma

konstanty, které byly naměřeny na fyzikálnı́m modelu systému. Nelineárnı́ model
je popsán vztahy




ẋ1
ẋ2
ẋ3
ẋ4
ẋ5



=




−R
L

−ksi
Jh

0 0 0
ksi
L

−Bh

Jh
0 0 0

0 1
Jh

0 0 0

0 0 0 −BB

JB
0

0 rh

Jh(rh−rb)
0 − rb

JB(rh−rb)
0







x1
x2
x3
x4
x5




+




ku

0
0
0
0



u+




0
mb(rh − rb) sin(x5)

0
rbmb(rh−rb)

rh
sin(x5)

0







y1
y2
y3
y4


 =




0 kωh
0 0 0

0 0 kφh
0 0

0 0 0 1
Jh

0

0 0 0 0 kφb







x1
x2
x3
x4
x5



, (5.1)
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kde vstup u odpovı́dá řı́dicı́mu signálu motoru a výstupnı́ vektor je po řadě roven
úhlové rychlosti obruče ωh, úhlu natočenı́ obruče φh, úhlové rychlosti kuličky ωb a
vychýlenı́ raménka φb, které snı́má polohu kuličky. Všechny výstupnı́ veličiny jsou
ve stupnı́ch resp. ve stupnı́ch za sekundu. Čı́selné hodnoty a význam použitých
konstant udává tabulka 5.1.

popis hodnota jednotka
R odpor kotvy motoru 1.5 Ω
L indukce kotvy motoru 0.01 H
ksi převodnı́ konstanta motoru 0.045 [-]
mb hmotnost kuličky 0.03 kg
JB moment setrvačnosti kuličky 3.53 10−7 kg m2

Jh moment setrvačnosti obruče 2.1 10−3 kg m2

Bh konstanta třenı́ obruče 1.5 10−4 kg m2s−1

BB konstanta třenı́ kuličky 1.5 2.0−7 kg m2s−1

rh průměr obruče 8.8 cm
rb průměr kuličky 9.7 mm
kωh

konstanta senzoru rychlosti obruče 82 10−3 [-]
kφh

konstanta senzoru polohy obruče 87.8 [-]
kφb

konstanta senzoru polohy kuličky 95.0 [-]

Tabulka 5.1: Konstanty modelu

Řı́zenou soustavu podle (5.1) jsem modeloval Takagi-Sugeno fuzzy systémem.
Lineárnı́ modely v závěrech jeho pravidel jsem zı́skal lineárizacı́ vztahu (5.1).
Implementované kritérium předpokládá řı́zenou soustavu ve tvaru stavového TS
modelu, proto jsem nelineárnı́ model soustavy (5.1) formálně upravil tak, aby
hodnoty druhého až pátého stavu odpovı́daly výstupnı́mu vektoru. Uvedená změna
představuje lineárnı́ transformaci stavů. Rovnici (5.1) lze napsat jako

ẋ = f(x, u) = Ax+Bu+ g(x)

y = Cx, (5.2)

kde hodnoty matic A, B, C a g(x) funkce zı́skané porovnánı́m vztahů (5.1) a
(5.2) jsou

A =




−R
L

−ksi
Jh

0 0 0
ksi
L

−Bh

Jh
0 0 0

0 1
Jh

0 0 0

0 0 0 −BB

JB
0

0 rh

Jh(rh−rb)
0 − rb

JB(rh−rb)
0



, B =




ku

0
0
0
0



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C =




0 kωh
0 0 0

0 0 kφh
0 0

0 0 0 1
Jh

0

0 0 0 0 kφb


 ,

g(x) = G sin(x5) =




0
mb(rh − rb)

0
rbmb(rh−rb)

rh

0



sin(x5) (5.3)

Nový stav je dán transformacı́
x̃ = Tx, (5.4)

kde T je diagonálnı́ matice

T =




1 0 0 0 0
0 c12 0 0 0
0 0 c23 0 0
0 0 0 c34 0
0 0 0 0 c45



=




1 0 0 0 0
0 kωh

0 0 0
0 0 kφh

0 0
0 0 0 1

Jh
0

0 0 0 0 kφb



, (5.5)

kde cij je prvek matice C v i-tém řádku a j-tém sloupci. Použitı́m transformace
(5.4) na systém (5.2) dostanu

˜̇x = f̃(x̃, u) = Ãx̃+ B̃u+ g̃(x̃) (5.6)

y = C̃x̃, (5.7)

kde

Ã = TAT−1 (5.8)

B̃ = TB (5.9)

g̃ = TG sin

(
x̃5
t55

)
(5.10)

C̃ = CT −1. (5.11)

Symbol t55 označuje prvek matice T v páté řádce a pátém sloupci. Dosazenı́m
(5.5) do (5.11) lze snadno ověřit, že matice C̃ má hodnotu

C̃ =




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


 (5.12)
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a tedy druhý až pátý stav nového stavového vektoru odpovı́dá výstupu původnı́ho
systému (5.2). Dı́ky tomu ji nemusı́m dále uvažovat.

Parametry lineárnı́ch systémů v závěrech TS modelu řı́zeného systému jsem
zı́skal lineárizacı́ systému v oblasti, kde dané pravidlo má největšı́ váhu. Vzhledem
k tomu, že systém (5.6) je nelineárnı́ jen vzhledem k x̃5 (tj. poloze kuličky), uvažuji
v antecendentu pravidel jen tuto proměnnou. TS model řı́zené soustavy má pravidla
ve tvaru

IF x̃5 is Aσ THEN ẋ = Aσx+ bσu, (5.13)

kde σ = 1, . . . , N a N je počet pravidel. Výstup se vypočı́tá podle rovnice

˜̇x =
N∑

σ=1

µσ(x̃5) (Aσx̃+ bσu) , (5.14)

kde µσ(x̃5) je hodnota funkce přı́slušnosti fuzzy množiny Aσ a v tomto přı́padě
přı́mo i váha pravidla, Aσ a bσ jsou matice lineárnı́ho systému, který lokálně
popisuje chovánı́ modelované soustavy.

Experimentálně jsem zjistil, že pro dobrou aproximaci stačı́ model o třech
pravidlech. Vstupnı́ prostor proměnné x̃5 je pokryt třemi fuzzy množinami syme-
tricky okolo nuly, jak ukazuje obrázek 5.2. TS model má tedy jen tři pravidla.

0

1

M2M1 M3

x 5−90
o

0 90
o o

Obrázek 5.2: Fuzzy množiny na vstupu TS modelu řı́zené soustavy

Parametry jejich závěrů jsem určil podle vztahů

Aσ =
∂f̃(x̃, u)

∂x̃

∣∣∣∣
(x̃σ ,uσ)

, bσ =
∂f̃(x̃, u)

∂u

∣∣∣∣
(x̃σ ,uσ)

, (5.15)

kde f̃(x̃, u) je přechodová funkce definovaná v rovnici (5.6) a (x̃σ, uσ) je bod,
v jehož okolı́ je lokálnı́ model platný. Protože (5.6) je nelineárnı́ jen v proměnné
x̃5, hodnota matic (5.15) je funkcı́ pouze této proměnné. Vzhledem k pokrytı́
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vstupnı́ho prostoru (obr. 5.2) jsem vypočı́tal hodnotu lokálnı́ch modelů v bodech
x̃5σ, σ = 1, 2, 3, které majı́ hodnotu:

x̃51 = −90, x̃52 = 0, x̃53 = 90. (5.16)

Dosazenı́m do (5.15) ze vztahů (5.6) až (5.9) a vypočtenı́m derivacı́ jsem zı́skal
následujı́cı́ hodnoty parametrů:

A1 =




−150.00 −0.5488 0 0 0
174.06 −0.0708 0 0 −0.0006
0 1070.7 0 0 0
0 0 0 −0.57 4.51
0 1302.1 0 −11.77 0



, b1 =




1
0
0
0
0



,

A2 =




−150.00 −0.5488 0 0 0
174.06 −0.0708 0 0 −0.0010
0 1070.7 0 0 0
0 0 0 −0.57 7.73
0 1302.1 0 −11.77 0



, b2 =




1
0
0
0
0



,

A3 =




−150.00 −0.5488 0 0 0
174.06 −0.0708 0 0 −0.0006
0 1070.7 0 0 0
0 0 0 −0.57 4.51
0 1302.1 0 −11.77 0



, b3 =




1
0
0
0
0



.

Srovnánı́ výstupů původnı́ho systému a TS modelu ukazujı́ grafy na obrázku 5.3
až 5.6. Jedná se o odezvu na obdélnı́kový impulz o amplitudě 0.3 šı́řce 0.2s.

5.2 Návrh regulátoru

Pro namodelovaný systém jsem navrhl regulátor. Cı́lem regulace je, aby při změně
polohy obruče zůstala kulička v klidové poloze. Regulátor jsem rozdělil na dvě
části. Prvnı́ je fuzzy PD regulátor polohy obruče. Jeho vstupem je rozdı́l žádané
a skutečné hodnoty polohy obruče a derivace tohoto rozdı́lu. Druhou část tvořı́
fuzzy PD regulátor udržujı́cı́ kuličku v klidové poloze. Obě části jsou zahrnuty do
báze pravidel jednoho regulátoru. Schéma regulačnı́ soustavy je na obrázku 5.7.

Dále budu mluvit o regulátoru polohy obruče a polohy kuličky, i když se jedná
pouze o jeden regulátor, budu mı́t na mysli část regulátoru řı́dicı́ polohu obruče a
část řı́dicı́ kuličku.

Prvnı́ vstup regulátoru polohy obruče, regulačnı́ odchylka žádané a skutečné
polohy obruče eh, je pokryt pěti fuzzy množinami, jak ukazuje obrázek 5.8. Druhý
vstup, derivace odchylky edh, je pokryt třemi fuzzy množinami, jejich umı́stněnı́ je
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Obrázek 5.3: Srovnánı́ výstupu 1
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70



r e_h

e_dh

e_b

e_db

u
u

rychl.obruce

uhel obruce

rychl. kulicky

uhel ramenka

model rizene soustavyFuzzy regulator

du/dt

du/dt

0

Constant
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71



znázorněno na obrázku 5.9. Při tomto pokrytı́ vstupu má regulátor celkem patnáct
pravidel se singletony v závěrech. Zvolenou polohu a označenı́ singletonů ukazuje
obrázek 5.10. Báze pravidel je v tabulce 5.2. Vstupně výstupnı́ mapu ukazuje

0

1

NB N NS Z PS P PB

0
−0.01 0.01

0.15−0.5 −0.15 u[−]0.5

Obrázek 5.10: Singletony v závěrech pravidel

NB N Z PBP

N

Z

P

dh
e

e
h

u

NB N NS Z P

NB N Z P PB

N Z PS P PB

Tabulka 5.2: Báze pravidel regulátoru polohy obruče

obrázek 5.11.
Druhá část regulátoru, regulátor polohy kuličky, má za vstup odchylku kuličky

z nulové polohy eb a jejı́ derivaci edb. Pokrytı́ těchto vstupů fuzzy množinami
ukazujı́ obrázky 5.12 a 5.13. Regulátor má opět patnáct pravidel se singletony v
závěrech. Báze pravidel je znázorněná v tabulce 5.3. Poloha a označenı́ singletonů
v závěru je stejná jako u regulátoru polohy obruče.Vstupně výstupnı́ mapa je na
obrázku 5.14. Navržený regulátor jsem implementoval pomocı́ Fuzzy toolboxu.
Báze pravidel je složena z bázı́ obou částı́ (tabulky 5.2 a 5.3). Jako S-normu jsem
použil algebraický součet (funkce probor) a jako T-normu součin. K defuzzifi-
kaci je použitá metoda váženého průměru (wtaver viz [13]). Funkci jsem ověřil
v Simulinku. Vstupnı́m signálem je skok žádané hodnoty z nuly na sto dvacet
stupňů. Regulátor jsem vyzkoušel jak na nelineárnı́ systém podle rovnice (5.1)
tak i na jeho TS modelu. Na obrázku 5.15 je průběh hodnoty polohy obruče a na
obrázku 5.16 je zaznamenána poloha kuličky.
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Obrázek 5.14: Vstupně výstupnı́ mapa regulátoru kuličky

5.3 Implementace podmı́nky stability

V této části popı́ši implementaci podmı́nky stability fuzzy regulačnı́ soustavy, která
byla navržena v předešlé části. Implementovaný postup z článku [9] se skládá ze
dvou částı́. V prvnı́ je nalezen hornı́ a dolnı́ odhad výstupu fuzzy regulátoru a v
druhé části se formuluje soustava lineárnı́ch maticových nerovnic, které zaručujı́
existenci Ljapunovovy funkce. Postup nalezenı́ odhadů výstupu fuzzy regulátoru,
který je navržen ve výše citovaném článku, funguje pouze pro systémy se dvěma
vstupy. Proto jsem navrhl jiný způsob, který lze použı́t na fuzzy systém, který má
vı́ce než dva vstupy. Navržený algoritmus ukáži v prvnı́ části této podkapitoly. V
druhé části popı́ši způsob implementace maticových nerovnic z citovaného článku
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0 5 10 15
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

t[s]

φ
b
 [

s
t.

]

TS model
nelin. model
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pomocı́ toolboxu SeDuMi Interface v prostředı́ Matlab a dosažené výsledky.

5.3.1 Aproximace výstupu fuzzy regulátoru

Dřı́ve než popı́ši způsob nalezenı́ odhadů výstupu regulátoru, musı́m definovat
vrcholy oblastı́ v nichž se odhad hledá. Vrchol oblasti nazvu vektor, jehož složky
tvořı́ středy funkcı́ přı́slušnosti fuzzy množin na vstupu. V přı́padě fuzzy množin
ležı́cı́ch na kraji univerza mı́sto středu vezmu nejmenšı́ prvek jádra fuzzy množiny,
je-li to fuzzy množina ležı́cı́ v „kladném“ kraji, a největšı́ prvek jádra, ležı́-li v
„záporném“ kraji. Výše řečené uvedu na přı́kladu. Pro navržený fuzzy regulátor
bude pro každý vrchol Φ platit

Φ = (Φ1,Φ2,Φ3,Φ4), (5.17)

kdeΦi je prvek z množiny středů funkcı́ přı́slušnosti fuzzy množin na i-tém vstupu.
V tomto přı́padě se jedná o vstupy eh, edh, eb a edb s pokrytı́m podle obr 5.8, 5.9,
5.12 a 5.13. Množiny středů definovány

Φ1 ∈ V1 ≡
{
−100, −10, 0, 10, 100

}

Φ2 ∈ V2 ≡
{
−0.01, 0, 0.01

}

Φ3 ∈ V3 ≡
{
−6, −3, 0, 3, 6

}

Φ4 ∈ V4 ≡
{
−180, 0, 180

}

Dále budu použı́vat označenı́ vrcholů pomocı́ čtyř indexů, tak že i-tý index ozna-
čuje pořadı́ bodu v množině Vi tj. Φ1,1,1,1 označuje vrchol o souřadnicı́ch (−100,
−0.01, −6, −180). Dále definuji oblast Ωi1,i2,i3,i4 která je ohraničená v j-té di-
menzi ij-tým a ij + 1 prvkem množiny Vj Napřı́klad oblast Ω1,1,1,1 je vymezena
šestnácti vrcholy:

Φ1,1,1,1 = (−100,−0.01,−6,−180)

Φ2,1,1,1 = (−10,−0.01,−6,−180)

Φ1,2,1,1 = (−100, 0,−6,−180)

Φ2,2,1,1 = (−10, 0,−6,−180)

Φ1,1,2,1 = (−100,−0.01,−3,−180)

Φ2,1,2,1 = (−10,−0.01,−3,−180)

...

Φ2,2,2,2 = (−10, 0,−3, 0).

Na vrcholy lze pohlı́žet jako na kombinaci vstupnı́ch fuzzy množin. Každé takové
kombinaci odpovı́dá jedno pravidlo. Pak se dá řı́ci, že každému vrcholu oblasti
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odpovı́dá pravidlo a jemu přı́slušı́cı́ závěr. Výstup fuzzy systému v oblasti vyme-
zené vrcholy je dán konvexnı́ kombinacı́ singletonů v závěrech těchto pravidel.
Toto tvrzenı́ je důsledkem volby tvaru funkce přı́slušnosti a pokrytı́ vstupnı́ch
proměnných fuzzy množinami, jeho důkaz je uveden v [16].

Cı́lem navrženého algoritmu je nalézt hornı́ a dolnı́ omezenı́ hodnoty výstupu
fuzzy regulátoru ve tvaru afinnı́ závislosti. Výstup fuzzy regulátoru označı́m

u = Fuz(e), (5.18)

kde e ≡ (eh, edh, eb, edb) je vstupnı́ vektor fuzzy regulátoru. A v každé oblasti s
indexem n ≡ (i, j, k, l) hledám omezenı́ Kn, kn, K

n
a k

n
, která musı́ splňovat

KnTe+ kn ≤ Fuz(e) ≤ K
nT

e+ k
n
. (5.19)

Z důvodu jednoduchosti dalšı́ho popisu označı́m vrcholy oblasti Ωn v libovolným
způsobem čı́sly od 1 do 16. Vzhledem k tomu, že je výstup regulátoru v oblasti
Ωn dán konvexnı́ kombinacı́ hodnoty výstupu v jejı́ch vrcholech, tedy

u = Fuz(e) = Co {Fuz(Φ1), . . . ,Fuz(Φ16)} , (5.20)

bude nerovnice (5.19) splněna pro všechny hodnoty výstupu v oblasti, když bude
platit ve vrcholech oblasti. Problém nalezenı́ mezı́ jsem vyjádřil kvadratickým
programem, jehož minimalizované kritérium je

(DKn − p)T (DKn − p) , (5.21)

kde

D =




Φ1, 1
Φ2, 1

...
...

Φ16, 1


 (5.22)

je matice složená z hodnot vrcholů Φi, Kn je vektor hledaných parametrů tj.
Kn = (K

n
, k

n
)T nebo Kn = (Kn, kn)T a p je vektor složený ze singletonů v

závěrech pravidel, které tvořı́ vrcholy oblasti tedy

p =




Fuz(Φ1)
Fuz(Φ2)

...
Fuz(Φ16)


 . (5.23)

Výše uvedené kritérium jsem převedl do standardnı́ho tvaru

1

2
xTJx+ fTx, (5.24)
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které očekává i optimalizačnı́ toolbox Matlabu použitý k řešenı́. K tomu jsem
vyjádřil hledaný vektor parametrů v homogennı́ch souřadnicı́ch Kn

h = (K
n, 1)T.

Pak matice J je rovna

J =

(
DTD −DTp

pTD pTp

)
(5.25)

a vektor f = 0. Použité kritérium řı́ká, že se má minimalizovat kvadrát eukli-
dovské vzdálenosti mezi odhadem a skutečnou hodnotou výstupu. Do omezenı́
optimalizace je třeba zahrnout podmı́nku, že se má vypočı́tat spodnı́ odhad, pak
má podmı́nka tvar (

D 0
)
Kn

h ≤ p, (5.26)

nebo hornı́ odhad a pak je podmı́nka dána

−
(
D 0

)
Kn

h ≤ −p. (5.27)

Poslednı́ podmı́nka typu rovnost, která zaručuje, že poslednı́ souřadnice hledaného
vektoru Kn

h je rovná jedné a kritérium (5.24) má význam kvadrátu vzdálenosti,

(
0 0 0 1

)
Kn

h = 1 (5.28)

je společná v obou přı́padech. Takto vyjádřený optimalizačnı́ problém jsem vyřešil
ve všech oblastech vstupnı́ho prostoru regulátoru pomocı́ funkce quadprog.

5.3.2 Implementace kritéria ve formě LMI

Před tı́m, než lze aplikovat implementované kritérium, je třeba ještě upravit model
řı́zené soustavy (5.14), aby jeho výstup odpovı́dal vstupu regulátoru. Za předpo-
kladu nulového vstupu r (viz obr. (5.7)) jsou signály na vstupu regulátoru dány
lineárnı́ kombinacı́ výstupu řı́zené soustavy. Platı́ pro ně vztahy:

eh = −x3 (5.29)

edh = −x2 (5.30)

eb = −x5 (5.31)

edb = −1(c1x2 + c2x4), (5.32)

kde konstanty c1 a c2 jsou definované

c1 =
kφb

rh

(rh − rb)kωh

(5.33)

c2 =
rbkφb

(rh − rb)
. (5.34)
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Tyto lineárnı́ transformace formálně zahrnu do modelu řı́zené soustavy analogicky
jako v části 5.1. Vztahy (5.29) až (5.32) vyjádřı́m transformačnı́ maticı́

Te =




1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 −1
0 −c1 0 −c2 0



. (5.35)

Nové parametry lineárnı́ch modelů Aeσ a bei v závěrech TS modelu řı́zené soustavy
budou dány vztahy

Aeσ = T eAσT
−1
e (5.36)

beσ = T ebσ, (5.37)

kde Aσ a bσ, σ = 1, 2, 3 jsou matice původnı́ho modelu (5.13). Dosazenı́m do
výše uvedených vzorců jsem dostal následujı́cı́ hodnoty parametrů:

Ae1 =




−150.00 −0.55 0 0 0
0 1070.70 0 0 0

−174.06 −0.07 0 0 0.0006
0 0 0 0 1.00

−226640.00 0 645.9 −53.80 0.60



, be1 =




1
0
0
0
0



,

Ae2 =




−150.00 −0.55 0 0 0
0 1070.70 0 0 0

−174.06 −0.07 0 0 0.0006
0 0 0 0 1.00

−226640.00 0 645.9 92.20 0.60



, be2 =




1
0
0
0
0



,

Ae3 =




−150.00 −0.55 0 0 0
0 1070.70 0 0 0

−174.06 −0.07 0 0 0.0006
0 0 0 0 1.00

−226640.00 0 645.9 −53.80 0.60



, be3 =




1
0
0
0
0



.

Soustavu LMI uvedenou v části 2.2.2 jsem implementoval v Matlabu pomocı́
toolboxu SeDuMi ([15]) a nadstavby tohoto toolboxu SeDuMi Interface ([14]). V
článku [9] uvedené podmı́nky (2.81) až (2.85) jsem rozšı́řil pro systém čtvrtého
řádu. Kromě změny dimenze přı́slušných matic bylo třeba dodefinovat omezenı́
oblasti platnosti lokálnı́ho modelu, které je v původnı́ch rovnicı́ch zahrnuto do
matic (2.91). Podmı́nky stability navrženého regulátoru s TS modelem vyjádřené
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pomocı́ maticových lineárnı́ch nerovnic jsou v oblasti Ωn, n = (i, j, k, l)

P > 0 (5.38)

G
n

aσ

T
P a + P aG

n

aσ
−

4∑

ρ=1

πn
ρ Qn

aρ < 0 (5.39)

Gn
aσ

T P a + P aG
n
aσ

−
4∑

ρ=1

πn
ρ Qn

aρ < 0, (5.40)

pakliže Ωn neobsahuje počátek. V opačném přı́padě

G
n

σ

T
P + PG

n

σ
< 0 (5.41)

Gn
σ

T P n+ PGn
σ
< 0, (5.42)

kde σ ∈ Σn, Σn je množina indexů pravidel modelu řı́zené soustavy, které majı́ v
oblasti Ωn nenulovou aktivaci,

Gσ
n = (Aeσ + beσK

n) , G
n

σ =
(
Aeσ + beσK

n
)
, (5.43)

on
σ = beσk

n, on
σ = beσk

n
, (5.44)

P a ≡

(
P 0
0T 0

)
, (5.45)

Qn
aρ =

(
Qρ Rn

i

Ri
nT sn

i

)
, (5.46)

80



G
n

aσ ≡

(
G

n

σ on
σ

0T 0

)
, Gn

aσ ≡

(
Gn

σ on
σ

0T 0

)
, (5.47)

Q1 =




1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , Q2 =




0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , (5.48)

Q3 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 , Q4 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


 , (5.49)

Rn
1 =

(
−1
2

(
Φi
1 + Φ

i+1
1

)
, 0, 0, 0

)T
, (5.50)

Rn
2 =

(
0, −1

2

(
Φj
2 + Φ

j+1
2

)
, 0, 0

)T
, (5.51)

Rn
3 =

(
0, 0, −1

2

(
Φk
3 + Φ

k+1
3

)
, 0

)T
, (5.52)

Rn
4 =

(
0, 0, 0, −1

2

(
Φl
4 + Φ

l+1
2

))T
, (5.53)

sn
1 = Φ

i
1Φ

i+1
1 , sn

2 = Φ
j
2Φ

j+1
2 , (5.54)

sn
3 = Φ

k
3Φ

k+1
3 , sn

4 = Φ
l
4Φ

l+1
4 . (5.55)

Takto definovaný problém lze bez dalšı́ch úprav vyřešit pomocı́ nástroje SeDuMi
Interface, který zadánı́ přeformuluje a vyřešı́ pomocı́ toolboxu SeDuMi. Vše se
však děje z uživatelského hlediska transparentně, bez nutnosti upravovat zadánı́.
Průběh hledánı́ řešenı́ ukazuje následujı́cı́ výpis programu
SeDuMi 1.05 by Jos F. Sturm, 1998, 2001.
Alg = 2: xz-corrector, Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqs m = 272, order n = 968, dim = 6250, blocks = 163
nnz(A) = 11934 + 1, nnz(ADA) = 9953, nnz(L) = 5113
Handling 1 + 1 dense columns.
it : b*y gap delta rate t/tP* t/tD* feas cg cg
0 : 1.39E+13 0.000
1 : 0.00E+00 6.13E+12 0.000 0.4404 0.9000 0.0000 1.00 1 0
2 : 0.00E+00 2.65E+12 0.000 0.4327 0.9000 0.0000 1.00 1 1
3 : 0.00E+00 1.88E+12 0.000 0.7096 0.9000 0.0000 1.00 1 1
4 : 0.00E+00 8.41E+11 0.000 0.4469 0.9000 0.0000 1.00 1 1
5 : 0.00E+00 6.39E+11 0.059 0.7603 0.9000 0.0000 1.00 1 1
6 : 0.00E+00 3.89E+11 0.000 0.6094 0.9000 0.9000 1.00 1 1
7 : 0.00E+00 1.12E+11 0.000 0.2870 0.9000 0.0000 1.00 1 1
8 : 0.00E+00 7.21E+09 0.412 0.0645 0.9900 0.9900 1.00 1 1
9 : 0.00E+00 2.97E+09 0.000 0.4120 0.9000 0.9000 1.00 1 1
10 : 0.00E+00 8.74E+08 0.000 0.2942 0.9000 0.0000 1.00 1 1
11 : 0.00E+00 2.95E+08 0.439 0.3379 0.9000 0.0000 1.00 1 1
12 : 0.00E+00 1.39E+08 0.000 0.4710 0.9000 0.9000 1.00 1 1
13 : 0.00E+00 3.12E+07 0.062 0.2246 0.9179 0.9000 1.00 2 3
14 : 0.00E+00 1.75E+07 0.306 0.5604 0.9334 0.9000 1.00 2 2
15 : 0.00E+00 1.15E+07 0.341 0.6548 0.9000 0.0000 1.00 3 3
16 : 0.00E+00 7.84E+06 0.000 0.6840 0.9000 0.9000 1.00 3 3
17 : 0.00E+00 4.53E+06 0.252 0.5782 0.9000 0.0000 1.00 3 3
18 : 0.00E+00 1.86E+06 0.131 0.4107 0.9163 0.9000 1.00 3 3
19 : 0.00E+00 7.75E+05 0.129 0.4165 0.9000 0.0000 1.00 2 2
20 : 0.00E+00 4.60E+05 0.068 0.5935 0.9000 0.9000 1.00 2 2
21 : 0.00E+00 1.66E+05 0.325 0.3608 0.9000 0.0000 1.00 2 2
22 : 0.00E+00 1.04E+05 0.000 0.6251 0.9000 0.9000 1.00 3 2
23 : 0.00E+00 3.52E+04 0.000 0.3393 0.9038 0.9000 1.00 2 3
24 : 0.00E+00 1.43E+04 0.266 0.4075 0.9000 0.0000 1.00 2 3
25 : 0.00E+00 6.05E+03 0.000 0.4220 0.9000 0.9000 1.00 3 4
26 : 0.00E+00 3.20E+03 0.156 0.5279 0.9000 0.0000 1.00 4 4
27 : 0.00E+00 1.38E+03 0.222 0.4320 0.9000 0.0000 1.00 2 3
28 : 0.00E+00 1.13E+03 0.000 0.8212 0.9000 0.9000 1.00 2 2
29 : 0.00E+00 5.29E+02 0.490 0.4663 0.9000 0.0000 1.00 2 2
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30 : 0.00E+00 3.33E+02 0.184 0.6302 0.9000 0.9000 1.00 2 2
31 : 0.00E+00 8.38E+01 0.310 0.2516 0.9463 0.9000 1.00 3 3
32 : 0.00E+00 1.19E+01 0.198 0.1418 0.9324 0.9000 1.00 4 4
33 : 0.00E+00 4.93E+00 0.000 0.4148 0.9045 0.9000 1.00 4 4
34 : 0.00E+00 8.37E-01 0.166 0.1696 0.9472 0.9000 1.00 5 5
35 : 0.00E+00 3.03E-01 0.000 0.3618 0.9444 0.9000 1.00 6 6
36 : 0.00E+00 2.27E-01 0.394 0.7507 0.9000 0.0000 1.00 5 5
37 : 0.00E+00 7.88E-02 0.442 0.3468 0.9406 0.9000 1.00 5 5
38 : 0.00E+00 5.17E-02 0.000 0.6568 0.9171 0.9000 1.00 6 6
39 : 0.00E+00 5.40E-03 0.000 0.1044 0.9514 0.9000 1.00 13 5
40 : 0.00E+00 1.41E-03 0.248 0.2617 0.9216 0.9000 1.00 5 5
41 : 0.00E+00 4.23E-04 0.420 0.2992 0.9000 0.0441 1.00 16 16
42 : 0.00E+00 1.28E-04 0.377 0.3016 0.9000 0.7554 1.00 14 14
43 : 0.00E+00 2.77E-05 0.188 0.2173 0.9000 0.7973 1.00 22 21
44 : 0.00E+00 3.45E-06 0.207 0.1243 0.9450 0.8765 1.00 21 21
45 : 0.00E+00 5.89E-07 0.064 0.1708 0.9000 0.8299 1.00 35 35
46 : 0.00E+00 2.52E-08 0.417 0.0428 0.9900 0.9572 1.00 34 35
47 : 0.00E+00 1.22E-10 0.000 0.0048 0.9990 0.9953 0.95 43 51
iter seconds digits c*x b*y
47 27.5 Inf 0.0000000000e+00 0.0000000000e+00

|Ax-b| = 1.3e-07, [Ay-c]\_+ = 3.1E-13, |x|= 6.3e+01, |y|= 3.7e+04
Max-norms: ||b||=0, ||c|| = 0,
Cholesky |add|=65, |skip| = 1, ||L.L|| = 500000.
feasible

Nalezená matice Ljapunovovy funkce má hodnotu

P =




0.0128 −5.57e− 07 −5.62e− 04 −2.94e− 06 −1.89e− 08
−5.57e− 07 3.51e− 09 3.52e− 07 2.10e− 10 −1.19e− 10
−5.62e− 04 −1.10e− 10 3.52e− 07 2.13e− 07 −1.59e− 07
−2.94e− 06 2.10e− 10 2.13e− 07 1.14e− 08 5.12e− 10
−1.89e− 08 −1.10e− 10 −1.59e− 07 5.12e− 10 1.38e− 10



.

Jejı́ vlastnı́ čı́sla

λi = {7.34e− 01, 3.32e− 09, 1.07e− 086.58e− 04, 0.01} (5.56)

jsou kladná a matice P je tedy pozitivně definitnı́.

5.4 Závěr

V praktické části diplomové práce jsem implementoval kritérium vnitřnı́ stability
řı́dicı́ soustavy, která se skládá z Takagi-Sugeno fuzzy modelu řı́zeného systému
a singletonového fuzzy regulátoru. Metodu jsem vyzkoušel na modelu systému
kulička v obruči, který jsem řı́dil fuzzy PD regulátorem. Navržený regulátor měl
dvě regulačnı́ smyčky. Prvnı́ regulačnı́ smyčka řı́dila polohu obruče a druhá stabi-
lizovala kuličku v klidové poloze.

Dynamickou část regulátoru (výpočet derivačnı́ složky) jsem formálně zahrnul
do modelu řı́zené soustavy, aby byly splněny podmı́nky pro typ modelu a regu-
látoru. Z toho plyne i omezenı́ implementované metody, protože toto nelze vždy
provést.

Výsledné kritérium ve formě maticových nerovnic představuje rozsáhlý op-
timalizačnı́ problém. Ačkoliv regulátor má jen 30 pravidel, při výpočtu se musı́
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uvažovat 225 oblastı́ a tedy i omezenı́ (5.38) až (5.40) nebo (5.41) až (5.42). Při
řešenı́ se často projevila numerická nestabilita, která závisela na nastavenı́ regu-
látoru, jako je poloha středů vstupnı́ch funkcı́ přı́slušnosti a hodnoty singletonů v
závěrech pravidel. Konkrétnı́ závislost stability výpočtu na nastavenı́ se mi nepo-
dařilo zaznamenat. Pro regulátor se třemi funkcemi přı́slušnosti na každém vstupu
a tedy s 81 pravidly algoritmus fungoval bez problému. Z toho usuzuji, že ač
se mi podařilo nalézt řešenı́ a tı́m dokázat stabilitu, popisovaná regulačnı́ sou-
stava svou velikostı́ tj. počtem proměnných, pravidel a hledaných optimalizačnı́ch
proměnných představuje maximum implementované metody.
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Kapitola 6

Závěr

V rámci diplomové práce jsem vypracoval přehled několika algoritmů, které umož-
ňujı́ posoudit stabilitu řı́dicı́ch systémů s fuzzy modely. Vybrané algoritmy se ome-
zujı́ na singletonové a okrajově i Mamdaniho fuzzy systémy. Výsledný přehled je
rozdělen do třı́ částı́ podle typu stability, kterou se zabývá.

V prvnı́ části jsou uvedena kritéria umožňujı́cı́ ověřit stabilitu pomocı́ Ljapu-
novovy přı́mé metody. Je diskutován přı́pad autonomnı́ho systému i zpětnovazebnı́
řı́dicı́ soustavy. Řı́zená soustava je zde ve formě stavového modelu s přechodovou
funkcı́, která je realizována singletonovým nebo Takagi-Sugeno fuzzy systémem.
Nevýhodou této metody je, že vyžaduje analytický popis výstupu regulátoru, proto
je jejı́ použitı́ omezeno na fuzzy singletonový regulátor.

Na znalosti přesného analytického popisu fuzzy regulátoru nezávisı́ algoritmy
uvedené v druhé části, která je věnována stabilitě vstup-výstup. Zde použité metody
vycházejı́ z podmı́nky pasivity a konicity. Je uvedena podmı́nka pasivity Mam-
daniho fuzzy regulátoru. Metoda je však omezena na jednorozměrné systémy.
V podkapitole věnované podmı́nce konicity je popsána metoda návrhu robust-
nı́ho fuzzy regulátoru. Ani tato metoda nenı́ univerzálnı́ a vyžaduje speciálnı́ tvar
modelu řı́zené soustavy pouze s jednı́m vstupem.

Ve třetı́ části uvedená symbolická analýza ověřuje stabilitu na úrovni báze
pravidel fuzzy systémů. Tento postup nemá analogii pro nelineárnı́ systémy a
jedná se o analýzu stability prostředky fuzzy logiky. Metoda ve stávajı́cı́ formě
obsahuje omezenı́ struktury báze pravidel.

V praktické části jsem implementoval kritérium vycházejı́cı́ z Ljapunovovy
přı́mé metody, které bylo vyjádřeno ve formě lineárnı́ch maticových nerovnic.
Kritérium jsem vyzkoušel na navrženém regulátoru systému kulička v obruči.

Metody ověřujı́cı́ stabilitu při fuzzy řı́zenı́ se i nadále vyvı́jı́. Většina nalezených
kritérii či postupů představuje speciálnı́ aplikaci použitelnou pouze v určitém
přı́padě. Omezenı́m je, že většina publikovaných algoritmů předpokládá použitı́
singletonových fuzzy systémů.
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