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Anotace

Tato prace se zabyva implementaci numerickych algoritmd pro polynomialni matice v
programovacim jazyce C++4. Hlavnim vysledkem je objektové orientovana knihovna Pol-
Pack++, ktera umoznuje provadét zakladni numerické operace s polynomialnimi maticemi,
fesit linearni polynomialni rovnice, provadét trojuhelnikovani polynomialnich matic a poci-
tat jejich determinant ¢i hodnost. Pro navrh byly pouzity moderni pokrocilé programovaci
techniky, které jsou v praci podrobné popsany.

Annotation

This work deals with implementation of numerical algorithms for polynomial matrices
in C++ programming language. The main result of this work is a new object-oriented
library PolPack++, which can perform basic numerical operation with polynomial ma-
trices. Functions for solving linear equation with polynomial matrices, triangularization,
determinant computation and rank evaluation are included. New advanced programming
techniques were used for design this library. Descriptions of these techniques are also inclu-
ded.
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Kapitola 1

Uvod

Polynomialni pristup je velmi rychle se rozvijejici oblast teorie fizeni. Linearni systémy
mohou byt popsany polynomialnimi maticovymi zlomky. Popis vlastnosti systémt a navrh
fizeni 1ze provést algebraickou manipulaci s polynomialnimi maticemi. Polynomialni matice
mohou byt pouzity pro nédvrh modernich regulatort (LQG, Hs, Heo, ¢1), Siroké uplatnéni
maji také v oblasti navrhu filtri a zpracovani signalt (Kalmantv filtr, Wieneriv filter).

Pro vypocty s polynomialnimi maticemi existuje velmi omezené mnozstvi softwaro-
vych produktt. Nejznaméjsim a nejuplnéjsi je komercni Polynomial Toolbox pro Matlab
od firmy PolyX Ltd [11]. Velmi omezenou sadu funkci pro polynomialni matice zahrnuje
nekomeréni produkt Scilab vyvinuty instituci Inria [8]. Nékteré funkce pro polynomiélni
matice obsahuje posledni verze komeréniho softwaru Maple od Waterloo Maple Inc [9] a
program Mathematica od Wolfram Research Inc [10]. V soucasné dobé vznika zaroveti nova
knihovna pro polynomiélni matice v jazyce java — Polynomial Matrices in Java [12] vyvijena
Michalem Padérou a sada funkci pro systém Mathematica vyvijena Jifim Kujanem.

Cilem této prace bylo navrhnout a implementovat novou volné dostupnou knihovnu pro
pocitani s polynomialnimi maticemi v jazyce C++.

1.1 Vysledky prace

Hlavnim vysledkem této prace je objektové orientovana knihovna pro pocitani s polyno-
mialnimi maticemi PolPack++ napsana v jazyce C++. Knihovna je volné dostupné na
servru sourceforge.net [13]. Nahled domovské stranky je umistén v piiloze.

Ucelem této prace nebyla implementace numerickych algoritmt pro konstantni matice.
Tyto algoritmy jsou vsak nezbytné nutné pro implementaci algoritmt pro polynomialni
matice. Proto je v praci provedeno srovnani nejznaméjsich a nejpouzivanéjsich numerickych
knihoven pro vypocty linearni algebry.

Protoze se prace zabyva objektovym programovanim numerickych algoritmt v C++,
jsou zde ukadzany mozné problémy pii pouziti tohoto jazyka pro psani numerickych al-
goritmil, které se podileji na snizeni vypocetni rychlosti a zaroven jsou popsany moderni
programovaci techniky zalozené na pouziti Sablon, které resi uvedené problémy.
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Nakonec bylo provedeno srovnani vykonnosti vybranych funkci knihovny PolPack++ a
komercéniho Polynomial Toolboxu pro Matlab.

1.2 Struktura dokumentu

Diplomovéa prace je rozvrzena do osmi kapitol:
Kapitola 1 — Uvod (tato kapitola).

Kapitola 2 — Protoze se prace zabyva programovanim numerickych algoritmi v jazyce
C++, jsou v této kapitole ukdzana mozna tuskali pii psani numerickych algoritmi
objektové orientovanym piistupem.

Kapitola 3 — v této kapitole jsou popsany nejznaméjsi a nejpouzivanéjsi knihovny nume-
rické linearni algebry a je zde zdiivodnén vybér knihoven, které byly pouzity pro im-
plementaci numerickych algoritmt pro polynomialni matice v knihovné PolPack++.

Kapitola 4 — v této kapitole je popsany moderni programovaci techniky, které umoznuji
zvyseni vykonnosti numerického softwaru. Vsechny popsané techniky vyuzivaji vyhod
generického programovani za pomoci Sablon. Tyto techniky jsou pouzity v knihovné
uBLAS, kterou vyuziva PolPack++ a samoziejmeé i v samotném PolPacku.

Kapitola 5 — v této kapitole je podrobné popsana implementace knihovny PolPack++-.

vvvvvv

mialni matice. Je zde uveden podrobnéjsi popis algoritmu pro vypocet determinantu,
hodnosti a kofenti polynomialni matice.

Kapitola 7 — v této kapitole jsou provedeny vybrané numerické experimenty. Jsou zde
vysledky srovnani rychlosti knihovny PolPack++ a Polynomial Toolboxu pro Matlab.

Kapitola 8 — zaveér.

1.3 Co je to vlastné polynomialni matice?

Polynomialni matice rozméru m x n a stupné d je polynom
P(s)=Py+sP, + s*Py+ -+ + 5Py, (1.1)

kde P; jsou konstantni matice rozméru m x n. To znamena, Ze je to matice jejiz prvky jsou
polynomy. Necht p;;(s), kde i =1,...,m a j = 1,...,n je element polynomialni matice.
Oznac¢me deg p;;(s) jako stupen polynomu p;;(s), potom ¢isla

p; = maxdegp;(s),i=1,...,m (1.2)
j
v; = maxdegp;;(s),j=1,...,n (1.3)
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jsou fadkovy a sloupcovy stupeti polynomialni matice P(s).

Proménna s charakterizuje typ polynomialni matice. V teorii Tizeni se pouzivaji
CtyTi parametry — s a p pro spojitou polynomialni matici a proménné z a d pro diskrétni
matici. Diskrétni polynomialni matice mtze obsahovat i polynomy se zapornym mocninou
proménné z a d. Tyto matice nazyvame oboustranné polynomialni matice.

Predpokladejme tedy, ze
pini=1,...,m (1.4)
v,J=1,...,n (1.5)

jsou fadkové a sloupcové stupné matice P(s). Matice hlavnich sloupcovych koeficienti po-
lynomialni matice M, (column leading coefficient matrix) je konstantni matice, jejiz prvky
na pozici (i,7) jsou koeficienty polynomt u 7;-té mocniny na pozici (,j) polynomialni
matice P(s).

Matice hlavnich fadkovych koeficient polynomidlni matice M, (row leading coeffi-
cient matrix) je konstantni matice, jejiz prvky na pozici (i, j) jsou koeficienty polynomi u
pi-té mocniny na pozici (4, j) polynomialni matice P(s).

O polynomidlni matici P(s) fekneme, Ze je sloupcové redukovand, pokud matice M,
ma plnou sloupcovou hodnost.

O polynomialni matici P(s) fekneme, ze je fadkové redukovana, pokud matice M,
ma plnou fadkovou hodnost.

Méjme spojitou polynomidlni matici P(s) a diskrétni matici @(z). Potom matice
P*(s) a Q"(2)
P*(s) = P7(—s) (1.6)
Q"(2) = Q" (=) (1.7)

jsou konjugované transponované matice k maticim P(s) a Q(z).

Priklad oboustranné polynomialni matice

P(z):z_l(ég)+(§2)+z<8é)+z2(28) (1.8)

Matici mtzeme zapsat ve tvaru matice polynomii:

27142 2
P(2) = {3—1—322 5z_1+1}

Matice ma vedouci (leading) stupen 2, koncovy (trailing) stupen 1.



Kapitola 2

Objektovéeé orientované programovani
numerickych algoritmn

V této kapitole jsou ukazany vyhody a nevyhody pouziti objektové orientovaného pro-
gramovani v C++ pro navrh numerickych knihoven. C+-+ umoznuje pomérné jednoduse
navrhnout nové datové typy (napf. matice, vektory) s pretizenymi operatory (pro séiténi,
nasobeni, ...), které umoznuji pouzit standardni matematickou notaci pfi zdpisu pro-
gramu. Z hlediska ¢itelnosti programu a uzivatelského komfortu se proto pouziti C++ zda
byt skvélym fesenim. C++ se vSak pro psani numerickych knihoven prili§ neprosadilo. Pri
srovnani vykonnosti s obdobnymi knihovnami psanymi v jinych programovacich jazycich
(pfedevsim Fortran a C) se ukazuje, Ze vykonnost téchto knihoven je velmi slaba. Proto
v minulosti programatorskd komunita mnohdy pouzivala kombinované feseni. Z dtvodu
zaruceni prijatelné vykonnosti byly kritické ¢asti kédu psany v jazyce Fortran.
Slaba vykonnost knihoven psanych v C++ je zpravidla zptisobena témito faktory:

e Pouziti virtudlnich funkci (dynamicky polymorfismus)
e Vyuzivani odkladacich objekt (temporaries)

Volani virtualnich funkci nelze optimalizovat piekladacem, protoze volana funkce neni
znama v dobé prekladu. Dalsi nevyhodou podepisujici se na snizeni rychlosti vypoctu
je potreba vicenasobného pristupu do pameéti oproti volani klasickych funkci. Z téchto di-
vodt by se virtualni funkce mély pouzivat pouze v pripadé, ze funkce je vypocetné dlouha
nebo neni volana ,,pfilis casto”.

Casté a zcela nevhodné pouziti dynamického polymorfismu demonstruje nasledujici
priklad:

class Matrix {
public: virtual double operator(int i, int j) = O;

class SymetricMatrix : public matrix {



public: virtual double operator(int i, int j);

class UpperTriangualMatrix : public matrix {
public: virtual double operator(int i, int j);

}

Zde pretizeny operator pro pristup k jednotlivym prvkim matice zptisobi zna¢né snizeni
rychlosti vypoctu jakéhokoliv algoritmu. Dobie napsané numerické knihovny se tomuto
problému vyhybaji za pomoci techniky zvané Barton-Nackman trik [3, /4], ktery je vysvétlen
v sekci 4.2 nebo méné ¢astéji pomoci tzv. enginu [3].

Dalsim uvedenym problémem je vznik odkladacich objekti (temporaries). Problém na-
stava pri vypoctu vyrazu s pretizenymi operatory:

vector<double> a(n), b(n), c(n), d(n);
a=b+c-d;

V tomto pripadé preklada¢ generuje kéd podobny tomuto:

vector* _tl = new vector(n);
for(int i=0; i < n; i++)
_t1(i) = b(d) + c(i);

vector* _t2 = new vector(n);
for(int i=0; i < n; i++)
_t2(1) = _t1(i) + b(i);

for(int i=0; i < n; i++)
a(i) = _t2(i) + _t1(i) ;

delete _t2; delete _t1;

To znamena, Ze jsou potieba vytvorit dva odkladaci objekty a vypocet probéhne ve tirech
iteracnich cyklech. Pro mala pole se snizeni rychlosti projevi pfedevsim kvili pouziti ope-
ratori new a delete, které jsou ¢asové velmi narocné. V [3] je uvedeno, Ze sniZeni vykonu
je az na 1/10 oproti obdobnému problému napsaném v jazyce C. Pro stiedné velké pole
(in cache array) se projevi pouziti nadbytecnych itera¢nich cykli a pfistupt do paméti.
V téchto pfipadech je rychlost vypoctu na 30-50% oproti tloze psané v jazyce C. Z du-
vodu pouziti odkladacich objekt je také vyuzivano vice paméti, takze pii zvétseni objektii
dochazi drive k zaplnéni paméti cache, coz vede k dalsimu sniZeni rychlosti vypoctu.

VyfteSeni tohoto problému je popsano v odstavci 4.3/ za pomoci techniky expression
templates [1, 3, 4], kterd umozni vyhnout se pouziti odkladacich objektiim a dale provede
vypocet libovolného vyrazu v jednom iteracnim cyklu. Pfi pouziti vhodného prekladace
miizeme diky této technice dosahnout rychlosti vypoctu srovnatelné a v nékterych pripa-
dech i vétsi ve srovnani s jazykem C nebo Fortran.



Napsat numerickou knihovnu, kterd bude dostateéné rychla (alespor ve srovnani s ob-
dobnou v C nebo Fortranu) a vyuzivajici vyhody objektové orientovaného programovani je
ale vzhledem ke slozitosti uvedenych problémi pomérné obtizné. Je tieba vyuzit modernich
programovacich technik, které jsou velmi slozité. Zejména pri pouziti expression templates
techniky je kod velmi slozity a citelny pouze pro autora.



Kapitola 3

Knihovny pro numerické vypocty

V mnoha algoritmech pro polynomialni matice je tfeba provadét vypocty linearni algebry,
jako je feseni soustav linearnich rovnic, vypocty vlastnich a singularnich ¢isel a maticovych
rozkladti. Nékteré algoritmy pro polynomialni matice pouzivaji diskrétni Furierovu trans-
formaci (DFT). Utelem této prace viak neni implementace téchto problémi, pro které exis-
tuje mnoho hotovych a spolehlivych knihoven. Proto bylo potfeba vybrat vhodné knihovny
fesici tyto tlohy. V této kapitole jsou popsany vybrané knihovny z oblasti linearni algebry
a je zdiivodnén vybér knihoven, které jsou pouzity v knihovné PolPack++-.

3.1 Prehled knihoven pro numerické vypocty linearni
algebry

Knihoven pro numerické vypocty linearni algebry existuje celd fada. V tomto odstavci jsou
popsany zakladni rysy nejznaméjsich a nejpouzivanéjsich.

3.1.1 BLAS

BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) je knihovna napsana v jazyce Fortran77. Sklada
se ze ti1 urovni - Level 1 BLAS pro vektor-vektor operace (napt. skaldrni soucin), Level 2
BLAS pro vektor-matice operace a Level 3 BLAS matice-matice operace. Obsahuje pouze
zékladni funkce pro préci s obecnymi typy realnych i komplexnich (v jednoduché a dvojité
presnosti) vektorii a matic. Nemé implementovany algoritmy vyssi linedrni algebry jako je
feSeni linedrnich rovnic a maticové rozklady. Pro vypocty s fidkymi maticemi je k dispo-
zici rozsiteni knihovny — SparseBLAS. Existuje mnoho optimalizovanych verzi pro rtizné
platformy, které dodavaji vyrobci hardwaru ke svym produktim. K dispozici je také verze
v jazyce C, kterd byla vygenerovana automatickym pievodem z Fortranu (CBLAS) a verze
v jazyce Java (Java BLAS). Knihovna BLAS je natolik roziend, Ze se jeji interface stal
standardem. Knihovna BLAS je dostupné na http://www.netlib.org/blas/.
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3.1.2 LAPACK

LAPACK (Linear Algebra PACKage) je velice rozsadhla knihovna napsand v jazyce
Fortran77. Poskytuje funkce pro feseni soustav linearnich rovnic, problému nejmensich
¢tvercii, maticové rozklady (QR, SVD, LU, Choleskyho rozklad, Schurtiv rozklad, zo-
becnény Schurtv rozklad). Pro sviij béh potfebuje knihovnu BLAS. LAPACK spole¢né
s knihovnou BLAS jsou pravdépodobné nejpouzivanéjsi knihovny pro védecké vypocty.
Vyuziva ji mnoho komer¢nich i nekomerénich programovych produkti (napf. Matlab,
Octave, Scilab). Stejné jako v pifipadé BLASu, existuje automaticky generovana verze
v jazyce C (CLAPACK) a v jazyce Java. Knihovna LAPACK je dostupnd na adrese
http://www.netlib.org/lapack/.

3.1.3 ATLAS

Atlas (Automatically Tuned Linear Algebra Software) je knihovna obsahujici C a For-
tran77 interface do BLASu a podmnoziny LAPACKu (bohuzel pouze funkce pro feseni
soustav linearnich rovnic) a zaroven nézev vyzkumného projektu zabyvajici se automa-
tickou optimalizaci softwaru. Knihovna je optimalizovana pro mnoho platforem. Pii pfe-
kladu knihovny je zjistovan typ procesoru a instruk¢ni sada a automaticky se vybiraji
rutiny optimalizované pro vybrany procesor. Knihovna ATLAS je dostupnd na adrese
http://math-atlas.sourceforge.net/.

3.1.4 Intel MKL

Intel MKL (Math Kernel Library)je jedind komer¢ni knihovna zminénd v této ka-
pitole. Je to v opét verze Cblasu, Blasu a Lapacku optimalizovand pro proce-
sory firmy Intel. Dale obsahuje rutiny pro vypocet jedno a dvojrozmérné rychlé Fu-
rierovy transformace (FFT) Vice informaci o této knihovné lze nalézt na adrese
http://www.intel.com/software/products/mkl/.

3.1.5 uBLAS

uBLAS je stale se rozvijejici knihovna psana v jazyce C++. Obsahuje Sablony t¥id mnoha
typt matic a vektort. Velkou vyhodou této knihovny je rychlost jejiho vyvoje a rychlost, s
jakou jsou opravovany nalezené chyby. Naopak jeji slabinou je nedostatecna dokumentace.
Paralelné s touto knihovnou vznika balik , ktery provadi napojeni této knihovny na Atlas
a LAPACK (bindigs library). Vice informaci o této knihovné je uvedeno v odstavci 3.3.1.
Knihovna je volné dostupné na adrese http://www.boost.org.

3.1.6 BLITZ++

Blitz++ je knihovna napsand v jazyce C++ zameérend na praci s poli. Obsahuje Sablony
tfidy pro fadkové (C—style array) nebo sloupcové (Fortran—style array) orientované pole
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dimenze 1-12 s volitelnym rozsahem indext. Pro vypocet vyrazt pouziva techniku expres-
sion templates, diky které dosahuje vysoké vypocetni rychlosti (pfiblizné na tGrovni jazyku
Fortran). Knihovna nem4 implementovany algoritmy linearni algebry. Knihovna BLITZ++
je dostupnd na adrese http://www.oonumerics.org/blitz/.

3.1.7 LAPACK++

LAPACK++ je objektova knihovna napsana v C++. Pro vypocty tuloh linearni algebry
ale pouziva napojeni na LAPACK nebo CLAPACK. Obsahuje proto tfidy matic a vektort
svoji strukturou odpovidajici typtim, které se pouzivaji v LAPACKu. Vyvoj této knihovny
jiz byl ukoncen a jeji tvirce tvrdi, ze vSechny jeji vlastnosti by méla vyuzit nova knihovna —
TNT. Knihovna LAPACK++ je dostupna na adrese http://math.nist.gov/lapack++/.

3.1.8 TNT

TNT (Template Numerical Toolkit) obsahuje pouze Sablony pro jedno, dvou a t¥irozmérné
slopcové a fadkové orientované pole na kterych lze provadét pouze zakladni numerické
operace (s¢itani, od¢itani a nasobeni). Nevyuziva moderni techniky jako je expression tem-
plates proto jeji vypocetni rychlost je velmi slaba. Tato knihovna by méla podle autora
nahradit knihovny LAPACK++, SparseLib (knihovna pocitajici s fidkymi maticemi) a
knihovnu IML++ (knihovna pro feSeni soustav linedrnich rovnic vyuzivajici iteracni al-
goritmy). BohuZzel v soudasné dobé obsahuje velmi méalo ze zminénych knihoven a jeji
vyvoj je velmi pomaly (pokud se Gplné nezastavil). Knihovna TNT je dostupna na adrese
http://math.nist.gov/tnt/.

3.1.9 MTL

MTL (Matrix Template Library) je knihovna napsana v jazyce C++. Obsahuje Sablony
pro rizné typy matic (sloupcové a fadkové orientované plné, trojihelnikové, diagonélni, sy-
metrické a ¥idké) vyuzivajici pro ulozeni dat rtizné pamétové modely. Knihovna nepouziva
vypocty linearni algebry lze vyuzit napojeni na LAPACK. Knihovna MTL je dostupné na
adrese http://www.osl.iu.edu/research/mtl/.

3.2 Srovnani knihoven pro numerické vypocty line-
arni algebry

V tomto odstavci jsou srovnany zakladni vlastnosti knihoven popsanych v predchéazejicim
odstavci formou piehledovych tabulek. V tabulce 3.2/ je uveden programovaci jazyk, licence
a ¢islo verze s datem vydani nebo datem posledni aktualizace. Vétsina z nich je sifena pod
GPL licenci (GNU General Public License) [15]. Tabulka 3.2/ ukazuje typy matic, s kterymi
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Knihovna Jazyk Licence Verze/aktualizace

BLAS Fortran77 free ?

LAPACK Fortran77 free 3.0/kvéten 2003

Atlas C/Fortran77 | GPL 3.6.0/prosinec 2003

Intel MKL C/Fortran77 | komer¢ni 6.1/7

uBLAS C++ GPL | ublas_2003_12_21/listopad 2003
Blitz++ C++ GPL 0.6/f{jen 2002
LAPACK++ C++ GPL 1.1a/tnor 2000

TNT C++ GPL 1.2/Eerven 2002

MTL C++ GPL 2.1.2/74x1 2002

Tabulka 3.1: Zakladni idaje

knihovna obecnéa | trojuhelnikova | symetricka | diagonilni | tiidiag. | fidka
BLAS v

LAPACK V V V V

Atlas vV vV

Intel MKL V V V V v V
uBLAS Vv Vv v Vv Vv Vv
Blitz++ Vv

LAPACK++ | v v v

TNT v/

MTL i Vv Vv Vv Vv Vv

Tabulka 3.2: Typy matic

knihovny pracuji a v tabulce 3.2 jsou ukazany, které algoritmy linearni algebry knihovny
zahrnuji.

3.3 Vybér knihoven pro implementaci polynomial-
nich algoritmni

Jeden z moznych zpiisobtl ulozeni polynomialnich matic je za pomoci pole matic, které
reprezentuji maticové koeficienty u jednotlivych mocnin polynomialni matice. Tento
zpusob ulozeni je pravé pouzit v knihovné PolPack++. Proto pfi navrhu knihovny bylo
tfeba nejprve vybrat nejlépe objektovou knihovnu, kterda obsahuje vhodné typy matic
pro reprezentaci maticovych koeficienttt. Pfi vybéru byl velky duraz kladen na to, zda
se knihovna stale rozviji, jaky je na ni ohlas a zda je poskytovana technickd podpora.
Samoziejmé dalsi velmi dulezité hledisko vybéru byla vypocetni rychlost. Z knihoven
uvedenych v predchézejicich odstavcich této kapitoly témto podminkdm nejlépe vyhovuji
knihovny uBLAS a Blitz++. Blitz++ je vSak knihovna, kterd je zaméfena na praci
s vicerozmérnymi poli a tenzory. Umoziiuje pouzit jeden typ matice (obecnd matice)
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Knihovna LU | QR | SVD | Cholesky | QZ | Schur
BLAS

LAPACK | v | v | vV | v |V |
Atlas V V

Intel MKL NV V V V V/
uBLAS

Blitz++

LAPACK++ | v/ | « | v J vl v
TNT

MTL

Tabulka 3.3: Algoritmy

reprezentovanou polem. Naproti tomu uBLAS je zaméfen pravé na vypocty linearni
algebry, ma implementovano mnoho rtznych typd matic a vektort. Ani jedna z téchto
knihoven vSak neni schopna fesit soustavy linearnich rovnic, provadét vypocty vlastnich
¢isel a maticové rozklady. Protoze uBLAS umoznuje pouzit format ulozeni dat matice,
které je kompatibilni s forméatem pouzitym v knihovné LAPACK, bylo rozhodnuto pouzit
hybridni feSeni — pro ulozeni maticovych koeficientii a zakladni vypocty jako je séitani,
od¢itani a nasobeni knihovna uBLAS a pro vypocty linearni algebry knihovna LAPACK,
ktera v podstaté nema ve své oblasti rovnocennou konkurenci. Podrobny popis je uveden
v [14]. Knihovna uBLAS je podrobnéji popséna v nasledujici sekci.

Na zacatku této kapitoly bylo uvedeno, ze nékteré algoritmy pro polynomidlni ma-
tice pouzivaji diskrétni Furierovu transformaci (DFT). Knihoven pro vypocet DFT opét
existuje velké mnozstvi. Z nich byla vybrana knihovna FFTW hlavné z divodu vysoké
vypocetni rychlosti této knihovny. Jeji hlavni vlastnosti jsou popsany v odstavci 3.3.2.

3.3.1 Knihovna uBLAS

uBLAS je knihovna Sablonovych t¥id psana v jazyce C++. Je soucasti velice rozsahlého
souboru knihoven — Boost (http://www.boost.org). Svoji funkénosti odpovida pfiblizné
knihovné BLAS. Pouziva pretizené operatory a pro vyhodnocovani vyrazu vyuziva vyhod
techniky expression templates (podrobnosti o této technice jsou uvedeny v odstavci 4.3).
Pro pristup k jednotlivym prvkim matic 1ze pristupovat za pomoci pfetizenych indexnich
operatorii nebo pomoci iteratorti, které jsou kompatibilni s iteratory z STL knihovny. Diky
tomu se d4 na objekty knihovny aplikovat velké mnozstvi standardnich algoritmi (napf.
tridéni).
uBLAS obsahuje sablony tiid pro nésledujici typy vektorti:

e obecny vektor (general vector)

e jednotkovy vektor (unit vector)
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e nulovy vektor (general vector)

e Fidky vektor (sparse vektor)

e komprimovany vektor (compressed vector)
a matic:

e obecnéd matice (general matrix)

e jednotkova matice (identity matrix)

e nulova matice (zero matrix)

e trojihelnikova matice (triangular matrix)

e symetrickd matice (symmetric matrix)

e hermitovsky symetrickd matice (hermitian matrix)

e péasova matice (banded matrix)

e Fidk4 matice (sparse matrix)

e komprimovana matice (compressed matrix)

S vyjimkou jednotkové a nulové mohou vSechny matice byt uloZzeny v fadkové (row major)
nebo sloupcové formé (column major). Forma matice je specifikovana Sablonovym typem.
Dalsim Sablonovym typem spole¢nym pro vSechny matice je typ kontejneru, ve kterém
jsou uloZena vnitini data. Data matice jsou mapovana do jednorozmérného pole. uBLAS
mé implementovany dva kontejnery pro ulozeni dat. Jeden obsahuje dynamicky alokované
pole (unbounded array) a druhy statické pole (bounded array), ktery mé svoji velikost jako
sablonovy typ. Pouzit se daji i jiné kompatibilni kontejnery, napf. vector<T> ze standardni
knihovny.

Déle obsahuje objekty pro tvorbu fezti matic (range, sliced sub matrix) a vektori a
objekty pro indexovani radkt a slopcti matic.

Rychlost vypoctu je na vysoké trovni diky pouzité technice expression templates. Grafy
na obrazcich 3.1/a 3.2/ ukazuji srovnani rychlosti nasobeni dvou ¢tvercovych matic v uBLAS
a Atlasu (v grafu 3.2l je jesté ukazana rychlost nasobeni v Matlabu verze 6.5, ktery pouziva
vlasti verzi Atlasu). Pro nésobeni v uBLAS jsou implementovany dva algoritmy. Mimo
klasického nasobeni lze pouzit blokovy algoritmus, ktery lépe vyuzivd pamét cache a tim
dosahuje vyssi rychlosti pro nasobeni vétsich matice. Klasické nasobeni je pro velmi velké
matice prakticky nepouzitelné. Pro matice o velikosti 2000x2000 doba vypoctu na testo-
vacim poc¢itaci pfesahla 17 minut. Z druhého grafu je zfejmé,ze pro malé matice (pfiblizné
do velikosti 120x120) je blokovy algoritmus ve srovnani s klasickym pomalejsi. Méfeni
rychlosti probéhlo na pocitaci vybaveném procesorem AMD Duron s taktovaci frekvenci
1,2GHz, L1 a L2 cache o velikosti 64kB.
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40 T T T T T T T
UBLAS —+—
UBLAS - blokove ---x---
ATLAS ---*--- ; ; ; ; ; ;
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Obrazek 3.1: Srovnani rychlosti nasobeni v Ublasu a Atlasu

Jak jiz bylo uvedeno, tato knihovna obsahuje funkce, které priblizné odpovidaji
knihovné BLAS. To znamend, ze nemé implementovany nezbytné algoritmy pro feseni
soustav linearnich rovnic, maticové rozklady a vypocty vlastnich ¢isel. Pro feSeni téchto
problémt vznikla knihovna provadéjici napojeni uBLASu na LAPACK a Atlas (bindings
library). Bohuzel v soucasnosti neni tato knihovna soucasti knihovny Boost.

3.3.2 Knihovna FFTW

FFTW (the Fastest Furier Transform in the West) je soubor velmi rychlych rutin napsanych
v jazyce C pro vypocet diskrétni Furierovy transformace (DFT) a jejich specidlnich ptipadi.

FFTW je schopna provadét vypocet DFT pro readlna a komplexni data v libovolné
dimenzi a libovolné délky. Pro libovolnou délku dat (véetné délky rovnajici se prvocislu) je
pouzit algoritmus, jehoz asymptoticka slozitost je nlogn. FFTW pocita v zékladni verzi
nejrychleji transformaci, jejichz délku lze rozlozit na soucin prvocisel 2, 3, 5 a 7. Pokud je
potfeba efektivnéjsi vypocet i pro jiny rozklad prvocisel, je mozné pouzit generator kédu,
ktery je schopen vygenerovat velice efektivni rutinu pro vypocet transformace libovolné
délky.

FFTW podporuje nové skupiny instrukci SIMD (Single Instruction Multiple Data) —
SSE1, SSE2 a 3DNow!

Dalsi zajimavou vlastnosti je, Ze umoznuje provést najednou vypocet mnoha trans-
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40

UBLAS ——
UBLAS - blokove ---%--- : : i i
ATLAS % - ‘ ‘ ‘ ‘

/L

cas [ms]

140

velikost matic

Obrazek 3.2: Srovnani rychlosti nasobeni v Ublasu a Atlasu

formaci pro data, ktera jsou usporadana v jednorozmérném poli, pricemz data pro jednu
transformaci nemusi byt souvisla.

FFTW pouziva pro vypocet mnoho riznych rutin, proto je vypocet rozdélen do dvou
fazi. V prvni fazi se hledd vhodny algoritmus pro dana data — vytvaii se tzv. plan. Plan
mize byt vytvofen dvéma zpusoby — bud je pouzita néjakd heuristika a vhodny plan je
odhadnut (coz je rychlé, ale nemusi se zvolit nejoptimalnéjsi algoritmus vypoctu trans-
optimalni rutinu. Druh& moznost je vhodna pro ptipady, kdy se provadi vypocet stéle stejné
dlouhé transformace, protoze plan mize byt vytvoren jednou a uchovan pro dalsi pouziti.
Ve druhé fazi teprve probiha samotny vypocet transformace s vyuzitim vytvoreného planu.



Kapitola 4

Programovaci techniky pouzité v
knihovné uBLAS

V této kapitole je popsano nékolik modernich programovacich technik které jsou pouzity
v knihovné uBLAS a které budou vyuzity v knihovné PolPack++. VSechny byly vyvinuty
v poloviné 90. let minulého stoleti a vSechny vyuzivaji vyhod generického programovani
pomoci Sablon (templates) pro zvySeni vykonnosti.

4.1 Traits

Technika traits byla poprvé publikovana v roce 1995 Nathanem Myersem v ¢asopise C++
Report [2]. Traits jsou Sablony t¥id, které umoziuji mapovat ,, jednu véc na jinou“. Mapovat
lze z

e typu
e hodnoty proménné znamé v dobé piekladu (napf¥. konstanta)
e kombinace predchazejicich

na libovolny jiny typ, konstantu nebo funkci. Pouziva se napf. pro urceni vysledného typu
pfi numerickych operacich s objekty rtznych Sablonovych typt (viz. ptiklad nize), pro
urceni hodnoty néjaké konstanty v zavislosti na vstupnim typu Sablony (viz odstavec 5.2),
atd.

Priklad - mapovani typu

Predpokladejme nasledujici operator pro sc¢itani vektori:

template<class T1, class T2> vector<??7?> operator+ (const
vector<T1>&, const vector<T2>&);

V tomto ptikladé nastava problém s urcenim navratového typu, ktery by mél byt napt:
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vector<int> + vector<char> = vector<int>

vector<double> + vector<int> = vector<double>
vector<complex<double> > + vector<double> = vector<complex<double> >
//atd.

To znamen4, ze potfebujeme mapovat z néjaké kombinace dvou typi na jeden typ. To nam
provede pravé nasledujici tiida:

template<class T1, class T2> struct promote_trait { };

#define declare_promote(T1, T2, T3) \ template<> \ struct
promote_trait<T1, T2> { \
typedef T3 T_promote; \

};

declare_promote(int, char, int); declare_promote(double, int,
double); declare_promote(complex<double>, double,
complex<double>) ;

Néavratovy typ nam poskytne tfida promote_trait. Nyni miizeme operator pro scitani
upravit do této podoby:

template<class T1l, class T2> vector<typename
promote_trait<T1,T2>::T_promote> operator+ (const vector<T1>&,
const vector<T2>&);

7 prikladu je vidét, ze pro preklad je nutné pouzit preklada¢ umoznujici pouziti parcialni
specializace Sablon. To neni, zejména u starsich prekladacii, zcela samoziejmé. Piikladem
je napt. komerc¢ni preklada¢ VC6.0 od firmy Microsoft.

4.2 Barton-Nackman trik

Tato technika se nékdy také nazyva ,curiously defined recursive templates“. Jak jiz bylo
uvedeno v kapitole 2, umoziiuje vyhnout se pouziti virtualnich funkei (dynamického poly-
morfismu).

Definujme bazovou tfidu nasledujicim zptsobem:

template class<T_leaf> class Matrix{ public:
T_leaf& assign_leaf (O{
return static_cast<T_leaf>(*this);

3

double operator () (int i, int j){
return assign_leaf() (i,j);
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a odvozené tiidy takto:

class SymmetricMatrix : public Matrix<SymmetricMatrix> { ... }

class UpperTriangularMatrix : public Matrix<UpperTriangularMatrix>

{...}%

Trik je v tom, Ze bazova tiida ma Sablonovy typ, ktery je typem tfidy od ni odvozené. To
zajisti, ze kompletni informace o objektu jsou znamy v dobé prekladu. Metody mohou byt
specializovany v odvozenych t¥idach (standardné jsou definovany v bazové t¥idé, volitelné
mohou byt predefinovany v ti¥idé odvozené).

4.3 Expression templates

V kapitole 2 je ukazano, ze pti klasickém pouziti pretizenych operatort pro vypocet hodnot
vyrazl je pro kazdy operator generovan jeden odkladaci objekt, ktery predstavuje vysledek
vypocteného podvyrazu. Technika expression templates predstavuje zcela rozdilny pristup
vypoctu vyrazi. Vyhyba se pouziti odkladacich objektti a cely vyraz spocitd v jednom
itera¢nim cyklu.

K porozuméni této technice je tfeba nejprve porozumét rekurzivnim Sablonam. Méjme
nasledujici sablonu tiidy s dvéma Sablonovymi parametry:

template<class Left, class Right> class X { };

Tiida miize mit sebe sama jako Sablonovy typ. To umozni vytvofit struktury, jako je
strom typt:

X<X<A,B>,X<C,D> > x;
Vyraz A+B+C mize byt reprezentovan typem
X<Vector, plus, X<Vector, plus, Vector> > x;

K vytvoreni takového stromu reprezentujici vyraz se pouzije pravé pretizeny operator.
V tomto ptipadé tedy operator nevraci vyéisleny podvyraz (pfi klasickém pouziti reprezen-
tovany odkladacim objektem), ale objekt, ktery pouze reprezentuje podstrom syntaktického
stromu vyrazu. Tento objekt je schopen vy¢islit hodnotu podvyrazu pro prvky matic (vek-
tortt nebo jinych kontejnerti) uréenych indexem. Jinymi slovy, pfetiZeny operator nevraci
celou vypoctenou matici (nebo vektor apod.), ale objekt, ktery je schopen vypocitat hod-
notu jednoho prvku matice dané indexem. Samotny vypocet celého vyrazu se provede az
v prifazovacim operatoru, ktery provede iteraci pfes vSechny indexy matice.

Pro reprezentaci vyrazu zavedeme t¥idu Expr<T,E>, ktera reprezentuje cely vyraz. Pres-
néji, tato tiida zapouzdiuje vyraz, ktery je reprezentovan sablonovym parametrem E.



4.3 Expression templates 21

template<class T, class E> class Expr {
E e;
public:
Expr( const E& e ) : e(e) {}
T operator[] ( int n ) const { return e[n]; }

};

Nyni nadefinujeme Sablonu tfidy Array<T,E>, kterd bude zapouzdiovat samotné data.
V této tfidé pretizime piifazovaci operdtor (operator=), ktery provede vypocet celého
vyrazu.

template<class T>
class Array {
public:
template<class E>
Array& operator=( const Expr<T,E>& x )

{

for( int i=0; i < size(); i++ )
datal[i] = x[i];

return *this;

}

// other public members, data, etc.
private:
T*x data;

};

Néasledujici tfida ConstRef<class T, class Container> obsahuje konstantni referenci
na kontejner. V nasem piipadé se bude jednat o referenci na t¥idu Array<T>. Dtvod jejiho
pouziti je zfejmy z globalniho pfetizeného operatoru. Jejim pouzitim zabranime vytvareni
kopii objektu typu Array<T>.

template<class T, class Container> class ConstRef {
const Container& c;
public:
ConstRef ( const Container& c_) : c(c_) {}
T operator[] ( int n ) const { return c[n]; }

};

Ttida BinaryOperator<T, A, B, Op> predstavuje jeden uzel syntaktického stromu vy-
razu. Parametry A, B predstavuji vétve stromu vyrazu a jsou to bud podvyrazy (re-
prezentované t¥idou Expr<T, E>) nebo reference na kontejner (tfida Array<T>), typ Op
reprezentuje operator aplikovany na typy A a B.

template<class T, class A, class B, class Op> class BinaryOperator

{
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A a;
B b;
public:
BinaryOperator( const A& a_, const B& b_ )
: a(a_), b(.) {}

T operator[] ( int n ) const {
return Op::apply( al[n], b[n] );

}
I
template<class T> class OpAdd {
public:
static inline T apply( const T& a, const T& b )
{

return a + b;
};

Pretizeny operator mé jako vstupni parametry tiidu Array a vraci objekt Expr<T, E>,
kde Sablonovym typem E je objekt typu BinaryOperator<T, E>.

template<class T> Expr< T, BinaryOperator< T, ConstRef< T,
Array<T> >,

ConstRef< T, Array<T> >, OpAdd<T> > >
operator+( const Array<T>& a, const Array<T>& b ) {

typedef BinaryOperator< T, ConstRef< T, Array<T> >,
ConstRef< T, Array<T> >,
OpAdd<T> > ExprT;
return Expr< T, ExprT > (
ExprT ( ConstRef<T, Array<T> >(a),
ConstRef<T, Array<T> >(b) ) );
}

Tento operator definuje séitaci operaci pouze pro dva objekty typu Array<T> (tzn. vyraz

vvvvvv

pretizeny operator pro soucet objektu typu Array a vyrazu reprezentovaného tiidou Expr:

template<class T, class E> Expr< T, BinaryOperator< T, ConstRef<
T, Array<T> >,

Expr< T, E>, OpAdd<T> > >
operator+( const Array<T>& a, const Expr<T,E>& b )
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Zde je pravé vidét rekurentnost sablony tiidy Expr<T, E>. Sablonovy typ E je typu
BinaryOperator<T,A,B,Op>, jehoz typ B je opét tfida Expr.

Pro soucet libovolné dlouhého vyrazu musi byt definovany ¢tyfi binarni séitaci opera-
tory — Array + Array, Array + Expr, Expr + Array a Expr + Expr. To znamen4, Ze pro
kazdou binarni operaci musime nadefinovat ¢tyfi globalni pfetizené operatory, pro kazdou
unarni operaci jsou potieba dva operatory (unérni operator aplikovany na Array a na
Expr).

Zde jsou vidét nevyhody této techniky. Zna¢nym zptisobem nartista délka zdrojového
kédu, ktery je navic naprosto necitelny. Velké mnozstvi Sablon tiid a Sablon globalnich
funkei zptsobi prodlouzeni doby prekladu (v disledku generovani tiid ze Sablon).

Méjme nasledujici priklad:
Array<T> A, B, C;
A =B + C;

Co se vlastné stane, prelozime-li tento kéd? Volanim scitaciho operatoru je vytvoren objekt
typu Expr<T,E>, kde E je:

BinaryOperator< T, ConstRef< T, Array<T> >, ConstRef< T, Array<T>
>, OpAdd<T> >

Vytvoreny objekt typu Expr ma soukromou objektovou proménnou e pravé typu E. Vola-
nim operétoru piitazeni (z objektu A) je zavolan indexni operator t¥idy Expr (viz definice
tfidy Array vyse). Zavolanim indexniho operatoru pro t¥idu typu Expr dojde k volani in-
dexniho operatoru soukromého objektu e, ktery je typu BinaryOperator (tedy E). Objekt
e ma v sob€ uloZeny odkazy na objekty A, B typu Array<T> prostiednictvim objektu typu
ConstRef. Dojde-li tedy k volani indexniho operatoru objektu e, dojde k precteni hodnot z
objektu A a B u pfislusného indexu (viz definice t¥idy BinaryOperator) a volanim statické
funkce apply tfidy OpAdd je proveden soucet téchto hodnot, ktery je vracen indexnim ope-
ratorem. To tedy znamena, Ze iteraci pres vSechny indexy je proveden soucet vektori B a C
a vysledek prifazen do objektu A (bez pouziti odkladaciho objektu). Je tedy vygenerovan
kéd podobny tomuto:

for(int i = 0; i < size; i++)
A[i] = B[i] + C[i];



Kapitola 5

Popis implementace knihovny
PolPack—+-+

Knihovna PolPack++ je sablonova knihovna obsahujici t¥idy a funkce pro pocitani s po-
lynomialnimi maticemi. Pro sviij béh potiebuje tii knihovny:

e uBLAS - knihovna pouzita pro uloZeni maticovych koeficient polynomialnich matice
e LAPACK - knihovna pro numerické vypocty linearni algebry
e FFTW - Knihovna pro vypocet diskrétni Furierovy transformace.

Zakladni tfidou knihovny je Sablona tfidy PolMatrix<T> (podrobné popsdna v odstavci
5.4)), kterd reprezentuje polynomidlni matici. Tato t¥ida obsahuje zakladni metody pro praci
s polynomialni matici — napt. funkce pro zjisténi velikosti, stupné, typu proménné, preti-
numerické algoritmy pro vypocet determinantu, hodnosti a kofenti.

Trida PolMatrix<T> je odvozenad od bazové tiidy PolBase<> s vyuzitim Bartonova-
Nackmanova triku popsaném v odstavci4.2. Pro tuto tfidu jsou potom definovany zakladni
numerické operace, pro jejichZ vypocet je pouzita technika expression templates (viz 14.3).
Jsou to tyto operace — s¢itani, od¢itani, nasobeni, nasobeni skalarem, transpozice a konju-
govana transpozice. To, Ze jsou tyto operace definovany pro bazovou abstraktni tfidu se da
vyuzit v budoucnu pro rozsifeni knihovny o nové typy polynomialnich matic (napf. troja-
helnikové, Fidka polynomialni matice, ... ). Tim Ze tyto t¥idy odvodime od t¥idy BasePol,
tak pro né zaroven definujeme uvedené matematické operace.

Déle knihovna umoziiuje provadét trojuhelnikovani polynomidlni matice (triangulari-
zation) a FeSit ¢tyfi typy linedrnich rovnic s polynomialnimi maticemi - A(s)X(s) = B(s),
X(s)A(s) = B(s), A(s)X(s) + B(s)Y(s) = C(s) a X(s)A(s) + Y(s)B(s) = C(s), kde
A(s), B(s) a C(s) jsou znamé polynomialni matice, X(s) a Y'(s) jsou neznamé hledané
matice. Pro triangularizaci a pro kazdy typ rovnice je implementovana jedna samostatna
trida, ktera Tesi dany problém.
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5.1 Struktura soubort knihovny PolPack++

Protoze je celé knihovna psana s vyuzitim Sablon, jsou vSechny implementované tridy a
funkce umistény v hlavickovych souborech a to v prostoru jmen (namespace) polpack.
Knihovna se sklada z nasledujicich hlavickovych souborii:

polmatrix.h - v souboru je definovina Sablona tiidy PolMatrix<T>, kterd je po-
drobné popsana odstavci 5.4. Dale je zde implementovana funkce operator<< umoznujici
pouzit pro tisk polynomalni matice standardni datovy proud.

polexpr.h - obsahuje Sablonu bézové tfidy PolBase<>, Sablony tiid a globalnich
funkci pro implementaci techniky expression templates.

axb.h - obsahuje Sablonu t¥idy AXBsolver<T> pro feSeni linedrni rovnice A(s)X (s) = B(s).
Trida je podrobné popsana v odstavci 5.7,

xab.h - obsahuje Sablonu t¥idy XABsolver<T> pro FeSeni linedrni rovnice X (s)A(s) = B(s).
Trida je podrobné popsana v odstavci [5.6.

axbyc.h - obsahuje Sablonu tiidy AXBYCsolver<T> pro feSeni linedrni rovnice
A(s)X(s) + B(s)Y(s) = B(s). Ttida je podrobné popséna v odstavci [5.8.

xayby.h - obsahuje Sablonu tfidy XAYBCsolver<T> pro feSeni linedrni rovnice
X (s)A(s) +Y(s)B(s) = B(s).
Trida je podrobné popsana v odstavci [5.9.

linalg.h — v tomto souboru jsou Sablony numerickych algoritmi linedrni algebry,
které nejsou implementovany v LAPACKu — napf. determinant konstantni matice
po¢itany s vyuzitim LU rozkladu, hodnost konstantni matice (za pomoci SVD rozkladu),
maticové normy, atd.

global.h — obsahuje Sablony tiidy global<T>. Tato tfida je podrobné popsana v
odstavci 5.2.

traits.h — obsahuje tfidu traiti<>. Tato tfida je podrobné popsédna v odstavci
5.3

fft.h — tento soubor obsahuje C++ interface do knihovny FFTW. Jsou zde preti-
zeny funkce pro vypocet realnych a komplexnich diskrétnich Furierovych transformaci.

rand.h — tento soubor obsahuje funkce pro ndhodnou inicializaci polynomialni ma-
tice.
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bind.h — v knihovné bidings, ktera provadi napojeni knihovny uBLAS na LAPACK,
chybi zékladni funkce pro QR faktorizaci a vypocet vlastnich ¢isel. V tomto souboru je
tedy C++ interface pro uvedené funkce LAPACKu. Interface je implementovan stejnym
zpusobem, jako v knihovné bindigs.

5.2 Trida global

Sablona tiidy global<T> obsahuje globalni statické proménné typu T — global: :zeroing
a global::eps. Typ T miize byt pouze double nebo float.

Proménna zeroin se pouziva jako prahovaci mez napt. pfi nulovani maticovych koefi-
cientl (viz metoda zeroing() tiidy PolMatrix()). Proménné eps je zpravidla pouZita pii
vypoctu hodnosti matic, kde se poc¢ita pocet singularnich ¢isel vétsich nez eps.

Protoze se jedna o statické proménné, mohou byt kdykoliv zménény, napt:

global<double>::zeroing = 10e-6;
nebo navraceny do implicitniho stavu za pomoci statické metody setDefault():

global<double>: :setDefault () ;

5.3 Trida traitl

Sablova tiidy traiti<T> je tfida provadé&jici mapovani typu T na typ typename
trait1<T>::t1_type. Technika, kterd je pro to pouzita, je podrobné popsana v odstavci
4.1. Ttida mapuje nasledujici typy:

double --> double

float --> float
complex<double> --> double
complex<float> --> float
T --—> T

Prikladem pouziti je napf. vypocet normy matice. Norma se mtize samoziejmé pocitat pro
komplexni matici, ale vyslednd norma je vzdy realna. Tato tfida nam tedy umozni urcit
navratovy typ funkci které maji komplexni vstup ale realny vystup.

5.4 Trida PolMatrix

Sablona tiidy PolMatrix<T> reprezentuje polynomidlni matici. Parametr T urcuje typ
dat polynomialni matice. Prestoze se jedna o Sablonu tfidy, typ T nemuze byt libovolny.
Protoze pro numerické vypocty je pouzita knihovna LAPACK, musi byt typ T kompa-
tibilni s typy, které jsou podporovany touto knihovnou. Jsou to nasledujici ¢tyfi typy —
realné float a double a komplexni typy std: : complex<float> a std: :complex<double>.
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Tridy reprezentuje nasledujici typy polynomialnich matic:
e spojita jednostranna matice
e diskrétni jednostranna matice
e diskrétni oboustranna matice

VsSechny typy mohou byt realné nebo komplexni. Zda se jednéa o spojitou nebo diskrétni
matici je ddno hodnotou soukromé proménné var_, ktera je vyctového typu:

enum var_type { s_var = 1, p_var = 2, z_var = 3, d_var = 4 }

kde hodnoty s_var a p_var jsou pro spojitou polynomialni matici v proménné s a p a
hodnoty z_var a d_var pro diskrétni matici v proménné z a d.

Data polynomialni matice jsou ulozena ve vektoru matic

std::vector<ublas::matrix<T, ublas::column_major> >

Typ matice je obecna matice z knihovny uBLAS. Volba této knihovny byla zdivodnéna v
kapitole [3. Matice musi byt slopcové orientovana z divodu pouziti LAPACKu. LAPACK
je psan v jazyce Fortran, ve kterém jsou dvourozmérné pole sloupcové orientované (tzn.
uloZena po sloupcich bezprostiedné za sebou). Vektor byl zvolen ze standardni knihovny.
Dtivodem jeho pouziti je moznost zmény velikosti se zachovanim obsahu. Format ulozeni
je stejny pro jednostrannou i oboustrannou matici.

5.4.1 Typy definované uvnitr tridy
Uvnitf matice jsou definovany nasledujici typy s vefejnymi piistupovymi pravy (public):
typedef T value_type — typ dat polynomialni matice.

typedef std::size t size type — celoCiselny kladny typ (obvykle unsigned) pou-
Zivany pro proménné popisujici velikost a stupen matice.

typedef ublas::matrix<T,ublas::column major> storage matrix — typ matice
pouzité pro ulozeni maticovych koeficienti.

typedef typename traitl<T>::tl type precision — redlny typ (float nebo double).
Tento typ udava, s jakou pfesnosti jsou uloZeny data polynomialni matice (samoziejmé i
komplexni).
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5.4.2 Soukromé parametry tridy

std: :vector<storage matrix> data_ — vektor matic obsahujici maticové koeficienty
polynomialni matice.

size_type ldeg_ — vedouci stupen (leading degree) polynomiéalni matice.
size_type tdeg_ — koncovy stupen (trailing degree) polynomialni matice.
size_type rows_ — pocet fadkl polynomidlni matice.

size_type cols_ — pocet sloupcti polynomialni matice.

var_type var_. — proménna polynomiilni matice urCujici typ matice (spojitd nebo
diskrétni). Typ var_type je vyctovy typ definovany v hlavickovém souboru polexpr.h.

precision scale. — scale polynomiilni matice. Vyznam této proménné je vysvét-
len u metody scaling().

5.4.3 Konstruktory tridy

Pro vytvoreni polynomialni matice je definovano pét konstruktorii. Vsechny jsou stejné
pro spojitou i diskrétni verzi polynomialni matice.

PolMatrix() - implicitni konstruktor. Konstruktoru vytvaii préazdnou matici — nea-
lokuje Zzadnou dynamickou pamétf. VSechny soukromé proménné s vyjimkou proménné
scale inicializuje na nulu (scale je roven jedné). To znamend, Ze neni uréen typ matice
(spojité nebo diskrétni).

PolMatrix(size_type DEG, size_type ROWS, size type COLS, var_type VAR =
s_var) - konstruktor vytvarejici jednostrannou polynomialni matici stupné DEG a velikosti
ROWS x COLS. Typ matice je ur¢en parametrem VAR, ktery mé implicitni hodnotu s_var.
Pokud tedy neni specifikovan, je vytvofena spojita verze matice v proménné s.

PolMatrix(size_type TDEG, size_type LDEG, size_type ROWS, size_type COLS,
var_type VAR = z_var) - konstruktor vytvarejici oboustrannou polynomidlni matici
hlavniho stupné LDEG, vedlejsitho stupné TDEG a velikosti ROWS x COLS. Implicitni typ
matice je diskrétni v proménné z. V principu umoznuje vytvorit i spojitou oboustrannou
matici, ktera ale neméa v teorii fizeni vyznam.

PolMatrix(const PolMatrix& PM) - kopirovaci konstruktor. Vytvari hlubokou ko-
pii objektu PM.
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template <class X>

PolMatrix(const Expr<storage matrix, X>& EXP) - konstruktor vytvarejici objekt
polynomiélni matice z matematického vyrazu. Tento konstruktor musel byt nadefinovan
v dusledku pouziti techniky expression templates, protoze matematicky vyraz s polyno-
mialnimi maticemi je specialni objekt. Proto neni mozné pro vytvoreni objektu z vyrazu
pouzit kopirovaci konstruktor.

5.4.4 Metody tridy

void resize(size_type NEWtdeg, size_ type NEWldeg, size_type NEWrows,

size type NEWcols) — provadi zmeénu velikosti a stupné polynomalni matice. Pi-
vodni obsah polynomialni matice neni zachovan. Nova matice ma velikost NEWrows X
NEWcols, hlavni stupenl NEWldeg a vedlejsi stupeil NEWtdeg.

PolMatrix& operator = (const PolMatrix& PM) - pfifazovaci operator vytvare-
jici hlubokou kopii polynomialni matice PM.

PolMatrix& operator = (const storage matrix M) — operator prifazuje polyno-
mialni matici konstantni matici. To znamené, Ze je vytvorena polynomialni matice stupné
nula.

template<class X>
PolMatrix& operator=(const Expr<storage matrix, X>& x) — operator pro vyhodno-
ceni matematického vyrazu s polynomialnimi maticemi.

void swap(PolMatrix& M) — provadi prohozeni dat dvou polynomialnich matic.

storage matrix& operator[] (int d) — operdtor pro piistup k maticovému koefi-
cientu polynomialni matice u d-té mocniny. Operator vraci referenci, proto ho lze pouzit
na levé i pravé strané prifazovaciho operatoru.

storage matrix operator[] (int d) const — konstantni verze predchazejiciho
operatoru.

value_type& operator() (int d) — tento operator ma obdobnou funkci jako ptredcha-
zejici. Lze ho vsak pouzit pouze pro polynomialni matici velikosti 1 x 1. Opét pristupuje
k maticovym koeficienttim, ale provadi konverzi matice na typ value_type.

value_type& operator() (int d, size_type m, size_type n) — operator pro pristup
k jednotlivym prvkim maticovych koeficientid polynomialni matice. Proménna d urcuje
maticovy koeficient (u d-té mocniny proménné polynomidlni matice), m a n uréuji prvek
koeficientu.
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PolMatrix operator() (size_type m, size type n) — operator vraci polynom v
m-tém Tadku a n-tém sloupci polynomialni matice.

PolMatrix operator() (size_type ml, size type m2, size_type nl, size_type
n2) — operator vraci fez z polynomialni matice, ktery zac¢ina v fadku m1 a sloupci nl a
konci v fadku m2 a sloupci n2 polynomialni matice.

const storage matrix& mat(int n) const — tato funkce vraci referenci na mati-
covy koeficient u n-té mocniny polynomialni matici. Témeér stejnou funkci méa vyse
popsany indexni operator. Tato funkce vSsak nema kontrolu rozsahu a v pripadé, Ze n lezi
mimo interval (—tdeg, ldeg), tak vraci prazdnou matici. Tato metoda mé specialni pouziti
ve spojitost s tfidou PolBase (viz 5.5).

void setVar(var_type VAR) — nastavuje typ proménné polynomidlni matice.
void print() — provadi vypis maticovych koeficienti polynomialni matice.

void rand(precision max = 5.0, char type = ’i’) — naplni matici nahodnymi
koeficienty v rozsahu 0-max. Parametr type musi byt i’ pro celociselné koeficienty nebo
’r’ pro realné koeficienty.

storage matrix valueAt(const value type& value) - vypocitda hodnotu polyno-
mialni matice v bodé value. Je tfeba si uvédomit, ze value je typu value_type. To
znamena, ze tato metoda neni schopna vypocitat hodnotu redlné polynomialni ma-
tice v komplexnim bodé. To je zpiisobeno tim, Ze maticové koeficienty (matice typu
ublas: :matrix<T,E>) nelze ndsobit jinym typem, neZ typem dat téchto matic. Proto
byla implementovana jesté jind metoda pro vypocet hodnoty polynomidlni matice —
valueAtComp. Pro vypocet je pouzita maticova verze Hornerova algoritmu.

ublas::matrix<std::complex<precision>, ublas::column_major>
valueAtComp(const std::complex<precision>& value) — tato metoda provede
vypocet hodnoty polynomiélni matice (komplexni i redlné) v komplexnim bodé value.
Pro komplexni matici je algoritmus stejny jako u metody valueAt, pro redlnou matici se
pocita zvlast realnd a komplexni ¢ast, z nichz se sestavi vysledna komplexni matice.

void values(int n, std::complex<precision>* out) — pocitd n hodnot (kon-
stantnich matic) polynomialni matice v bodech lezicich na jednotkové kruznici komplexni
roviny. Pro vypocet je pouzita diskrétni Furierova transformace. Hodnoty (konstantni
matice) jsou postupné ulozeny do jednorozmérného pole. Algoritmus vypoctu je podrobné
popséan v [7].

void shift(int n = 1) — tato metoda provadi nasobeni polynomialni matice pro-
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ménnym parametrem umocnénym na n.

void sylvMatrix(storage matrix& M, size_type nb, char type = ’c’) - me-
toda sestavuje Sylvestrovu matici. Proménna type musi byt ’c’ pro sloupcovou nebo ’r’
pro tadkovou formu Sylvestrovy matice. Pocet nenulovych bloku sloupci resp. fadku je
dan hodnotou nb.

void compainMatrix(storage matrix& M) — metoda sestavuje blokovou companion
matici.
void hurwitzMatrix(storage matrix& M, size type n = 0) -~ metoda sestavuje

blokovou Hurwitzovu matici.

void scaling(precision k) — metoda provadi zménu méfitka polynomidlni ma-
tice (scale). Je-li s proménné polynomialni matice, potom je nahrazena novou proménnou
5 = ks. To znamen4, 7e maticovy koeficient u i-té mocniny s je vydélen hodnotou k.
Privatni proménné scale_ je prifazena hodnota k.

void zeroing(precision tol = global<precision>::zeroing) - metoda nuluje
prvky maticovych koeficienti, které jsou mensi nez tol.

void clearing() — metoda maze nulové maticové koeficienty. Prochazi postupné
vSechny maticové koeficienty od nejvyssi mocniny po nultou mocninu az do doby, nez
nalezne nenulovy koeficient. Pfi prichodu maze nulové koeficienty (uvoliiuje pamét). To
znamena, ze snizi stupen polynomialni matice. Je-li polynomialni matice oboustranna, tak
se operace opakuje i pro zaporné stupné matice.

ublas: :vector<size type> rowDeg() — metoda vraci Tfadkovy stupen polynomialni
matice.
ublas: :vector<size_type> colDeg() - metoda vraci sloupcovy stupenl polynomi-

alni matice.

ublas: :vector<size type> rowLdeg() — metoda vraci hlavni fadkovy stupen po-
lynomialni matice.

ublas::vector<size_type> colLdeg() — metoda vraci hlavni fadkovy stupen po-
lynomialni matice.

ublas::vector<size_type> rowTdeg() — metoda vraci vedlejsi rfadkovy stupen po-
lynomidalni matice.

ublas: :vector<size_type> colTdeg() — metoda vraci vedlejsi sloupcovy stupeni
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polynomialni matice.

storage matrix rowLcoef() — metoda vraci matici hlavnich fadkovych koeficientti
polynomidlni matice (row leading coefficient matrix)

storage matrix colLcoef() — metoda vraci matici hlavnich slopcovych koeficienti
polynomialni matice (row leading coefficient matrix)

storage matrix rowTcoef() — metoda vraci matici vedlejsich fadkovych koefici-
ent polynomialni matice (row trailing coefficient matrix)

storage matrix colTcoef() — metoda vraci matici vedlejsich Fadkovych koefici-
ent polynomialni matice (row trailing coefficient matrix)

bool isRowRed() — metoda provadi test Tadkové redukovanosti polynomialni ma-
tice.
bool isColRed() — metoda provadi test sloupcové redukovanosti polynomidlni ma-
tice
double norm(char type = ’b’, char norm = ’2’) — metoda provadi vypocet no-

rem polynomialni matice. Proménné type urcuje, z ¢eho se bude norma pocitat. Pokud je
type rovno ’b’, potom se z maticovych koeficientti sestavuje slozena matice

Ac = [ A—tdeg A—tdeg-‘,—l s Aldeg—l Aldeg—l ] (51)

a norma se pocitd z matice A.. Pokud je type rovno ’1’, potom se pocitd norma
maticového koeficientu u nejvyssi mocniny. Posledni hodnotou, které mtize type nabyvat
je ’m’ a potom se pocitaji normy vSech maticovych koeficienti a vraci se maximalni.
Parametr norm urcuje typ pocitané normy a mize nabyvat hodnot ’1’ pro fadkovou
normu, ’2’ pro kvadratickou normu (nejvétsi singuldrni ¢islo), i’ pro sloupcovou normu
a ’f’ pro Frobeniovu normu.

PolMatrix det(precision tol = global<precision>::zeroing) — metoda pocita
determinant polynomiélni matice. Algoritmus vypoctu je podrobné popsan v kapitole (6.

size type rank(precision tol = global<precision>::eps) —metoda pocita hodnost
polynomialni matice. Algoritmus vypoctu je podrobné popsan v kapitole 6.

void roots(ublas::vector<std::complex<precision>& r, char method = ’d’,
precision tol = global<precision>::zeroing) — metoda provadi vypocet kofenii
polynomialni matice. Proménna d urcuje pouzity algoritmus a mtize nabyvat hodnoty ’d”’,
pak je pouzit vypocet pomoci determinantu, nebo ’e’ a pak se provede vypocet pomoci
vlastnich ¢isel. Algoritmus vypoctu je podrobné popsan v kapitole 6.
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size type deg() const — metoda vraci hlavni stupen (leading degree) polynomi-
alni matice.

size_type ldeg() const — metoda vraci hlavni stupen (leading degree) polynomi-
alni matice.

size_type tdeg() const — metoda vraci vedlejsi stupenl (trailing degree) polyno-
mialni matice

size_type rows() const — metoda vraci pocet fadkl polynomidlni matice.
size type cols() const — metoda vraci pocet sloupcti polynomialni matice.
var_type var() const — metoda vraci typ proménné polynomidlmi matice.

double scale() const — metoda vraci velikost soukromé proménné scale._.

5.5 Zakladni numerické operace a trida PolBase

V tomto odstavci je popsana definice zakladnich numerickych operaci pro polynomialni
matice. Operace jsou definovany pro tiidu PolBase<M, I> za pomoci techniky expression
templates, jejiz implementace pro jednoduchy kontejner je podrobnéji popsana v kapitole
4. Numerické operace pro tfidu PolBase jsou implementovany obdobnym zpiisobem. V
tomto odstavci jsou pouze uvedeny rozdily proti implementaci v kapitole 4.

Od t¥idy PolBase je za pomoci Bartonova-Nackmanova triku (viz kapitola4) odvozena
tfida PolMatrix<T>:

template <class M, class I>
class PolBase {

template<class T>
class PolMatrix : public
PolBase<ublas: :matrix<T, ublas::column_major>, PolMatrix<T> > {

3

Sablonovy typ M je tedy typ maticovych koeficientd a typ I je typ odvozené t¥idy. T¥ida
PolBase méa vSechny metody definovany s pfistupovymi pravy public nasledujicim zpti-
sobem:
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template <class M, class I>
class PolBase {
public:

const M& operator[]( int n ) const {
return static_cast<const I*>(this)->mat(n);

3

size_type ldeg() const {
return ( static_cast<const I*>(this)->1ldeg() );

3

}

PretiZzeny indexni operator vola metodu mat(int n) zdédéného objektu, kterd zpristup-
nuje maticové koeficienty polynomialni matice, které jsou typu M. Stejnym zpusobem je
definovana metoda ldeg() vracejici hlavni stuper polynomidlni matice a dale metody pro
urceni vedlejsiho stupné, velikosti matic, typu proménné a velikost parametru scale.

Dale bylo potfeba upravit tfidu ConstRef (jeji vyznam je uveden v odstavci 4.3):

template <class M, class C>
class ConstRef {
const C& c_;
public:
ConstRef( const C& c ) : c_(c) {3

M operator[] (int n) const { return c_[n]; }
size_type ldeg() const { return c_.ldeg(); }

};

Sablonovy typ C je typ tiidy, na ktery t¥ida odkazuje (to bude vZdy PolBase) Samotn
reference na tfidu je soukromym parametrem. Dale mé definovan indexni operator a
metody, které zpfistupni vSechny metody t¥idy typu C (tedy PolBase). Typ M je opét typ
maticového koeficientu.

Ttida Expr reprezentujici matematicky vyraz, byla upravena do nésledujici podoby:

template <class M, class E>
class Expr {
public:
size_type ldeg() const { return ldeg_; }
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M operator[] (int n) const { return e_[n]; }
private:

E e_;

size_type ldeg_, tdeg_;

};

Samotny vyraz je reprezentovan privatnim objektem e_. Ostatni soukromé parametry
tiidy udavaji informace o vyrazu, tzn. vysledny hlavni stupen vyrazu (proménna ldeg.),
vedlejsi stupen, velikosti matice, typ proménné vyrazu a scale. Tyto proménné jsou
inicializovany konstruktorem tiidy.

Ttida BinaryOp operator zustala uplné stejnd. Tiida OpAdd provadéjici samotny
soucet vsak jiz musela byt upravena:

template <class M>
class OpAdd {
public:
static inline M apply( const M& a, const M& b ) {
if (a.sizel() == 0)
return b;
if (b.sizel() == 0)
return a;
return a + b;

};

Implementace uvedend v kapitole 4 umoznuje scitat pouze stejné dlouha pole (objekty
Array). Pfi vypoctu souctu je volan indexni operétor t¥idy Array a v pfipadé, ze by délka
poli byla rozdilné, by doslo k piekroceni meze u kratsiho pole. To se d4 jednoduse osettit
tak, Ze operator pri prekroceni meze pole vrati hodnotu nula. Podobné je to provedeno v
pripadé tridy PolBase, jejiz indexni operator zavold metodu mat (int n) t¥idy PolMatrizx,
ktera v pripadé prekroceni mezi vrati prazdnou matici. To ndm umozni s¢itat matice s
riznymi stupni. Statickd metoda aplly tiidy OpAdd tedy provadi soucet pouze tehdy,
jsou-li obé s¢itané matice neprazdné.

Globalni pfetizené operatory pro scitani vypadaji obdobné jako v odstavci 4.3. Byly do
nich pfidany funkce pro kontrolu shodnosti velikosti, proménné var_ a scale_ s¢itanych
objekt pomoci standardniho makra assert. Operator vytvaii a vraci objekt typu Expr,
ktery reprezentuje vyraz, a do néjz je ulozen stupen vysledného vyrazu, velikost matic,
hodnotu proménné var_ a velikost hodnoty scale.
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Stejnym zptusobem, jako je provedeno scitani je provedeno od¢itani. Samotné odcitani
provede tfida OpSub (obdoba t¥idy OpAdd), kterda opét obsahuje statickou metodu apply
provadéjici vypocet rozdilu. Globalni operatory pro od¢itani jsou uplné stejné (samoziejmé
az na typ operatoru)

5.5.1 Nasobeni

Zptsobem, kterym je implementovano s¢itani a odcitani, vSak jiz nelze provést nasobeni.
Pro néasobeni matic proto byla implementovana nova tfida ExprProd, kterd je obdobou
tfidy BinaryOp. TTida ExprProd sama provadi vypocet nasobeni aniz by k tomu pouzivala
dalsi t¥idu.

template <class M, class A, class B>
class ExprProd {
A a_;
B b_;
public:
ExprProd(const A% a, const B& b) : a_(a), b_(b) {}

M operator[] (int n) const {

}
};

Sablonové typy A a B jsou typy nasobenych objekti (mohou byt tedy typu Expr a ConstRef,
kterda odkazuje na tfidu PolBase). Samotny vypocet ndsobeni je proveden v pfetizené
indexnim operatoru. Operator tedy vraci ¢asteény vysledek nasobeni — tedy konstantni
matici odpovidajici indexu n (coz je matice u n-té mocniny polynomialni matice, kterd je
vysledkem vyrazu). Algoritmu nésobeni je v principu konvoluce vektortt matic. Volanim
indexniho operatoru se vSak nepocita kompletni konvoluce, ale pouze jeji vysledek na n-té
pozici. K nasobeni matic pfi vypoctu konvoluce lze pouzit nekolik zplisobi — klasické a
blokové nasobeni matic knihovny uBLAS nebo lze za pomoci napojeni uBLASu na LAPack
a Atlas vyuzit nasobeni za pomoci knihovny BLAS, kterou tyto knihovny obsahuji.

Dale je samoziejmé tfeba pretizit operator nasobeni formou globalnich operatorovych
funkci. Operatory se velmi podobaji operatorim pro sc¢itani a odcitani. Rozdil je v tom,
ze vraci objekt typu Expr, ktery méa jeden Sablonovy typ ExprProd.

5.5.2 Nasobeni skalarem

Pro nasobeni skalarem bylo tfeba nejprve definovat t¥idu reprezentujici skalar:

template <class T>
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class Scalar {
T t_;
public:
explicit Scalar(const T& t) : t_(t) {}

T operator[]( int n ) const { return t_; }

};

Déle je tfeba nadefinovat t¥idu provadéjici samotné nasobeni skaldrem (obdoba t¥id OpAdd,
OpSub):

template<class T1, class T2>
class OpMulScalar {
public:
static inline typename PromoteTraits<T1l, T2>::T_promote
apply(const T1& a, const T2& b) {
return a * b;
b
s

U statické funkce apply je tfeba urcit navratovy typ. Typy T1 a T2 reprezentuji skalar a
matici (maticovy koeficient) nebo naopak. Navratovy typ je vzdy matice. Pro rozliSeni, zda
je to typ T1 nebo T2, slouzi t¥ida tfida PromoteTraits<T1, T2> (vyuziva techniku Traits
popsanou v kapitole 4). Pro nasobeni skalarem je jesté tfeba pretizit globalni operatorové
funkce.

5.5.3 Unarni operace

Daéle ma trida PolBase definovan unarni operator minus a operatory transpozice a kon-
jugované transpozice. Pro implementaci unarnich operatort je tfeba implementovat tiidu
Unary0Op, kterd ma obdobny vyznam, jako méla tfida BinaryOp:

template <class M, class A, class Op>
class UnaryOp {

A a_;
public:

UnaryOp( const A& a ) : a_(a) {}

M operator[]( int n ) const {
return Op::apply( a_[n] );
}
I

Pro unarni minus se dale musi implementovat tfida OpUnaryMinus aplikujici samotny ope-
rator:
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template <class M>
class OpUnaryMinus {

public:
static inline M apply( const M& a ) {
return -a;
}
+;

a nakonec je samoziejmé tfeba pretizit operdtor minus pro tfidu PolBase a tfidu Expr.
Obdobnym zptisobem, jako je implementovan operator unarni minus, je implementovana
transpozice a konjugovana transpozice polynomialni matice. Pro tyto operace vsak neni de-
finovan zadny operator, ale funkce — transpose pro transpozici matice a conjTransposeC,
conjTransposeD pro transpozici spojité a diskrétni konjugované transpozice. Pro kon-
jugovanou transpozici jsou tedy definovany funkce zvIast pro spojity a diskrétni pti-
pad, coZ je zptisobeno odlisnou definici (a tedy i vypoctem) konjugované transpozice pro
oba piipady. V hlavickové souboru polmatrix.h je potom implementovana inline funkce
conjTranspose, kterd sjednocuje oba piipady do volani jedné funkce.

Nakonec jednoduchy priklad toho, co jsme schopni s knihovnou PolPack++ pocitat bez
pouziti odkladacich objektl a v jednom itera¢nim cyklu:

PolMatrix<double> A(2,2,2), B(1,2,2), C(3,2,2), D(1,2,2), E(2,2,2), X

X =2.0 x A + traspose(B) * (C + conjTranpose(D)) - E;

5.6 Trida XABsolver

Tfida XABsolver<T> fe$i linedrni polynomyalni matici X (s)A(s) = B(s). Definovana je v
hlavickové souboru xab.h. Sablonovy typ T je typ dat polynomialnich matic, pro nez se
fesi rovnice (nebo-li jinak PolMatrix<T>: :value_type).

Algoritmus FeSeni rovnice X (s)A(s) = B(s)

Necht
A = Ag+Ais+--+ Ay s (5.2)
B = By+Bis+--+ Bys® :
X = Xo+Xis+-+ Xgs (5.4)

Potom mizeme rovnici A(s)X (s) = B(s) pfepsat do soustavy rovnic

[ Xo X1 ... Xg]A;=[By Bi ... By, 0 ... ], (5.5)

b

kde matice Ay je blokova sylvestrova matice polynomialni matice A(s) a méa tvar



5.6 Trida XABsolver 39

Ay Ay -+ Ay, O 0 0
0 Ay A1 -~ Ay O ... 0

AS — 0 0 AQ Al cee Ada . 0 . (56)
0 0 0 0 A A ... A

Matice A; ma k + 1 blokovych fadkt. Nyni je jesté t¥eba urcit stupenl £ matice X (s). Jeho
minimum je dano vztahem

k = max (miax(degq B(s) — deg,, A(s)), o) , (5.7)

kde deg, A(s) a deg,, B(s) jsou i-té sloupcové stupné matice A a B. Horni odhad stupné
ur¢ime s vyuzitim lemma 4.1 v [5]. Rovnici X A = B pfepiseme do tvaru

[AT BT ] {)f} =0, (5.8)
Oznadme
X = {X[T] = 0. (5.9)

X je nulovy prostor (null space) slozené matice [ A7 —BT |. Jeho maximélni stupeii je
dle uvedeného lemma

d=> deg,[ AT —B" |- mindeg,[ A" —B"]. (5.10)
Z toho potom plyne, Ze maximalni stupen je také roven d. Algoritmus hledajici feSeni s
minimalnim stupném bude nésledujici:
Vstup: Polynomialni matice A(s) rozméru m x n a B(s) rozméru k X n.
Vystup: matice X rozméru k x m.

Krok 1 Test moznosti existence feSeni — necht r; = rank A(s) a necht

ry = rank [ ggi; } . (5.11)

Jestlize r1 # r2, feSeni nemize existovat — ukonci algoritmus.

Krok 2 Necht mindeg je minimalni stupeinl matice X (s) vypocteny dlel5.7/a necht mazdeg
je maximalni stupenl matice X (s) vypocteny dle 5.10.

Krok 3 Nalezni minimélni stupeti d matice X (s) na intervalu (mindeg, maxdeg) pro ktery
je Tesitélna soustava 5.5.
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Krok 4 Res soustavu 5.5 pro nalezené d.

Poznamka 1. Miniméalni stupen d na se nejcastéji hledd binarnim pilenim intervalu.
Nalezneme-li néjaké feSeni stupné d € (mindeg, mazdeg), potom uréité existuji Feseni
stupné ci, ...,maxdeg a déle zkousime hledat feseni na intervalu (mindeg, a?} Vybereme
stupen uprostied tohoto intervalu a pokud existuje Teseni tohoto stupné, pokracujeme
hledanim v dolni ¢asti intervalu, pokud neexistuje pokracujeme v hledani reseni v horni
casti.

5.6.1 Privatni proménné tiidy XABsolver

PolMatrix<T>* A_, B_— proménné A_ a B_ jsou ukazatele na objekt typy PolMatrix<T>.
Tyto ukazatele odkazuji na polynomialni matice definujici feSenou rovnici. Ukazatele jsou
pouzity, aby nebyly vytvareny kopie objektii.

5.6.2 Konstruktory tridy XABsolver
XABsolver () — implicitni konstruktor
XABsolver (PolMatrix<T>& A, PolMatrix<T>& B) — konstruktor ukladda do privat-

nich parametrd A_ a B_ adresy polynomidlnich matic A a B (matic, pro néz se fesi
rovnice).

5.6.3 Verejné metody tiidy XABsolver

void setA(PolMatrix<T>& A) — metoda uklddd do privatniho parametru A_ adresu
polynomialni matice A.

void setB(PolMatrix<T>& B) — metoda uklada do privatniho parametru B_ adresu
polynomialni matice B.

bool solutionTest() — metoda testuje moznost existence feseni polynomidlni rov-
nice. Provadi vypocet hodnosti matice A a pokud matice A neméa plnou fadkovou hodnost
i matice slozené z A a B. ReSeni mtize existovat pouze pii rovnosti téchto hodnosti.

size type lowerBound() — metoda pocitd dolni odhad stupné feseni polynomialni
matice.
size_type upperBound() — metoda pocitda horni odhad stupné feSeni polynomidlni
matice.
bool solve(PolMatrix<T>& X, int deg = -1) — metoda pokousejici se TesSit poly-

nomialni rovnici. Vraci true v pripadé nalezeni feseni. Reseni je ulozeno v proménné X.
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Proménnd deg udava stupen hledaného feseni. Je-li mensi nez 0 (implicitni piipad), hleda
se TeSeni s minimalnim stupném.

5.7 Trida AXBsolver

Tfida AXBsolver<T> fesi linearni polynomialni matici A(s)X(s) = B(s). Definovana je v
hlavi¢kové souboru axb.h. Sablonovy typ T je typ dat polynomialnich matic, pro néz se
fesi rovnice.
Algoritmus FeSeni rovnice A(s)X(s) = B(s)
Rovnici lze transpozici prevést na tvar

X(s)TA(s)" = B(s)". (5.12)
Tuto tlohu vsak fesi tiida XABsolver<T> popsand v predchazejicim odstavci (5.6) a proto

je tato tfida pro Teseni rovnice pouzita.

5.7.1 Privatni proménné tridy AXBsolver

PolMatrix<T> A_, B_ — proménné obsahuji transponované kopie matic, pro néz se fesi
rovnice.

XABsolver<T> solver_ — objekt, ktery provadi feseni rovnice pro A_a B_.

5.7.2 Konstruktory tridy AXBsolver

AXBsolver () — implicitni konstruktor

AXBsolver(const PolMatrix<T>& A, const PolMatrix<T>& B) — konstruktor pro-
vede pfifazeni transponovanych matic A a B do privatnich proménnych A_ a B_. Dale
provede inicializaci privatniho objektu solver._.

5.7.3 Verejné metody tiidy AXBsolver

void setA(const PolMatrix<T>& A) — metoda pfifadi privatni proménné A_ transpozici
polynomialni matici A a zaroven je provedena inicializace objektu solver._.

void setB(const PolMatrix<T>& B) — metoda pfifadi privatni proménné B_ trans-
pozici polynomialni matici B a zaroven je provedena inicializace objektu solver._.

bool solutionTest() — metoda provadi test moznosti FeSeni (vold funkci
solver_.solutionTest())
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size type lowerBound() — metoda pocitd dolni odhad stupné feSeni (volda funkci
solver_.lowerBound()).

size_type upperBound() — metoda pocitd horni odhad stupné feseni (vola funkci
solver_.upperBound()).

bool solve(PolMatrix<T>& X, int deg = -1) — metoda pokousejici se fesit polynomi-
alni rovnici. Vraci true v ptfipadé nalezeni feSeni. Vola metodu solve (PolMatrix<T>&X,
int deg) objektu solver..

5.7.4 Priklad vypoctu

Hledame feseni polynomialni rovnice

_Q_ _ A4 _ 02 _ B2
8§—T7s 3 25] :[ 44 — 625 — 95 33 — 58s — 50s (5.13)

3+4s 4+ 6s 37 +59s + 10s®> 3 + 18s + 1452

Reseni x nalezne nasledujici program:

#include "axb.h"
using namespace polpack;

int main(int argc, char *argv[]) {

PolMatrix<double> A(2,2,2), B(3,2,2), X;
PolMatrix<double>: :storage_matrix a0(2,2), al(2,2),

b0(2,2), b1(2,2), b2(2,2);
\\inicializace matic
a0(0,0) = -8.0; a0(0,1)

3.0; a0(1,0) = 3.0; a0(1,1) = 4.0;

a1(0,0) = -7.0; a1(0,1) = -2.0; a1(1,0) = 4.0; a1(1,1) = 6.0;
b0(0,0) = -44.0; b0(0,1) = 33.0; b0(1,0) = 37.0; b0(1,1) = 3.0;
b1(0,0) = -62.0; b1(0,1) = -58.0; b1(1,0) = 59.0; bi1(1,1) = 18.0;
b2(0,0) = -9.0; b2(0,1) = -50.0; b2(1,0) = 10.0; b2(1,1) = 14.0;
A[0] = a0; A[1] = al;

B[0] b0; BI[1] bl; B[2] = b2;

cout << A << endl << B << endl;

AXBsolver<double> solver;
solver.setA(A); solver.setB(B); //inicializace solveru

if (solver.solve(X)) //pokus o hledani reseni s min. stupnem
cout << "solution is:" << endl << X;



5.8 Trida AXBYCsolver 43

else
cout << "no solution found";

return O;

}
Vystup programu je nasledujici:

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 2
-8 - Ts 3 - 2s
3 + 4s 4 + 6s

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 3
-44 - 62s - 9872 33 - 58s - 50872
37 + 59s + 10872 3 + 18s + 14872

solution is:

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 1
7+ 1s -3 + 8s

4 + 1s 3 - 3s

5.8 Trida AXBYCsolver

Tiida AXBYCsolver<T> fesi linearni rovnici A(s)X (s) + B(s)Y (s) = C(s), kde A(s), B(s)
a C(s) jsou znamé polynomidlni matice a X (s) a Y'(s) jsou hledané polynomialni matice.
T¥ida je definovana v hlavickovém souboru axbyc.h. Sablonovy typ T je typ dat polyno-
mialnich matic, pro néz se resi rovnice.

Algoritmus FeSeni rovnice A(s)X(s) + B(s)Y(s) = C(s)

Resenou rovnici mtzeme prepsat do maticového tvaru

[ A B}“ﬁ]:a (5.14)
jehoz transpozici ziskame tvar
AT
[ XT YT ] lBT} =7, (5.15)
Oznacme
AT
AS:[BT},Bs:OT,XS:[XT Y. (5.16)

Nyni sta¢i vyfesit rovnice X (s)As(s) = Bs(s) a vysledné feseni X (s) a Y (s) ziskdme z
matice X,(s). K TeSeni této rovnice lze tedy pouzit t¥idu XABsolver<T>.
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5.8.1 Privatni proménné tiFidy AXBYCsolver

XABsolver<T> solver_ — objekt pouzity k feseni rovnice.

bool issolver — proménna fikajici, zda je inicializovan objekt solver_. Iniciali-
zace se provadi privatni metodou make_solver().

PolMatrix<T> *A_, *B_, *C_ — odkazy na objekty polynomidlnich matic, pro néz
se Tesi rovnice.

PolMatrix<T> As_, Bs_, Xs_ — tyto objekty se pfedavaji objektu solver_. Odpovi-
daji maticim v 5.16.

5.8.2 Privatni metody tridy AXBYCsolver

void make solver() — sestavi polynomialni matice As a Bs a provede inicializaci ob-
jektu solver_ (volda metody solver_.setA(As) a solver_.setA(Bs)). Hodnota proménné
issolver je nastavena na hodnotu true.

5.8.3 Konstruktory tridy AXBYCsolver
AXBYCsolver () — implicitni konstruktor.

AXBYCsolver(const PolMatrix<T>& A, const PolMatrix<T>& B, const
PolMatrix<T>& C) — konstuktor prifadi soukromym parametrim A, B_ a C_ adresy
objektt A, B a C a vola metodu make solver()

5.8.4 Verejné metody tiridy AXBYCsolver

void setA(const PolMatrix<T>& A) — metoda ukladd do privatniho parametru A_
adresu polynomialni matice A. Hodnota proménné issolver je nastavena na false.

void setB(const PolMatrix<T>& B) — metoda ukladd do privatniho parametru B_
adresu polynomialni matice B. Hodnota proménné issolver je nastavena na false.

void setC(const PolMatrix<T>& C) — metoda ukladda do privatniho parametru C_
adresu polynomialni matice C. Hodnota proménné issolver je nastavena na false.

bool solutionTest() — v pripadé, Ze neni inicializovany objekt solver_, je pro-
vedena jeho inicializace a nésledné test moznosti existence FeSeni (provede volani

solver_.solutionTest ().

size type lowerBound() — vraci horni odhad stupné feseni.



5.9 Trida XAYBCsolver 45

size type upperBound() — vraci dolni odhad stupné feseni.

bool solve(PolMatrix<T>& X, PolMatrix<T>& Y, int deg = -1) — pokousi se
fesit rovnici. Hleda feseni se stupném deg. V pripad€ Ze deg je mensi nez nula, hleda
feSeni s minimalnim stupném. Pokud nalezne feSeni, vraci true a vysledek uklada do X a
Y.

5.9 Trida XAYBCsolver

Tiida AXBYCsolver<T> fesi linedrni rovnici X (s)A(s) + Y (s)B(s) = C(s), kde A(s), B(s)
a C(s) jsou znamé polynomialni matice a X (s) a Y'(s) jsou hledané polynomialni matice.
T¥ida je definovand hlavickové souboru xaybc . h. Sablonovy typ T je typ dat polynomialnich
matic, pro néz se resi rovnice.

Algoritmus FeSeni rovnice X (s)A(s) + Y (s)B(s) = C(s)

Rovnici mtzeme upravit do maticového tvaru

[ X Y][é]z(] (5.17)
e A, = {é},BS:C,XS:[X Y. (5.18)

Nyni sta¢i vyfesit rovnice X (s)As(s) = Bs(s) a vysledné feSeni X (s) a Y (s) ziskdme z
matice X;(s). K feSeni této rovnice lze tedy pouzit t¥idu XABsolver<T>.

5.9.1 Privatni proménné tridy XAYBCsolver
XABsolver<T> solver_ — objekt pouzity k feseni rovnice.

bool issolver — proménna fikajici, zda je inicializovdn objekt solver_. Iniciali-
zace se provadi privatni metodou make_solver().

PolMatrix<T> *A_, *B_, *C_ — odkazy na objekty polynomialnich matic, pro néz
se Tesi rovnice.

PolMatrix<T> As_, Bs_, Xs_ — tyto objekty se predavaji objektu solver_. Odpovi-
daji maticim v 5.18.
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5.9.2 Privatni metody tridy AXBYCsolver

void make solver () — provadi inicializaci privatniho objektu solver_. Sestavuje slozené
polynomialni matice a proménnou issolver nastavuje na hodnotu true.

5.9.3 Konstruktory tridy XAYBCsolver

AXBYCsolver () — implicitni konstruktor.

AXBYCsolver (const PolMatrix<T>& A, const PolMatrix<T>& B, const
PolMatrix<T>& C) — konstuktor prifadi soukromym parametrim A, B_ a C_ adresy
objekti A, B a C a vola metodu make solver().

5.9.4 Verejné metody tridy XAYBCsolver

void setA(const PolMatrix<T>& A) — metoda ukladda do privatniho parametru A_
adresu polynomialni matice A. Hodnota proménné issolver je nastavena na false.

void setB(const PolMatrix<T>& B) — metoda ukladd do privatniho parametru B_
adresu polynomialni matice B. Hodnota proménné issolver je nastavena na false.

void setC(const PolMatrix<T>& C) — metoda ukladd do privatniho parametru C_
adresu polynomialni matice C. Hodnota proménné issolver je nastavena na false.

bool solutionTest() — v pripadé, Ze neni inicializovany objekt solver_, je pro-
vedena jeho inicializace a néasledné test moznosti existence TeSeni (provede volani
solver_.solutionTest ().

size_type lowerBound() — vraci horni odhad stupné reseni.
size_type upperBound() — vraci dolni odhad stupné feseni.

bool solve(PolMatrix<T>& X, PolMatrix<T>& Y, int deg = -1) — pokousi se
fesit rovnici. Hled4 feSeni se stupném deg. V pripad€ Ze deg je mensi nez nula, hleda
feSeni s minimalnim stupném. Pokud nalezne Teseni, vraci true a vysledek uklada do X a
Y.

5.9.5 Priklad vypoctu

Priklad ukéaZe nalezeni feseni rovnice
X(8)(=1+38)+Y(s)(=4+s) = —1—2s*+10s" (5.19)

Rovnici tesi nasledujici program:
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#include "xaybc.h"
using namespace polpack;

int main(int argc, char *argv[]) {
PolMatrix<double> A(1,1,1), B(1,1,1), C(3,1,1), X, Y;

A(0) = -1.0; A(1) = 1.0; //inicializace polynomu
B(0) = -4.0; B(1) = 1.0;
C(0) = -1.0; C(1) = 0.0; C(2) = -2.0; C(3) = -10.0;

cout << A << endl << B << endl << C << endl;

XAYBCsolver<double> solver;
solver.setA(A); solver.setB(B); solver.setC(C);

if (solver.solve(X,Y)) //hledani reseni
cout << "solution is:" << endl << "X:" << endl
<< X << endl << "Y:" << endl <K Y;

else
cout << "no solution found";

return O;

}
Vystup programu je nasledujici:

Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 1
-1 + s

Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 1
-4 + s

Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 3
-1 - 2872 - 10873

solution is:

X:

Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 2
-1.02778 - 3.79861s - 13.0069s72

Y:
Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 2
0.506944 + 0.819444s + 3.00694s72
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5.10 T¥ida TRIsolver

Ttida TRIsolver<T> provadi prevod polynomialni matice na horni nebo dolni trojuhelniko-
vou polynomialni matici. Na trojuihelnikovy tvar miizeme prevést libovolnou polynomialni
matici. To znamen4, Ze pro kazdou polynomidlni matici A(s) existuji unimodulérni matice
U.(s) a U,(s), které redukuji matici A(s) na dolni (7,(s)) resp. horni (7, (s)) trojihelnikovy
tvar:
A(s)Uc(s) = Tu(s) (5.20)
U (s)A(s) = T.(s) (5.21)

Algoritmus

Algoritmus vyuziva sylvestrovsky pfistup a je podrobné popsan v [5].

5.10.1 Privatni proménné tiidy TRIsolver

bool Umatrix — proménnd fikajici, zda se bude pocitat redukéni matice Ul(s)

PolMatrix<T> A_ — objekt, pro ktery se hleda trojihelnikovy tvar.

5.10.2 Konstruktory tifidy TRIsolver

TRIsolver () — implicitni konstruktor.

TRIsolver(PolMatrix<T>& A) — konstruktor ukldda kopii objektu A do privatni
proménné A_.

5.10.3 Verejné metody tridy TRIsolver

size_type maxDeg() — pocitd maximalni stupen unimodularni redukéni matice U (s).

bool solve(PolMatrix<T>& T, char type = ’c’, typename traitl<T>::tl_type
tol = global<typename traitl<T>::tl_type>::zeroing) — metoda provadi pfevod
polynomiadlni matice A_ na trojuhelnikovy tvar. Pocita se takovy tvar, ktery vznikne
redukci matice U(s) s minimalnim stupném. Redukéni matice U(s) neni pocitana.
Vysledny trojuhelnikovy tvar je ulozen v proménné T. Proménnd type miize nabyvat
hodnot ’c’ a ’>r’ pro vypocet horni a dolni rojihelnikovou matici.

bool solve(PolMatrix<T>& T, int deg, char type = ’c’, typename
traitl<T>::tl_type tol = global<typename traitl<T>::tl_type>::zeroing) -
tato metoda ma tplné stejnou funkci jako predchézejici, pouze zde pfibyla proménna deg,
kterd definuje stuper redukéni matice U(s).
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bool solve(PolMatrix<T>& T, PolMatrix<T>& U, char type = ’c’, typename
traitl<T>::tl_type = global<typename traitl<T>::tl_type>::zeroing) — tato
metoda pocita trojuhelnikovy tvar matice A_ a redukéni matici s minimalnim stupném.
Vysledny trojuhelnikovy tvar je ulozen v T, redukéni matice v U.

bool solve(PolMatrix<T>& T, PolMatrix<T>& U, int deg, char type = ’c’,
typename traitl<T>::tl type = global<typename traitl<T>::tl_type>::zeroing)
— tato metoda ma stejny vyznam jako predchazejici. Rozdil je v tom, Zze hled4 redukéni
matici stupné deg. Samotny vypocet probihd pouze v této metodé. Ostatni pouze metody
nastavuji hodnotu proménné Umatrix a volaji tuto metodu.

5.10.4 Priklad vypoctu

Pro polynomialni matici
7T4+3s —2—3s

1_92s _3 (5.22)

nalezneme horni a dolni trojuhelnikovy tvar matice. Vypocet provede nasledujici program:
#include "tri.h"

using namespace polpack;

int main(int argc, char xargv[]) {

PolMatrix<double> A(1,2,2), T, U; //vytvoreni pol. matic
PolMatrix<double>: :storage_matrix a0(2,2), al(2,2);

a0(0,0) 7.0; a0(0,1)
al(0,0) = 3.0; a1(0,1)

-2.0; a0(1,0)
-3.0; a1(1,0)

1.0; a0(1,1) = -3.0;
-2.0; al(1,1) = 0.0;

A[0] = a0; A[1] = al; //naplneni matice daty
cout << A << endl;

TRIsolver<double> solver;
solver.setA(A);

solver.solve(T,U); //nalezeni trojuhelnikove a matice
cout << "T:" << endl << T<< endl;
cout << "U:" << endl << U << endl;

solver.solve(T,’r’);
cout << "T:" << endl << T << endl;
return O;
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}

A zde je vystup programu:

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 1

7 + 3s -2 - 3s

1 - 2s -3

T:

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 2
-5.39429 0

-0.44066 + 0.790149s - 0.82064s"2  -2.25489 - 1.18678s - 0.712069s"2

U:

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 1
-0.805345 + 0.41027s  0.237356 + 0.356034s
-0.121561 + 0.41027s  0.830747 + 0.356034s

T:

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 2

-6.30502 2.69626 + 1.10676s - 0.671123s72
0 -2.39377 - 1.25988s - 0.755929s72
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Numerické algoritmy pro
polynomialni matice
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tice. Konkrétné se jedna o vypocet determinantu, hodnosti a kofentl polynomialni matice.
Vsechny algoritmy byly pouzity v knihovné PolPack++.

6.1 Determinant polynomialni matice

6.1.1 Definice determinantu

Necht m = (j1,J2, - - ., jn) je pofadi. Uspofadand dvojice (ji, jx) je inverze v potadi , jestlize
1 < k a j, < j;. Jeli ¢islo p pocet vSech inverzi v poradi 7, potom
sgnm = (—1)7. (6.1)
Potom determinantem ¢&tvercové matice A(s) = [a;x(s)] velikosti n je polynom, ktery je
souc¢tem vsech soucini tvaru
SEN Q1 j, A2jy - - - Oy, s (6.2)
kde s¢itdme pres vSechna mozna pofadi m = (j1, ja, . - . , Jn) PFirozenych ¢isel 1,2,... n.

6.1.2 Popis algoritmu

Pro vypocet byl pouzit interpola¢ni algoritmus, ktery je podrobné popsan v [7]:
Vstup: Ctvercova polynomidlni matice A(s) stupné d a velikost n.

Vystup: Polynom p(s) — determinant matice A(s).

Krok 1 Vypocti horni odhad stupné determinantu N:

N = min <Z deg,. P(s), Z deg,, P(s)) , (6.3)
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kde deg,. P(s) a deg,, P(s) jsou i-té sloupcové a fadkové stupné matice A(s).

Krok 2 S vyuzitim FFT algoritmu proved vypocet hodnot polynomialni matice v mi-
nimélné N + 1 bodech. Vypoc¢tem ziskdme mnozinu konstantnich matic {Yy|k =
0,1,...,N}

Krok 3 Vypocti vektor z = [z, 21, . .., zn], kde z; = det(Y;),i =0,1,..., N.
Krok 4 Proved vypocet inverzni diskrétni Furierovy transformace na vektoru z. Ziskame

vektor koeficient® p = [po, p1, - - ., pnv] determinantu p(s) = pg + p1s + -+ + pys?.

6.1.3 Implementace

Vypocet determinantu provadi metoda det tfidy PolMatrix<T>. Hlavicka metody je:

PolMatrix PolMatrix::det(precision tol =
global<precision>::zeroing)

Vypocet hodnot polynomialni matice provadi metoda
void PolMatrix::values(int n, std::complex<precision>* out

Pro vypocet determinantu se vola funkce T det(T* A, int n) definovana v hlavickovém
souboru linalg.h. Tato funkce pouzivd pro vypocet determinantu LU rozklad matice.

7t NIV

zeroing(precision tol) a clearing()).

6.2 Hodnost polynomialni matice

6.2.1 Definice hodnosti

Existuje nékolik definic hodnosti polynomialni matice, které jsou ekvivalentni:
1. pocet linedrné nezavislych sloupci (resp. fadki) polynomidlni matice

2. pocet nenulovych sloupct (resp. fadki) sloupcové (resp. fadkové)Hermitovské formy
polynomialni matice.

3. pocet invariantnich polynomi Smithovy formy polynomialni matice

4. rozdil mezi poctem sloupcii (resp. fadkt) a dimenzi pravého (resp. levého) nulového
prostoru polynomialni matice

5. ¢islo

max rank A(\) (6.4)
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6.2.2 Popis algoritmu

K vypoctu hodnosti je pouzit interpola¢ni algoritmus, ktery je podrobné popséan v [5] nebo
[6]:

Vstup: Polynomialni matice A(s).

Vystup: Hodnost 7.

Krok 1 Vyber ¢islo zp € C. Necht i =0 a r = 0.

Krok 2 Nechf r = max (r, rank A(z;)). Pokud r = min(m,n), vrat r a skon¢i algoritmus.

Krok 3 Necht i = i + 1. Jestlize ¢ > k, kde k je definovano v (6.5), vrat r a skondci
algoritmus.

Krok 4 Vyber z; rozdilné od zy, 21, . . ., 2z;_1. Pokracuj krokem 2.

Pozndamka 1. Polynomialni matice ztraci svoji hodnost v komplexnim bodech, kterych muze

byt maximalné
k = min (Z degrow; A, Z deg col; A) (6.5)
i=1 j=1
Pro ovéfeni, ze matice nema plnou hodnost je proto potieba vypocitat hodnost polynomi-
alni matice v miniméalné k£ + 1 bodech.

6.2.3 Implementace

Vypocet hodnosti provadi metoda rank tiidy PolMatrix<T>. Metoda ma nasledujici hla-
vicku:

size_type PolMatrix<T>::rank(precision eps =
global<precision>: :eps)

Metoda provede vypocet hodnot polynomidlni matice v k + 1 bodech (body z;) za po-
moci metody PolMatrix<T>::values(std::complex<precision> *val), kterd pocita
hodnoty polynomialni matice na jednotkové kruznici komplexni roviny s vyuzitim FFT
algoritmu. Tim ziskdme mnozinu konstantnich matic, u kterych je postupné pocitana hod-
nost. Vypocet hodnosti jednotlivych matic provadi funkce rank(T1* val,T2 eps) defi-
novana v hlavickovém souboru linalg.h. Funkce pocita hodnost jako pocet singularnich
C¢isel, které jsou vétsi nez eps.
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6.3 Koreny polynomalni matice

6.3.1 Definice kofenu

Kofeny polynomidlni matice (nebo také nuly polynomidlni matice, angl. roots) jsou defi-
novany jako body komplexni roviny, ve kterych dochazi ke snizeni hodnosti polynomialni
matice. Definice hodnosti je uvedena v odstavci 6.2.1. Maximalni pocet kofenti polynomi-
alni matice je dan vztahem (6.5).

6.3.2 Algoritmus vypoctu korenu

Pro vypocet kofenti polynomialni matice byly implementovany dva riizné algoritmy. Prvni
algoritmus pocita koreny jako kofeny determinantu, druhy algoritmus sestavuje specialni
matici (companion matrix), jejiz vlastni ¢isla jsou pravé rovna kofentim polynomialni ma-
tice.

Algoritmus 1 - vypocet kofenti pomoci determinantu

Vstup: Polynomiélni matice A(s) rozméru m x n.
Vystup: Komplexni vektor kofent v.
Krok 1 Vypo¢ti r = rank(A(s)) (hodnost polynomidlni matice).

Krok 2 Pokud r = m a m = n (matice je ¢tvercovd a ma plnou hodnost), vypocti
d = det(A(s)) (determinant polynomialni matice). V pfipadé, ze m # n (obdélnikova
matice) nebo m = n a r # m (Ctvercovd matice s sniZenou hodnosti), pokracuj
krokem 4.

Krok 3 Vypocitej komplexni vektor kofentt v polynomu d. Vrat v a ukonéi algoritmus.

Krok 4 Nechf A;(s) = X;A(s)Y1, kde X; € R™™ a Y; € R™" jsou ndhodné redlné

matice.
Krok 5 Necht d; = det(A;).
Krok 6 Vypocti vektor kofentt v = (uy, ..., u,) polynomu dj.
Krok 7 Nechf As(s) = XyA(s)Ys, kde Xy € R™™ a Yy € R™".

Krok 8 Proi =1,...,n proved: vypoéti ¢; = A(v;), pokud abs(c¢;) < tol, pak v; je kofen
matice A(s). Parametr tol je redlnd konstanta blizka nule.

Pozndmka 1. Vipocet kofentt polynomu p(s) = ag+a1s+ - - - +aps® se provede sestavenim
companion matice K a vypocétem jejich vlastnich ¢isel. Matice K ma charakteristicky
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polynom roven polynomu p(s) proto jeji vlastni ¢isla jsou rovna kofentim polynomu p(s).
Matice K ma nasledujici tvar:

1 0 0
0 1 0
K= : : : . (6.6)
0 o --- 1
% _a ., _%=1
ag ag ag

Poznamka 2. V kroku 4 a 6 algoritmu se provadi redukce polynomialni matice na ¢tvercovou
matici plné hodnosti. Touto redukci se do polynomialni matice zanasi dalsi nové kofeny.
Proto se redukce provedi dvakrat a jako koreny vybereme ty, které jsou shodné pro obé
redukované matice.

Algoritmus 2 - vypocet kofent pomoci vlastnich ¢isel companion matice

krok 1 Sestav blokovou companion matici

1 0 0
0 I 0
K = : : : , (6.7)
0 0 I
—Ap At —AA o A AT

kde koeficienty A; jsou maticové koeficienty polynomialni matice A(z) u i-té mocniny.
krok 2 Vypocti vlastni ¢isla matice K. Ta jsou rovna kofeniim polynomialni matice.

Pozndmka 3. Tento algoritmus se da pouzit pouze pro ¢tvercové polynomialni matice.
Pozndmka 4. V piipadé, ze maticovy koeficient Ay je singularni, je tfeba pocitat zobecnéna
vlastni ¢isla.

6.3.3 Implementace
Vypocet kofent provadi metoda roots tiidy PolMatrix<T>. Metoda méa nésleduji hlavicku:

void PolMatrix<T>::roots(ublas::vector<std::complex<precision> &r,
char method = ’4d’,
precisin tol = global<precision>::zeroing)

Metoda méa tii parametry — r je komplexni vektor knihovny Ublas, ve kterém jsou po
provedeni vypoctu ulozeny kofeny polynomialni matice, parametr method urcuje algoritmus
vypoctu kofenti (method musi byt ’d’ pro vypocet pomoci determinantu resp. ’e’ pro
vypocet pomoci vlastnich ¢isel). Vyznam parametru tol je ziejmy z kroku 8 algoritmu
vypoctu pomoci determinantu. Vypocet vlastnich ¢isel provadi funkce
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void eig(ublas::matrix<T, ublas::column_major> M,
ublas: :vector<std::complex<typename traitl<T>::tl_type> >& values)

a vypocet zobecnénych vlastnich ¢isel funkce

void geig(ublas::matrix<T, ublas::column_major> A,
ublas::matrix<T, ublas::column_major> B,
ublas::vector<std::complex<T> >& alpha,
ublas: :vector<T>& beta )

Obé funkce jsou definovany v souboru linalg.h.
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Numerické experimenty

V této kapitole jsou ukazany rychlosti vypoctu vybranych algoritmt knihovny PolPack+-+
a jsou srovnany s rychlosti stejnych algoritmi komer¢niho produktu Polynomial Toolbox 3
pro Matlab od firmy Polyx Ltd. Méreni rychlosti bylo provedeno na pocitaci s procesorem
AMD Duron s taktovaci frekvenci 1,2GHz a paméti RAM o velikosti 512MB. Procesor byl
vybaven pameéti L1 cache o velikosti 128KB, ktera je rozdélena na ptil pro data a instrukce
a L2 cache o velikosti 64KB. PolPack++ byl zkompilovan preklada¢em GCC (G++) verze
3.2.0 a spustén v operacnim systému RedHat Linux 9. Polynomial Toolbox byl spustén v
Matlabu verze 6.5.0 pod opera¢ni systémem Windows XP.

7.1 Nasobeni polynomialnich matic

Vysledné rychlosti nasobeni ukazuji grafy na obrazcich 7.1, 7.2 a [7.4. Nasobeny byly pouze
¢tvercové jednostranné polynomialni matice.

Graf na obrazku 7.1 znazornuje nasobeni polynomialni matic stupné 10 a velikost se
meéni od 10 x 10 po 200 x 200. Nejrychlejsi ve vSech pripadech je nasobi s vyuzitim knihovny
Atlas. Nasobeni s vyuzitim blokového algoritmu knihovny uBLAS je pfiblizné stejné s
rychlosti Polynomial Toolboxu. Pro matice do velikosti priblizné 120 x 120 je nasobeni
blokovym algoritmem pomalejsi nez pii pouziti klasického algoritmu uBLASu.

Graf na obrazku 7.2 znazornuje nasobeni polynomialni matic o velikosti 10 x 10 a stupné
v intervalu 10-300. Z obrazku je vidét, jak je blokové nasobeni nevhodné pro matice malych
rozmeérd.

Graf na obrazku 7.2/ znazornuje nasobeni polynomialni matic stupné pohybujiciho se v
intervalu 10-100 a velikosti v rozmezi 10 x 10 stupné 100 x 100.

7.2 Vypocet determinantu polynomialni matice

Graf na obrazku 7.2 srovnava vypocetni rychlost determinantu v PolPacku a Polynomial
toolboxu. Stupen i velikost matic se méni v rozsahu 5-50.
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Obréazek 7.4: Srovnani rychlosti vypoctu determinantu polynomialnich matic v PolPacku

a Polynomial toolboxu



Kapitola 8
Zaveér

V této praci byl popsan vyvoj nové numerické knihovny PolPack++ v jazyce C++ pro
pocitani s polynomidlnimi maticemi. Knihovna muze byt sifena pod licenci GPL a je volné
dostupna na servru sourceforge.net.

V PolPacku jsou implementovany sablony tfid pro tvorbu zakladnich typt polynomial-
nich matic, pro zdkladni numerické operace byly pretiZzeny operatory umoznujici prehledny
a jednoduchy zéapis programu. Knihovna umoznuje fesit zakladni problémy teorie Tizeni,
jako je feSeni diofantickych rovnic, provadét testy stability, atd.

Aby bylo dosazeno vysoké vypocetni rychlosti, byly pro navrh pouzity moderni progra-
movaci techniky vyuzivajici vyhod generického programovani pomoci sablon. Knihovna je
postavena tak, aby umoznila jednoduché rozsiteni o dalsi typy polynomialnich matic.

Numerické experimenty dokazuji ze, se podafilo se navrhnou knihovnu, jejiz vypocetni
rychlost je ve srovnani s obdobnymi produkty na vyssi irovni.



Literatura

1]
2]

3]

[13]
[14]

[15]

Veldhuizen, T. Expression Templates, C++ Report, 7(5): 2631, ¢erven 1995.

Veldhuizen, T. Traits: new and useful template technique, C++ Report, 7(5): 2631,
¢ervenec 1995.

Veldhuizen. T Techniques for scientific C++. Technical Report. Indiana univer-
sity, 2000

Furnish. G. Disambiguated Glommable Expression Templates Reintroduced. C++
Report, 6(3):37-46, cerven 2000.

Henrion D. Reliable algorithms for polynomial matrices. Dizerta¢ni prace. Praha: Aka-
demie véd Ceské republiky, tistav teorie informace a automatizace, 1998

Henrion D. and Sebek M. Numerical Method for Polynomial Matriz Rank Evolution.
LAAS-CNRS Research report No. 97356 Proceedings of the IFAC Conference on Sys-
tem Structure and Control, 1998

Hromcik M., Sebek M. New algorithm for polynomial matriz determinant based on
FFT. European Control Conference. ECC ’99. Karlsruhe 1999

INRIA. Scilab. <http://www.inria.scilab.fr>

Waterloo Maple Inc. Maple. <http://www.maplesoft.com/>

Wolfram Research Inc. Mathematica. <http://www.wolfram.com/>
PolyX Ltd. Polynomial Toolbox for Matlab. <http://www.polyx.com>

Padéra M. Polynomial Matrices in Java.
<http://klokan.sh.cvut.cz/ padera/polynomial/index.html>

Halmo L. PolPack++. <http://polpackplusplus.sourceforge.net/>

Anderson E. a kolektiv LAPACK Users’ Guide.
<http://www.netlib.org/lapack/lug/index.html>

GPL licence. <http://www.gnu.org/copyleft/gpl.html>



Priloha A

Priklady z oblasti teorie Fizeni

A.1 Navrh reguliatoru metodou umistovani péli
Predpokladejme linearni systém popsany prenosem

bis) 1
a(s)  s(4+s)

G(s) = (A.1)
Pro tento systém navrhneme spojity zpétnovazebni regulator, ktery zabezpeci, ze poly
zpétnovazebniho systému budou umistény tak, aby w, = 3 rad/s a koeficient tlumeni
¢ = 0.5 a pozorovatel stavu obsazeny v regulatoru méa alespon dvakrat vyssi thlovou
frekvenci vlastnich kmitt a stejné nebo vétsi tlumeni. Kofeny zpétnovazebni smycky potom

budou tedy budou .
S19 = —3e 05 = 15 4+ 259814 (A.2)

Systém je sice druhého fadu a tudiz i pozorovatel by mél byt druhého fadu, protoze ale
informaci o jedné stavové veli¢iné mam bezprostiedné k dispozici z méfeni, mizeme na-
vrhnout pozorovatel pouze 1.radu

S3 = —6 (A3)

Charakteristicky polynom uzaviené smycky potom bude
p(s) = a(s)x(s) + b(s)y(s) = 150 + 855 + 165> + s, (A.4)

kde y(s) a x(s) jsou citatel a jmenovatel hledaného pienosu regulatoru. Pro nalezeni y(s)
a x(s) potfebujeme tedy fesit diofantickou rovnici [A.4.

Rovnici |A.4l fesi nasledujici program:

#include <iostream>
#include <src/polmatrix.h>

using namespace polpack;



A.1 Navrh regulatoru metodou umistovani péla

using namespace std;

int main(int argc, char xargv[]) {
PolMatrix<double> a(2,1,1), b(0,1,1), c(3,1,1), x, y, z;

a(0) = 0.0; a(1) = 4.0; a(2) =1.0; b(0) =1.0;
c(0) =54.0; c(1) =27.0; c(2) =9.0; c(3) =1.0;
cout << "a(s) =" << endl << a << endl;

cout << "b(s) =" << endl << b << endl;

cout << "c(s) =" << endl << c << endl;

//vytvoreni a inicializace solveru pro reseni rovnice
AXBYCsolver<double> solver(a,b,c);

//reseni rovnice

if (solver.solve(x,y)) {
cout << "nalezeny regulator" << endl << "x(s) =" << x << endl;
cout << "y(s) =" << endl << y << endl;

}

else cout << "reseni nenalezeno" << endl;

}
vystup programu bude:

a(s) =
Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 2
4s + s72

b(s) =
Constant matrix
1

c(s) =

Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 3
54 + 27s + 9872 + 873

nalezeny regulator x(s) =
Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 1
5 + 1s

y(s) =
Polynomial matrix - size: 1x1, degree - 1
54 + Ts
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A.2 Priklad - test robustni stability

Méjme linearni systém, jehoz charakteristicky polynom obsahuje jeden neznamy realny
parametr q:
p(s,q) = s* + (6 + q)s® + 12s* + (10 + q)s + 3. (A.5)

Cilem je nalézt maximalni interval @ = (Gmin, ¢maz ), kde je polynom p(s, q), ¢ € @ stabilni.

Polynom p(s, ¢) prepiSseme do tvaru:
p(s,q) = s + 65> + 125> + 10s + 3 + q(s* + 5) = po(s) + qp1(s). (A.6)

Nejprve je tfeba oveérit stabilitu nominalniho polynomu Py (s). Pokud je stabilni, tak potom
maximalni interval stability ) mzeme urcit pomoci testu hodnosti Hurwitzovy matice
H(p,q) polynomu p(s,q). Hurwitzova matice H(p,q) ztraci plnou hodnost, jakmile mé
polynom p(s,q) kofen na mezi stability. Protoze matice H(p,q) je polynomialni matice
prvniho stupné v proménné ¢, ur¢ime jeji kofeny, coz jsou pravé body, ve kterych ztraci
hodnost.

Dolni hranice intervalu stability ) je potom rovna nejvétsimu zapornému realnému
kofenu matice H(p, q), horni interval je roven minimalnimu kladnému redlnému kofenu.

Reseni pomoci PolPacku:

#include <complex>
#include <iostream>
#include <src/polmatrix.h>

using namespace polpack; using namespace std;
int main(int argc, char *argv[]) {

PolMatrix<double> p0(4,1,1), p1(3,1,1), H(1,4,4);
PolMatrix<double>: :storage_matrix hO, hi;

p0(0)
p1(0)

3.0; po(1)
0.0; p1(1)

10.0; p0(2) = 12.0; p0(3) ; p0(4) = 1.0;

1.0; p1(2) = 0.0; p1(3)

=6.0
1.0;
//Hurwitzovy matice polynomu

p0.hurwitzMatrix (h0) ;

pl.hurwitzMatrix(h1,4);

H[0] = hOo; H[1] =

cout << H << endl; //polynomialni Hurwitzova matice
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ublas::vector<std::complex<double> > v;
H.roots(v); //vypocet korenu

cout << v << endl;

return O;

}
Vystup programu je nasledujici:

Polynomial matrix - size: 4x4, degree - 1

6 + s 10 + s 0 0
1 12 3 0
0 6 + s 10 + s 0
0 1 12 3

[2] ((-5.62772,0),(-11.3723,0))

To znamena, ze matice H (p, ¢) mé realné koteny -5.62772 a -11.3723, proto interval stability
Q je (—5.62771, 00).

A.3 Vicerozmérné systémy

Linedrni vicerozmérné dynamické systémy (MIMO) miuzeme reprezentovat maticovymi
zlomky. Priiklad systému se dvéma vstupy a dvéma vystupy je napt. tento maticovy zlomek:

D1 (s)N(s)

_ 2 A2 -lr o 2 2
1+ s+ 5s 4s } { 8 —Ts+3s 2+ 4s (A7)

T | 1-7s4+4s2 8 — 354 452 4+6s5+3s2 6—6s

Za pomoci PolPacku ovérime, Ze se jedna o ryzi maticovy zlomek. To se provede srovnanim
fadkovych stupii polynomidlnich matic D(s) a N(s). To lze vSak provést pouze v piipadé,
ze matice D(s) je fadkové redukovana. Nakonec ovéfime stabilitu systému.

V3pis programu:

#include <complex>
#include <iostream>
#include <src/polmatrix.h>

using namespace polpack;
using namespace std;

int main(int argc, char *argv[]) {
PolMatrix<double> D(2,2,2), N(2,2,2);
PolMatrix<double>: :storage_matrix n0(2,2), n1(2,2), n2(2,2),
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do(2,2), d1(2,2), d2(2,2);

d0(0,0) = -1.0; d40(0,1) = 0.0; 4d0(1,0) = 1.0; d40(1,1) = 8.0;
d1(0,0) = 1.0; d1(0,1) = 0.0; d1(1,0) = -7.0; d1(1,1) = -3.0;
d2(0,0) = 5.0; d2(0,1) = -4.0; d2(1,0) = 4.0; d2(1,1) = 4.0;
n0(0,0) = -8.0; n0(0,1) = -2.0; n0(1,0) = 4.0; n0(1,1) = 6.0;
n1(0,0) = -7.0; n1(0,1) = 0.0; n1(1,0) = 6.0; n1(1,1) = -6.0;
n2(0,0) = 3.0; n2(0,1) = 4.0; n2(1,0) = 3.0; n2(1,1) = 0.0;
N[O] = nO; N[1] = n1; N[2] = n2;

D[0] = dO; D[1] = d1; D[2] = d2;

cout << D << endl << N << endl;

if (D.isRowRed())
cout << "matice D je radkove redukovana" << endl;

ublas: :vector<std::size_t> r1(2), r2(2);
rl = D.rowDeg(); r2 = N.rowDeg();
cout << rl - r2 << endl;

ublas: :vector<std::complex<double> > v;
N.roots(v);
cout << v << endl;

return O;

}

Vystup programu je:

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 2
-1 +s + 5s8"2 -4s72

1 -7s +48”2 8 - 3s + 45872

Polynomial matrix - size: 2x2, degree - 2
-8 - 7s + 3872 -2 + 4872
4 + 6s + 3872 6 - 6s

matice D je radkove redukovana
[2] (0,0)
[4] ((-4.3397,0),(-0.847239,0), (0.843467,0.441767),(0.843467,-0.441767))

Protoze rozdil fadkovych stupni je vétsi roven nule, pfenosova funkce systému je ryzi. Z
vypocitanych kofent je ziejmé, Ze systém je nestabilni.
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