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Abstrakt

Kvadratickd optimalizace je vhodnym nastrojem pro navrh linearnich regulacnich ob-
vodi mnoharozmérovych systémi. Pii navrhu je ovSem vyznamné zejména dynamika
vysledného obvodu, ktera je dana polohou jeho pdlt. Souvislost mezi vahovymi maticemi
kvadratického kritéria a polohou pdli optimalniho regulac¢niho obvodu neni zfejmé ani
jednoznacna. V této praci bude uveden postup, jak pro pozadovanou sadu poli uzaviené
smycky zvolit vahové matice tak, abychom dosahli posunuti poéla oteviené smycky do
zvolené polohy. Postup je iterativni, dochazi vzdy k posunuti jednoho realného nebo dvo-
jice komplexné sdruzenych pdli. Ostatni poly ztistanou v ptivodni poloze. Pozadovana
poloha posunovaného pélu neni libovolna. Budou uvedeny matematické predpisy vyja-
drujici jednotlivd omezeni, na né€kolika prikladech bude ukadzan tvar omezeni. Vysledny
zpétnovazebni obvod ma poté vzdy rychlejsi pdly s mensim tlumenim. Numerické piiklady
budou ilustrovat pfimocarost a systemati¢nost tohoto navrhu.



Abstract

A quadratic optimization is an appropriate tool for designing linear multivariable control
systems. However the dynamics of the resulting closed loop is very important for the
evaluation of control quality. The dynamics is determined by the positions of closed-loop
poles. The relationship between the weighting matrices in quadratic criteria and location
of the closed-loop poles of the optimal control system is not clear, transparent and unique.
A method for shifting open loop poles to prescribed closed loop locations via choosing
appropriate matrices in quadratic performance index is presented. This method is iterative
— only one real pole (or complex conjugate pair of poles) is shifted at each step. Other
poles remain in the original positions. Poles could not be shifted to an arbitrary location.
The type of shifted pole defines constraints for the desired shift. Mathematical formulas
representing such constraints will be presented and several examples will illustrate the
shape of the region into which the poles can be shifted. The allowable shifts may result in
a faster and dampening feedback. Numerical examples are given to illustrate the simplicity
of the presented method.
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Znaceni

Proménné a funkce budou oznacovany matematickou italikou — naptiklad x nebo f.
U vsech se predpoklada vektorovy nebo maticovy charakter. Z kontextu bude ziejmé,
zda se jedna o matici nebo vektor. Vektor implicitné povazujeme za sloupcovy. Zavislost
na Case je vzdy explicitné vyjadiena — napiiklad u(t). Pokud bude znaceni ¢asové zéavislosti
vypusténo (z divodu prehlednosti textu), bude na to ¢tendf upozornén.

Defini¢ni obory, jako obor redlnych ¢isel R nebo komplexnich ¢isel C, budou znaceny
velkymi pismeny o dvou tazich.

Pro indexovani prvku ve vektoru budou pouzity kulaté zavorky. Cislo v zavorce udava
dany index. Napiiklad vektor b ma prvni prvek b(1).

Nézvy funkci, operatory a jednotky budou oznacovany antikvovym pismem napft. de-
rivace podle proménné x bude % nebo minimum min{}.

Komplexné sdruzené ¢islo, vektor nebo matici budeme oznacovat s pruhem napi. k vek-
toru w je komplexné sdruzenym vektorem w. Realnou a imaginarni ¢ast budeme znacit
Rew resp. Imw.

Transpozice a hermitovska transpozice matice bude znacena rovnéz antikvovym pis-

—T . . , .
mem napi. A~ = AY. Pokud bude u matice uvedena hermitovska transpozice, potom
dana matice je z oboru komplexnich ¢isel.



Kapitola 1

Uvod

Druhé polovina minulého stoleti ptinesla do teorie fizeni nové pristupy zalozené na sta-
vovém popisu systémi. Oproti klasickym metodam, kdy je tlohou navrhnout konstanty
regulatoru pro systém dany vnéjsim popisem, vyuziva moderni teorie Tizeni vnitini popis a
problém néavrhu regulétoru formuluje jako optimaliza¢ni tlohu. Ladici parametry navrhu
jsou v prvnim piipadé konstanty regulatoru (z nich lze uspokojivé vypocitat strukturu
péli uzaviené smycky a odhadnout odezvy systému), zatimco v druhém piipadé jsou
nastavovany parametry kritéria optimalizace.

Kvadraticky optimalni regulator se fadi mezi hlavni vysledky moderni teorie fizeni.
V jeho kritériu se objevuji kvadraty stavil a vstupti do systému, které jsou vazené pii-
slusnymi vahovymi maticemi. Minimalizujeme tedy kritérium

J = /Ooo 2 (1)Qx(t) + u” (t) Ru(t)dt.

Vahové matice poté slouzi jako ladici parametry pro navrh regulatoru. Je vsak obtizné
dosédhnout pozadované dynamiky, protoze vztah mezi vahovou matici a polohou péli re-
gulac¢niho obvodu je komplikovany. Navrh poté probihd metodou pokusi a omyli, kdy
ménime vahové matice az do té doby, kdy dostavame odezvy podle nasich predstav. Ob-
vykle za¢indme od diagonalnich vahovych matic, az poté volime komplikovanéjsi matice.
Tento cyklicky postup miize byt rychle proveden — pro systémy s malo stavy, ale pro vétsi

Dtivodem, pro¢ navrhar regulacniho obvodu sahne po kvadratickém kritériu, jsou pii-
znivé vlastnosti kvadraticky optimalnich obvodi. Jedna se zejména o asymptotickou sta-
bilitu, ktera je za urcitych podminek vzdy splnéna. Dalsi velkou vyhodou jsou i robustni
vlastnosti, amplitudova bezpecnost je v intervalu (1/2, co) a fazova bezpecénost je ale-
spori 60 stupnit (Anderson a Moore, 2007, Sekce 5.4). Tyto vlastnosti prevysuji dilezitost
zvolenych vahovych matic.

Jinou metodou navrhu regula¢nich obvodu vyuzivajici vnitini popis je metoda umis-
tovani pdli. Poloha pdlu je v tomto pripadé ladicim parametrem, ktery piimo souvisi
s pozadovanou dynamikou. Jisté komplikace této metody jsou, kdyz ménime polohu celé
sady polt oteviené smycky. Potom se odezva méni nekontrolovanym zptisobem.



Uvod

Nabizi se obé metody kombinovat — umistovat pély kvadratickym kritériem. Problém,
jak zvolit vahové matice tak, abychom dosahli pozadované sady pdld, je stary skoro jako
kvadraticky optimalni fizeni samotné. Setkavame se s dvéma piistupy.

Umisténi do dané oblasti v komplexni roviné Umisténi do zvolené poloroviny bylo
odvozeno v (Anderson a Moore| (1969)), do zvoleného kruhu v komplexni roviné
v (Furuta a Kim)| 1987), do oblasti omezené hyperbolou v (Kawasaki a Shimemura,
1983)) a do zvoleného sektoru komplexni roviny v (Hench a dalsi, [1998]).

Presné umisténi poli Jedna se o komplikovanéjsi metodu. Setkdme se s riznymi pii-
stupy k feSeni tohoto problému, které jsou vhodné pro rtizné druhy systému. Prak-
ticky vSechny metody pristupuji k feseni nejprve diagonalizaci systému a néasled-
nou analyzou bud Hamiltonovy matice (Solheim, [1972), (Kucera a Kraus|, 1999),
(Kraus a Kuceral, 1999) a (Saif, 1989) nebo umisténi vlastnich vektort uzaviené
smyc¢ky (Alexandridis a Galanos, [1987), pfipadné analyzou matice dynamiky uza-
viené smycky (Duplaix a dalsi, [1994) a (Franceschi a dalsi, [1995)). Jiny pfistup je
popsan v (Amin| 1985), kdy jsou posunovany realné ¢asti péli mnoharozmérovych
systému opakovanym vypoctem Lyapunovovy rovnice nebo v (Sugimoto a Yama-
moto|, 1989)), kde je s pomoci polynomiélni zlomkové reprezentace systému nacrtnuta
maximalni ptripustna oblast, kam 1ze posunout pdly kvadratickym kritériem.

Tato prace vychazi z (Kucera a Kraus, 1999) a rozsifuje dosavadni vysledky na systémy
s vice vstupy. Posunovéani péli bude realizovano pél po pélu (v kazdé iteraci se premis-
tuje pouze jeden pdl, ostatnim je poloha zachovana). Cilem bude nejenom najit vztahy
mezi vahovymi maticemi kritéria a polohou posunovaného pdlu, ale zejména vymezit ob-
last, kam Ize kvadratickym kritériem jednotlivé pély premistit pro pripad realnych nebo
komplexné sdruzenych poli.

Prace bude organizovana nasledovné: nejprve bude v kapitole [2| uveden teoreticky
uvod, kde budou zavedeny pojmy z oblasti umistovani pdli a kvadraticky optimalniho
fizeni potfebné pro dalsi odvozovani. Nasledovat bude kapitola [3| prezentujici zakladni
matematické formalizmy pouzivané pti posunovani poli. Poté bude v kapitole |4 rozebrano
posunovani realnych péli, nésledovano kapitolou 5| o pfemistovani komplexné sdruzenych
dvojic poli. Celou praci uzavie zavér v kapitole [6]

Od ¢tenére tohoto textu se ocekava znalost linearni algebry (matice, vektor, vektorovy
prostor, determinant, linearni zobrazeni, vlastni vektor, Jordantv kanonicky tvar, matice
specidlnich typt; cerpat lze z (Krajnik, 2006)), matematické analyzy (diferencidlni pocet,
optimaliza¢ni metody, varia¢ni pocet; ¢erpat lze z (Hamhalter a Tiser, 2005) a (Stecha,
2000)) a teorie dynamickych systémii (stavovy popis systému, stabilita, Fiditelnost, pozo-
rovatelnost, stabilizovatelnost, detekovatelnost; cerpat lze z (Antsaklis a Michel, 2007))).
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Kapitola 2

Teoreticky ivod

2.1 Stavova zpétna vazba

2.1.1 Struktury rFizeni
Méjme linearni ¢asoveé invariantni diferencialni dynamicky systém popsany rovnicemi

&(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cz(t) + Du(t), (2.1)

kde A € R B € R C € RP*™ a D € RP*™; z(t) € R™ oznacuje stav systému,
u(t) € R™ je vstup do systému a y(t) € R? je vystup systému.
K ftizeni tohoto systému lze pouzit dvé zakladni struktury.

Pfima vazba (feedforward, open-loop control) V sérii pied systémem je zapojen
kompenzator (systém), ktery méni dynamické vlastnosti oteviené smycky. Jedna
se o velmi jednoduchou strukturu, kterda je ovsem velice nachylnd na sebemensi
chyby v modelu systému a vnéjsi poruchy. Dalsi jeji nevyhodou je fakt, ze nedokaze
stabilizovat nestabilni systém.

Zpétna vazba (feedback, closed-loop control) Oproti pfedchozi struktufe se jedna
o vySSi stupen fizeni, kdy je vyuzivana informace o aktualni hodnoté vystupu y(t)
piip. stavu z(t) k vypoctu vstupu u(t). Vyssi slozitost a cena této struktury naopak
prinasi schopnost do jisté miry kompenzovat poruchy a neurcitosti modelu systému.
Navic lze pomoci zpétné vazby stabilizovat i nestabilni systémy.

V naSem textu se budeme zabyvat vyhradné zpétnou vazbou vyuzivajici informaci
o stavu z(t), tedy stavovou zpétnou vazbou. V ptipadsé, Ze 1ze mérit pouze hodnoty vystupu
y(t), musime sestrojit pozorovatel stavu, jehoz vystupem je odhad stavii systému.

Definice 2.1 (Zdkon Tizeni): Pro systém (22.1)) je zdkon fizeni formulovan jako
u(t) = Fa(t) +r(t), (2.2)

kde F' € R™" je matice zesileni a r(t) € R™ je externi vstup. >

11



Teoreticky uvod

Vysledny systém se stavovou zpé&tnou vazbou popsany rovnicemi (2.3) je na obréazku [2.1]
Linearita se i po zapojeni zpétné vazby zachovala.

i(t) = (A+ BF)x(t) + Br(t),
y(t) = (C + DF)xz(t) + Dr(t). (2.3)

Systém JEL»

u(t)

v

"
S
_|_

x(t)

F e

Obrazek 2.1: Linearni stavova zpétna vazba

Matice zpétné vazby F' pozménila chovani uzaviené smycky, doslo k posunuti polia a
také ke zméné vystupni matice systému.

2.1.2 Umisténi polu stavovou zpétnou vazbou

Dale se budeme zabyvat problémem, jak navrhnout stavovou zpétnou vazbu tak,
aby vysledny zpétnovazebni systém mél pozadovanou sadu péla resp. aby matice A+ BF
méla pozadovana vlastni ¢isla. Nova sada péli je obvykle asymptoticky stabilni (Re); <
0,7=1...n, kde \; jsou vlastni ¢isla matice A+ BF’). Bez ijmy na obecnosti nebudeme
uvazovat externi vstup r(¢) a omezime se na analyzu systému

#(t) = (A+ BF)a(t) . (2.4)

Véta 2.1: Meéyme matice A € R™"™ a B € R™ ", potom existuje matice F' € R™*" ta-
kovd, Ze n vlastnich ¢isel matice A+BF' bude nabyvat libovolnijch redlnych nebo komplexné
sdruzengch hodnot tehdy a jen tehdy, kdyz je systém @(t) = Ax(t) + Bu(t) riditelny.
Diikaz: Nutnd podminka: Vétu dokézeme sporem. Predpokladejme, Ze n vlastnich ¢isel
matice A+ BF je libovolné rozmisténo a zaroven, ze systém @(t) = Ax(t)+ Bu(t) neni plné
fiditelny. Pro tento systém musi existovat podobnostni transformace, ktera jej prevede do
kanonického tvaru nefiditelného systému (viz. (Antsaklis a Michel, 2007, Sekce 6.2.1)),
kde je tiditelné a nefiditelné ¢ast jednoznacné oddélena. Transformaci realizujeme pomoci
regularni matice @)

Q '(A+BF)Q =Q 'AQ + (Q'B)(FQ),
A A B
= {01 Aﬂ - [ol} A Bl
A+ BiFy A+ BiF
- 0 A, '

12



Teoreticky uvod

Zde jsme uvazovali, ze FQ = [Fl Fg}. Transformace nijak neovlivni vlastni ¢isla matice
A+ BF (Krajnik, 2006, Vé&ta 6.4). Riditeln4 ¢ast je dana dvojici (A;, B;), nefiditelnd ma-
tici Ay. Je zfejmé, Ze matice stavové zpétné vazby I’ posune pouze fiditelna vlastni ¢isla,
zatimco neriditelna zlistanou na ptvodnim misté. To je ovSem ve sporu s predpoklady.
Systém @(t) = Ax(t) + Bu(t) musi byt tedy plné fiditelny — matice A potom zanikne.
Postacujici podminka: Necht dvojice (A, B) je plné fiditelna. Potom pomoci nékterého
z nize uvedenych algoritmu Ize libovolné umistit vlastni ¢isla matice A + BF'. [

Skutecnost, ze dokazeme stavovou zpétnou vazbou posunout fiditelné poly do libovolné
polohy neznamend, ze ménime pdly systému #(t) = Az(t) + Bu(t) (to ani neni fyzikalné
realizovatelné). Pély ptuvodniho systému ztistanou stejné. Pouze zapojenim zpétné vazby
privedeme do systému takovy vstup u(t), ktery zptisobi chovani determinované pély uza-
viené smycky (vlastnimi ¢isly matice A + BF).

Metody urcovani matice stavové zpétné vazby F' se zejména lisi ve vypocetni naroc-
nosti, ale také v tom, zda fesi dany problém u systému s jednim vstupem (m = 1) nebo
s vice vstupy (m > 2). Z jednotlivych metod 1ze zminit nasledujici.

Piima metoda Matici F' volime tak, aby charakteristicky polynom uzaviené smycky
det (sI — (A + BF)) odpovidal pozadovanému polynomu ay(s). Obecné vede FeSeni
na soustavu nelinearnich rovnic. Tato soustava je v pripadé m = 1 linearni.

Pomoci tvaru Fiditelnosti Podobnostni transformaci P lze fiditelnou dvojici (A, B)
prevést do tvaru fiditelnosti.

A, = PAP7!,
B, = PB,
A= P(A+ BF)P™' = PAP' + PBFP!,
— A+ B.F..

Poté pomoci indexti fiditelnosti y; a jejich ¢astecného souctu o; = 25:1 Wi, ] =
1,...m definujeme matice B, € R™*™ Ay, € R™™ a A, € R™*" které postupné
obsahuji o,-té radky matic B,, A4 a A.. Matici A4 pfitom volime tak, aby jeji cha-
rakteristicky polynom odpovidal pozadovanému tvaru ay(s). Matici stavové zpétné
vazby potom ziskdme z nésledujicich vztahii (Antsaklis a Michel, 2007, Sekce 9.2.2)

FCZB;LI (Adm_Am)a
F=F.P.

Ackermannovo pravidlo Vysledkem této metody je jeden vztah, ktery ovSem zahrnuje
vSechny kroky uvedené v predchozim bodé. Postup lze pouzit pouze pro systémy
s jednim vstupem (Antsaklis a Michel, |2007, Sekce 9.2.2)

F=—elCtay(A),

13



Teoreticky uvod

kde e, e R el = [0 0 ... 1],C=[B AB ... A"'B] je matice fiditel-
nosti.

Jinou metodou umistovani péli uzaviené smycky je formulace tlohy jako problém
optiméalniho tizeni. O této problematice bude pojednéno v nasledujici sekci.

2.2 Kvadraticky optimalni rizeni
Uvazujme nyni opét linedrni ¢asové invariantni dynamicky systém
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.6)

Pro tento systém budeme hledat takové fizeni, které bude pro pocateéni stav z(0) =
xo minimalizovat kvadraticke kritérium. Nejprve budeme analyzovat feseni na konecném
horizontu optimalizace ¢ € [0, 7], poté horizont optimalizace prodlouzime do nekone¢na
T — 00. Uvazujme tedy nasledujici kvadratické kritérium

J = %ZET(T)Sx(T) + % /OT () Qx(t) 4+ u” (t) Ru(t)dt, (2.7)

kde @ € R"™™ a S € R™" jsou konstantni symetrické pozitivné semidefinitni matice
vyjadrujici vahu prubéznych a koncovych stavi. R € R™*™ uvazujeme jako konstantni
symetrickou pozitivné definitni matici vyjadiujici vahu vstupt. Tento optimalizacni pro-
blém budeme fesit pomoci variacniho poc¢tu. Cilem bude tedy minimalizovat funkcional
s respektovanim omezeni ve tvaru rovnosti (2.6). Proto zavedeme Lagrangetiv vektor
A(t) vyjadiujici tato omezeni. Dostéavame rozsiteny funkcionél

J = %mesx(T) + /O G («"(H)Q(t) + " () Ru(t)) +
+ AT (Az(t) + Bu(t) — @(t)) )dt. (2.8)

Rovnice popisuje Bolzovou tlohou variaéniho poétu (v kritériu se objevuje i vaha
koncového stavu). Pro dalsi feseni pievedeme problém na Lagrangeovu tlohu zavedenim
vahy koncového stavu dovniti integralu. Pro vyssi srozumitelnost budeme v nékolika dal-
Sich rovnicich pouzivat struény zapis, kdy nebude u vektort x(t), A(t) a dalsich explicitné
vyjadiena casova zavislost.

™1
J = / 3 (z"Qz + u"Ru) + A" (Az + Bu — i) + 2" Sidt,
0

= /Tﬁ(aj,jz,u, A)dt. (2.9)

14



Teoreticky uvod

L(x,%,u, \) nazyvame — Lagrangidn nebo také jadro funkciondlu. Pomoci Lagrangianu
zavedeme nyni Hamiltonovu funkci H a konjugovany vektor k vektoru z, oznacme jej p.

(i, \) = <a£(xaxxu /\)) ’
p(x,A) = —A+ Sz, (2.10)

H(z,u, \) = —,C(xu)\t)—i-px
H(z,u, \) = ( TQx 4+ u"Ru) — N (Az + Bu). (2.11)

Cilem zavadéni dalsich funkci a vektort je zjednodusovani vypoctu. Pomoci Hamilto-
novy funkce a konjugovaného vektoru lze velmi jednoduse ziskat Hamiltonovu nebo také
kanonickou formu Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pomoci vztahti (Stechal, 2000, Sekce 7.5)

dp _ (om\"
dt ox ’
dz _ (om\'
dt \op )’
OH\ T
0‘(%)

Derivovanim Hamiltonianu a naslednou kratkou tpravou dostavame rovnice

At) = —Qx( ) — ATA(t), (2.12)
i(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.13)
0 = Ru(t) + BTA(t). (2.14)

Ziskali jsme tii rovnice. Rovnice popisuje vyvoj adjungovaného systému; jeho sta-
vovim vektorem je \(t) nazjvany téz kostav (Havlena a Stechal, 2000, Sekce 2.2). Rovnice
je nijak nepozménéné rovnice ptivodniho systému. Tyto dvé rovnice lze prevést do
maticového zapisu nazyvaného Hamiltonovsky systém (viz obrézek, matici koeficient
H nazyvame Hamiltonova matice.

0 I B R

Posledni rovnice (2.14) popisuje optimdalni vstup do systému
u(t) = —R™*BTA(). (2.16)

Optimalni vstup do systému je vyjadien pomoci kostavu. Jeho hodnotu sice nemiizeme
nijak méfit, ale ziskdme ji pomoci feseni soustavy diferencidlnich rovnic (2.15). K jejimu

15



Teoreticky uvod

r— R?zen_y s;sté_m‘
| . |
| BT » R71 » B _:OZL‘_(t2 f z(t) |
| - |
| |
| A e |
| |
- - - - - - - - - - - = = = = |
A® At) |
; i < Q |
| B |
| |
| y AT |
N S Adjungovany systém

Obrazek 2.2: Hamiltonovsky systém

FeSeni potfebujeme znat 2n okrajovych podminek (dimenze stavu z(t) i kostavu A(t) je
n). Zadané pocateéni podminky x(0) = xy nam davaji prvnich n podminek. Zbylych n
ziskdme pomoci podminek transverzality pro volny koncovy bod

—Hot+pTox =0 pro t=r.

V nasem pfipadé mame pevny casovy konec §t = 0, zatimco stav x(7) je volny (variace
dz|,—- je nenulova). Cili dostavdme dalsich n okrajovych podminek
P ier = —A(t) + Sz(t)]=r = 0,
A1) = Sz(T). (2.17)
Rovnice (2.17) ndm pfimo nedavé hodnotu z(7) nebo A(7), ale pouze ukazuje na line-
arni zavislost mezi stavem a kostavem v koncovém okamziku. Vyuzijme tuto informaci
k predpokladu, ze linearni zévislost mezi x(t) a A(t) plati pro kazdy okamzik na [0, 7].
Uvazujme tedy nezndmou maticovou funkci P(t)
A(t) = P(t)x(t) . (2.18)
Pro ovéfeni uvedenych predpokladti budeme derivovat pfedchozi vztah a dale dosadime
vSechny znamé proménné.
At) = P(t)x(t) + P(t)i(t)
—Qx(t) — ATA(t) = P(t)x(t) + P(t) (Az(t) + BR™'BTA(t)) ,

—(Q — ATP(t)) z(t) (1’3@) +P(HA + P(t)BR*lBTP(t)) (). (2.19)
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Rovnice (2.19) zfejmé plati pro libovolny stav z(t) na horizontu optimalizace; nase pfed-
poklady byly tedy splnény a vyloucenim z(t) dostavame Riccatiho rovnici

—P(t) = A"P(t) + P(t)A — P(t)BR'BTP(t) + Q. (2.20)

Jedna se o maticovou diferencidlni rovnici s koncovou podminkou P(7) = S. VyfeSenim
této rovnice se zbavime zavislosti optimalniho fizeni na kostavu

u(t) = —R*BTP(t)x(t). (2.21)
Rovnice popisuje ¢asové proménnou stavovou zpétnou vazbu. Jestlize definujeme
F(t)& -R'BYP(1), (2.22)
pak pro optimélni vstup do systému dostavame
u(t) = F(t)x(t) . (2.23)

Casové proménné zpétna vazba jednak komplikuje implementaci regulatoru, ale také
zpusobi, ze vysledny zpétnovazebni obvod je ¢asové proménny

x(t) = (A+ BF(t))xz(t). (2.24)

Nasim cilem ovSsem je navrhnout statickou, snadno realizovatelnou, zpétnou vazbu od
stavu, kterda bude v jistém smyslu optimélni. Ukazuje se, ze pfi prodluzovani horizontu
optimalizace do nekone¢na (7 — o0) je feSeni Riccatiho rovniceE] bud neomezené, nebo
konverguje k pozitivné semidefinitni matici. Predpokladejme, ze feseni konverguje. Potom
prot < 7 je derivace P(t) = 0, to se projevi v Riccatiho rovnici (2.20)) zménou této rovnice
na algebraickou nazyvanou algebraickd Riccatiho rovnice (ARE)

0=A"P+PA—-PBR'B'P+Q. (2.25)

P v tomto pripadé neni funkci ¢asu. V dal$im textu budeme znacit feseni ARE pomoci
P, zatimco feSeni Riccatiho rovnice P(t) (vidy se zminénou zavislosti na case).
Kritérium, které této rovnici prislusi, bude vychazet z ptivodniho kritéria pro konecny
horizont a bude ziejmé

Joo = 5 /OOO 2T (H)Qx(t) + u” (t) Ru(t)dt . (2.26)

V kritériu pro nekonec¢ny horizont neni diivod vazit koncovy stav pomoci matice S, protoze
uvazujeme, ze v konecném case bude systém preveden do rovnovazného stavu. Optimalni
zékon Fizeni bude vychézet z (2.21]) a bude ve tvaru

u(t) = —R'BTPx(t). (2.27)

IRiccatiho rovnice se fesi od ¢asu 7 smérem k t = 0. Zname totiz jen koncovou podminku P(7) = S.
Od této hodnoty se potom odviji Feseni.
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Algebraické Riccatiho rovnice miize mit nékolik feseni (redlnd, komplexni, pozitivné de-
finitni, negativné definitni atp.), ale pokud FeSeni Riccatiho rovnice konverguje, pak se
shoduje s jednim z feSeni ARE.

Déle se budeme zabyvat omezenosti feseni Riccatiho rovnice a stabilitou uzaviené
smycky. Pro tyto potieby zavedeme fiktivni vystup ze soustavy

y(t) =Tz(t), T'T=Q. (2.28)

Véta 2.2 (Existence limitniho feSeni): Necht je dvojice (A, B) stabilizovatelnd, po-
tom feSeni Riccatiho rovnice konverguje pro libovolné S. Navic P = P(t)|,—i—co je pozi-
tivné semidefinitnim tesenim algebraické Riccatiho rovnice (12.25)).

Souvislost konvergence feseni Riccatiho rovnice se stabilizovatelnosti systému je na snadé.
Je-1i nestabilni pdl neriditelny, pak také nemiize byt stabilizovan pomoci stavové zpétné
vazby. Limitni hodnota kritéria bude pro nékteré volby pocateéni podminky P(7) = S
neomezena — to nastane v pripadé, kdy se nestabilni méd objevi v kritériu. Podrobny
dikaz v (Lewis a Syrmos|, 1995, Sekce 3.4).

Véta 2.3 (Stabilita uzaviené smycky): Nechf I''T' = @Q > 0. Predpoklddejme, Ze
dvojice (A, T') je detekovatelnd. Potom dvojice (A, B) je stabilizovatelnd tehdy a jen tehdy,
kdyz:

e FEzistuje jediné pozitivné semidefinitni limitni veSeni Riccatiho rovnice P(t)|;—t—oo-
Navic je toto Teseni shodné s tesenim P algebraické Riccatiho rovnice ([2.25)).

e /pétnovazebni systém
i(t) = (A+ BF)z(t), F=-R'B'P (2.29)
je asymptoticky stabilni.

Pro dikaz véty odkazujeme na (Lewis a Syrmos, 1995, Sekce 3.4).

Tato véta zarucuje existenci zesileni, pro které je matice A+ BF asymptoticky stabilni.
Je na misté zminit definici Fiditelnosti. Stav 2(0) je Fiditelny pravé tehdy, existuje-li ¥izen,
které také prevede dany stav v konecném case do pocatku. Piesné tuto ¢innost realizuje
optimalni Fizeni, které jsme ziskali pfedchozimi vypocty. Navic energie vynaloZend na
fizeni je konecnd, protoze hodnota kritéria je také konecnd a zaroven R je pozitivné
definitni.

Pokud neni dvojice (A,T") detekovatelna, pak existuje nepozorovatelny méd soustavy
, ktery neni asymptoticky stabilni. Tento mod se poté stejnym zptisobem projevi i ve
vysledném zpétnovazebnim systému A + BF'. Kritérium bude konec¢né, ale zpétnovazebni
systém nebude asymptoticky stabilni.
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2.2.1 Analytické feseni Riccatiho rovnice

Doposud jsme uvazovali, ze feSeni Riccatiho rovnice zname a z tohoto predpokladu délali
zavery. Jak toto Teseni ziskat jinak nez primym vypoctem maticové diferencialni rovnice?
K feSeni P(t) se da dobrat i pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich vektori Hamiltonovy
matice H.

H= [A _BRIBT] . (2.30)

—Q _AT
K odvozeni budeme potiebovat dokazat, ze vlastni ¢isla této matice jsou symetricka vici
imaginarni ose.

Véta 2.4 (Symetrie vlastnich éisel): Je-li A jednim z vlastnich ¢isel Hamiltonovy ma-
tice (2.30), potom je také —\ vlastnim cislem této matice.

Diikaz: Predpokladejme, ze k danému A méame vlastni vektor v spliujici rovnici

Hv=)\v.
Déle definujme nasledujici matici
A 0 In -1 _
refo b S

Pro tuto matici lze pfimym vypoétem ukazat, ze plati H = JH'.J. Rozepsanim vztaht
ziskame
JHY Jv = v,
HYJv = J 1,
(Ju)TH = = \(Jv)T.

Dostéavame levy vlastni vektor matice H ve tvaru (Jv), k nému potom pfislusi vlastni
¢islo —A. [

Pomoci regularni matice W lze prevést Hamiltonovu matici do Jordanova kanonického
tvaru. Diky symetrii vlastnich ¢isel dostavame tvar

(2.31)

D=W'HW, D= [_M 0],

0 M

kde M je diagonalni matice obsahujici nestabilni vlastni ¢isla (v oteviené pravé komplexni
poloroving). Pfedpokladejme, Ze W rozdélime na ¢tyti bloky

a Wi Wi
WA {ng WQJ . (2.32)
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Hamiltonovsky systém pievedeme do Jordanova tvaru
] ool
ol Ak e

kde pro transformované stavy plati [1;((;))] = Wi [fgg] Rovnici (2.34) vyfesime za

predpokladu, Ze zname koncovou podminku w(7) a z(r

-

Nyni z koncové podminky (2.17)) plyne

NG

ngw( ) + WQQZ(T

z (7
(

)
[w(ﬂ} . (2.35)

) =5 (1),

) = S(Wiw(r)Wiaz(7)) ,

) = (Wap — SWig) ' (Way + 8 Win)w(r),

) =Tw(T). (2.36)

Z\T

Tento mezivysledek se dal ocekavat. Pokud existovala linearni zavislost mezi stavy z(7) a
A(7), potom musi existovat i mezi transformovanymi stavy w(7) a z(7). Kombinaci rovnic
(2.35) a (2.36) dostaneme postupné analytické vyjadieni pro feSeni Riccatiho rovnice

2(t) = e_M(T_t)z(T) = e_M(T_t)Tw(T) = e_M(T_t)Te_M(T_t)w(t) ,
V(t) = e MEDTe M0 = (1) = V(Hw(t). (2.37)

ngw(t) + WQQZ(t) = P(t)(an(t) + lez(t)) s
Warw(t) + WasV (H)w(t) = P#)(Wiw(t) + WiV (#)w(t))
P(t) = (Way + WasV(£))(Wiy + WiV (). (2.38)

Analytické Teseni Riccatiho rovnice se da rozdélit na dvé ¢asti. Prvni je slozena ze stabil-
nich vlastnich vektordt Hamiltonovy matice (W11 a Way). Tato slozka je ¢asové nezévisla.
Druha ¢ast, které je vyjadiena pomoci nestabilnich vlastnich vektort H, je naopak casoveé
zévisla a navic vychéazi z matice S (vahy koncového stavu). V limitnim ptipadé 7 —¢ — oo
existuje pozitivné semidefinitni feSeni P(t)|._;— tehdy, kdyz dvojice (A, B) je stabili-
zovatelnd a dvojice (A,T) kde I''T" = @ je detekovatelna. Potom také V' (t) — 0. Z toho
plyne rovnice pro limitni feSeni Riccatiho rovnice (feSeni ARE), které je tvofeno pouze
stabilnimi vlastnimi vektory Hamiltonovy matice.

P =Pt)|rtne = War Wi (2.39)
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2.2.2 Poloha pdla uzaviené smycky

Nyni budeme fesit problém, kam se posunou poély uzaviené smycky, pokud zavedeme
zpétnou vazbu ziskanou feSenim ARE. Predpoklady k ziskédni FeSeni nechf jsou stejné
jako v predchozim odstavci.

Podobné jako v predchozim oddile zde vyuzijeme Jordaniv tvar Hamiltonovy matice

_ -1 _ Wi W _|-M 0
H=WDW=, W= [Wm Wy | D = o Ml (2.40)
Rozepsanim predchozi rovnice dostavame

Wi Wi Wi Wil |-M 0
H = 241
{Wzl W22] [Wm WQJ { 0 M] ’ (241)
A Wi — BRilBTWQﬂA Wis — BRilBTWQQ - Wi M Wia M (2 42)

QWi — ATWy | —QWip — ATWy | WM WM | '

Levé horni bloky obou matic dale vyuzijeme

AWy — BR'B™W, = -Win M,
A — BR'BYWoWt = Wi MW,
A —BR'B'P=-W, MW;'. (2.43)

V rovnici (2.43)) jsme ziskali matici uzaviené smycky. Ukazuje se, Ze jeji Jordantv kano-
nicky tvar je pfimo matice —M, tedy jeji vlastni ¢isla jsou stabilni vlastni ¢isla Hamilto-
novy matice.

2.2.3 Dvoji vyznam Hamiltonianu

V predchozim textu se hojné objevovaly nazvy nesouci jméno irského matematika sira
Williama Rowana Hamiltona. Souvisi né€jak tyto nazvy s pojmy, které v 19. stoleti zavedl
do fyziky Hamilton? Je Hamiltonian ve fyzice a v dynamickych optimalizacich tim samjm?
Pokusime se objasnit tento problém, nebof pojmy nesouci v nadzvu Hamilton budeme
v této praci vyuzivat.

Pro uzavteny systém, kde nedochéazi k disipaci energie je soucet kinetické a potencialni
energie popsan sadou diferencidlnich rovnic — Hamiltonovské rovnice systému (Kulhanek,

2001).
(MY (oY
p_ ax ) - ap )

kde 'H je Hamiltonian, z zobecnény vektor polohy a p zobecnéna hybnost. Hamiltonian zde
vyjadiuje energii v daném fyzikalnim systému. Tato funkce je v pribéhu ¢asu konstantni
protoze nedochézi k disipaci energie
dH
— =0.
dt
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Porovnanim téchto rovnic s rovnicemi pouzitymi k odvozeni optimalniho fizeni zjistime,
ze tyto rovnice jsou si velice podobné.

Zobecnény vektor polohy odpovida stavu systému; to neni nic neocekavaného. Stav
systému si totiz muzeme predstavit jako polohu v n dimenzionalnim prostoru. Navic u fy-
zikalnich systémi s r stupni volnosti je tfeba popsat polohu pomoci nejméné r souradnic.
Tedy i u dimenze prostoru je ekvivalence na miste.

U zobecnéné hybnosti p neni situace natolik zfejma jako v predeslém pripadé. Kontrola
jednotek nam napovi, zdali i v pfipadé dynamickych optimalizaci miizeme povazovat p za
hybnost. Pti odvozeni optimalniho fizeni jsme dostali Hamiltonidn ve tvaru

1
H(a(t), ut), A1) = =5 (" ()Qu(t) +u' () Ru(t)) — AT(£)(Ax(t) + Bu(t)) -
O Hamiltonianu vime, Ze je to skalarni funkce vyjadiujici energii systému. Abychom
mohli posoudit, zda vyjadiuje energii i v tomto pripadé, zkontrolujeme jednotky v rovnici
Hamiltonovského systému ((2.15) a poté v Hamiltonidnu za predpokladu, ze

v~ [m], p~[kgms™].
Aby jednotkové odpovidala rovnice Hamiltonovského systému, musi byt
A, B~[s", Q,R~lkgs?.

Dosadime-li tyto jednotky do rovnice Hamiltonianu, pak skutecné vyjadiuje energii (v na-
Sem piipadé dostaneme H ~ [kgm?s2]).

Neni nahodou, zZe se zde zabyvame dvéma problémy, které stoji na stejném zékladu.
Hamiltonovska formulace mechaniky vychéazi z Hamiltonova principu nejmensi akce (Kul-
hanek, 2001], Sekce 1.2) nebo (Lewis a Syrmos, 1995, Sekce 3.2), ktery zni:, U konzervativ-
nich systémii se ze vSech moznych trajektorii z bodu A do bodu B v prirodé realizuje pouze
ta, pro kterou mé integral J = ttf L(t,x(t), £(t))dt minimalni hodnotu.“ L(t,z(t),z(t))
je v tomto pripadé Lagrangian reprezentujici rozdil kinetické a potencialni energie. Tedy
sama priroda realizuje proces optimalizace a k tomu vyuziva energii, kterou ma k dispozici.
V problému optiméalniho fizeni je situace trochu odlisna. Pfed fizenim daného dynamic-
kého systému nevime, jakou energii bude obsahovat uzaviena smycka Hamiltonovského
systému (viz rovnice a obrazek . Ale volbou vahovych matic (Q a R pritadime
Hamiltonovskému systému takovou energii, aby se choval optimalné vzhledem k danému
kritériu. Tomu predchazi vyFeseni celého problému (vypocet P(t) a A(0) ), teprve poté
lze simulovat /spustit smycku na obrazku

Zavérem tedy je, ze u problému optimalniho fizeni jsou rovnice stavu a kostavu zo-
becnénim Hamiltonovych pohybovych rovnic.
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Kapitola 3

Prerekvizity k posunovani pola

Méjme linearni ¢asové invariantni systém
i(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.1)

kde A € R™" B € R™™. Dale méjme kvadratické kritérium s nekone¢nym horizontem
optimalizace

J= % /O (@O0 () + « () Ru(t)) dt, (3.2)

kde @ € R™"™ a R € R™™. @ > 0, R > 0. Dale budeme pfedpokladat, ze systém (3.1)
je stabilizovatelny (vSechny nestabilni pdly jsou Fiditelné).

Obvyklou tlohou optimalniho Fizeni je hledani zakona fizeni u(t) = Fux(t), ktery
pfevede libovolny pocateéni stav x(0) do rovnovazného stavu a zarovenl minimalizuje
kritérium (3.2)). V nasi praci budeme na tento problém nahliZet jinak. Pro zadany pdl
systému budeme hledat oblast v komplexni roviné, pro kterou existuje kvadraticky
optiméalni reguldtor minimalizujici kritérium tak, aby zaroven platily vyse uvedené
predpoklady. Pro kazdy bod této oblasti poté nalezneme vztah pro vypocet vahovych
matic () a R. K feseni problému pouzijeme nasledujici postup:

Postup 3.1 (Obecné o posunovani péla)

1. Transformace systému do Jordanova kanonického tvaru — transformace se netyka
pouze rovnice (3.1), ale také kritéria a FeSeni algebraické Riccatiho rovnice (ARE).

2. Volba struktury vahovych matic pro jiz transformovany systém.
3. Vyjadfeni Hamiltonovy matice ve tvaru (2.30)).

4. Analyza charakteristického polynomu Hamiltonovy matice — ten urcuje poly uza-
viené smycky:.

5. Zpétna transformace systému.

V této kapitole bude jesté rozebrana transformace systému — body [1] a [5| postupu [3.1]
Ostatni body jsou odlisné pro rizné druhy poli.
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3.1 Transformace do Jordanova kanonického tvaru

Mé¢jme podobnostni transformaci vyjadfenou pomoci 7' € C™*", ktera prevede matici A
do komplexniho Jordanova kanonického tvaru

A=T"'AT, B=T"'B. (3.3)

AaB jsou potom také komplexni matice. Pravé vlastni vektory A jsou sloupce ma-
tice T, ozna¢me je v1,vs,...,0,. Levé vlastni vektory A jsou fadky 7!, oznacme je
wi,wy, ..., wr. Transformaci matice dynamiky A dojde i k transformaci stavového vek-
toru x(t) = TE(t).

&(t) = Az(t) + Bu(t),
i(t) = TAT ' 2(t) + TBul(t),
T~Vi(t) = AT a(t) + T~ T Bu(t),

E(t) = A&(t) + Bul(t) . (3.4)

Vstup do systému ziistane beze zmény. Transformace stavového vektoru se projevi i v kri-
tériu (3.2)), kam dosadime novou stavovou proménnou £(t)

J = % /0 h (" OTQTE() + ™ (t)Ru(t)) dt
=3 /0 h (S1OFe) + " () Ru(r)) . (3.5)

Dostavame tedy Q = T-HQT~!, matice R zstavé beze zmény (vstup u(t) neni pozna-
menan transformaci).

Zaméime se jesté na TeSeni ARE v situaci, kdy pracujeme s transformovanym systé-
mem. Predpokladejme, ze P je feSeni ARE. Potom optimalni vstup do systému je dan

zékonem ftizeni (2.27)
u(t) = —R*BYPx(t) = Fu(t). (3.6)

Dosazenim transformovanych veli¢in odvodime vztah pro transformované feseni ARE.
u(t) = —R'BUTHPTE(t)
u(t) = —R"BYPE(t) . (3.7)

Z rovnice (3.7) potom plyne P = T-HpT-1, Nyni miizeme aplikovat vSechny vyse uvedené
transformace na Hamiltonovu matici, abychom ji dostali do tvaru

AR A —BR'BH| [T7' 0
H = 0 TH} _@ _AVH |: 0 TH:| ) (38)
jd A [ zzi —ER_léH A T O
H2 5 T | U1, ponl (3.9)
H=UHU" (3.10)
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Prerekvizity k posunovdni poli

Stejné tak vSechny transformace pouzijeme v ARE.

ATP+ PA—PBR'B"P+Q =0,
T HARTH-Hpp-1 4 p-Hpp-lpAT-1 _
— T Hpp AT BRI BATHT-Hpr-1 L 7-HOT1 =0,
T-H (/TH? + PA— PBR'BYP + @) 771 =90, (3.11)

Ukazuje se tedy, ze Teseni algebraické Riccatiho rovnice 1ze pocitat pomoci transformova-
nych matic.

3.2 Iterativni posunovani polu po pdlu

V tomto oddile probereme dva zptsoby, kterymi lze iterativné posunovat pdl po polu do
prislusné polohy v uzaviené smycce. Pro oznaceni iterace budeme pouzivat dolni index a
pismeno 1.

U prvniho zpiisobu budeme predpokladat, ze vahova matice vstupu je stejna v kazdé
iteraci posunovani péli. Ozna¢me tuto situaci R = R;. V druhém piipadé budeme uva-
zovat odliSnost R; v kazdé iteraci.

3.2.1 Stejné matice R;

Uvedeme zde rekurzivni proceduru, jak ziskat vahovou matici () a matici stavové zpétné
vazby F', ktera bude realizovat posunuti poli do prislusnych poloh. Tento postup je pie-
vzat z (Solheim)| 1972).

Predpokladejme, Ze realizujeme k posunuti vlastnich ¢isel (nebo komplexné sdruzenych
vlastnich ¢isel) matice A.

Postup 3.2 (Posunovani pfi konstantni R;)

1. Inicializace @ =0, F =0, P =0, i = 0.
3.i=1+1.

4. Vypocet Q;, P, a F; pomoci z matice A; 1, tak abychom posunuli jedno realné
vlastni ¢islo A\; nebo dvé komplexné sdruzena vlastni c¢isla Ay a As.

5. Q=Q+Q, P=P+PF, F=F+F,.

6. Je-li i < k, potom pokracujeme bodem 2
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Uvedeny rekurzivni postup je zalozen na skuteCnosti, ze rizné Q;, P; a F; lze scitat,
abychom ve vysledku dostali celkovou matici @), P a F, ktera bude realizovat posunuti
vsech pdli do prislusnych poloh. Tato vlastnost neni tak zfejmé, proto zde uvedeme jeji
dikaz, alespon pro posunuti dvou vlastnich ¢isel.

Predpokladejme, ze pomoci stavové zpétné vazby Fj (3.12a]) posuneme jeden reélny pdl
nebo komplexné sdruzenou dvojici do zadané polohy. K takovému posunuti potiebujeme
znat feseni ARE ve tvaru (3.12b))

F=-R'B'P, (3.12a)

0=A"P,+ A — PBR'B'P, +Q,. (3.12b)

Vypoctem ()1, P, a Fi jsme provedli prvni krok uvedeného algoritmu. Druhym je posunuti
dalsiho vlastniho ¢isla, které uz vychazi z matice A + BF

Fy=—-R'B'P,, (3.13a)

0= (A+BF)"P,+ Py(A+ BF)) — LBR'B"P, +Q,. (3.13b)

Podle bodu [5] postupu [3.2 by mélo P = P, + P spliiovat ARE ve tvaru
0=A"P+PA — PBR'BT™P+Q. (3.14)

Dosadime-li Q = Q1 + Q2 a P = P, + P a predpokladdame-li F' = F; + F3, potom
dostéavame
0=A"P, + AP, + PLA+ P,A— (P + P,)BR'BY (P, + P,) + Q1 + Q>
= AP+ PPA — PLBR'BTP, + Q1+
+A*P,+ A — PBR'BYP, — P,BR'B'P, —- ,BR'BTP, + (),
= ATP, + PPA — PLBR'BTP, + Q1+
+(A+ BF)"P,+ Py(A+ BF)) — BBR'BTP, + Q,. (3.15)

Rovnici jsme dokazali vyjadfit pomoci rovnic (3.12b) a (3.13b]) a rovnice
ma tedy feseni P = P, + P, pro Q = Q1 + Q2 a ' = F; + F5. Na c¢tenafi prenechame
analogicky diikaz aditivnosti @);, P;, F; pfi posunuti obecné k pdlu.

Na zavér této sekce je vhodné zminit, Zze rtizné poradi posunovani péli miize vést
k riznym vahovym maticim @, které realizuji posun celé sady poli do zadané polohy.
Tato vlastnost bude ukazana v prikladu v kapitole o posunovani realnych pola.

3.2.2 Ruzné matice R;

V predeslé podsekcei jsme vyuzili vlastnosti, ze vahové matice ();, matice zpétné vazby F;
a feseni ARE P, 1ze scitat. To jsme dokézali pomoci sady rovnic az (3.15)). Pokud
bychom stejny postup aplikovali na piipad, kdy R; # R,, potom by odvozeni koncilo
v druhém kroku rovnice (3.15). Aditivnost v tomto p¥ipadé neplati. Nezbyva nez upravit

postup B2
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Postup 3.3 (Posunovani pfi ruznych R;)

1. Inicializace F' =0, ¢ = 0.
3.1=1+1.

4. Vypocet @i, P; a F; pomoci z matice A;_; tak, abychom posunuli jedno redlné
vlastni ¢islo A\; nebo dvé komplexné sdruzena vlastni c¢isla Ay a As.

5. F=F+ F,.

6. Je-li i < k, potom pokracujeme bodem 2]

Zména nastala hlavné v bodé [f], ale jednd se o zménu vyraznou, kterd napiiklad zpusobi,
ze nezname celkovou matici @), ktera posune sadu péli oteviené smycky do pozadovanych
poloh uzaviené smycky. Zachovala se pouze aditivnost stavové zpétné vazby, jak ukazuje

rovnice ((3.16])
u(t) = Fiz(t) + (), t(t) = (A+ BFy)x(t) + Bry(t), (3.16a)

Zde jsme vyuzili i externi vstup stavové zpétné vazby (2.3)). Postupny navrh stavové
zpétné vazby, kterda posune pély do pozadovanych poloh je znazornén na obrazku |3.1

re(t)y L ra(t) rit)y B _—fé(t_)> I (t)

&
A

Fy,

A

Obrazek 3.1: Iterativni navrh stavové zpétné vazby
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Kapitola 4

Posunovani realnych polua

4.1 Posunovani jednoduchého realného pdlu

Predpokladejme, ze plati predpoklady dané kapitolou |3| a Ze matice A méa jednoduché
realné riditelné vlastni ¢islo A; budeme zkoumat, kam je mozné toto vlastni ¢islo posunout
pomoci kvadraticky optimélni zpétné vazby. Jordantv tvar méjme ve tvaru

~ A0 ~ bt

A= B=|1 4.1

ool Bl (4.)

kde J € C"'*n~1 obsahuje zbylé pdly, které nebudeme posunovat. bl je prvni radek
matice B, X oznacuje zbylé hodnoty B. bi jsme jako jediné z B zvolili, protoZe jako
jediné ovlivituje mod dany polem A. Podobnym zptisobem zvolime i vadhovou matici @)

kde g > 0 je realny parametr. Pro zpétnou transformaci této matice potom plati
Q=T"1QT " = wiqui . (4.3)

Zbyva nam zvolit vahovou matici R. Pozdéji ukazeme, Ze je vyhodné tuto matici volit
tak, aby platilo

bR =1, (4.4)
Takova volba matice R je pro libovolné nenulové b mo7n4, protoze rovnice je kvad-
ratickou formou, tedy R~! > 0. Dale je tfeba zajistit, aby R bylo invertovatelné — rovnice
(4.4) ma m - m neznamych v jedné rovnici; lze tedy nalézt takovou kombinaci neznamych,
aby R byla pozitivné definitni.

Zvolené matice nyni pouzijeme v Hamiltonové matici ve tvaru

A0 -1 x

T 010 J ix x |[T7h 0
H‘{o T‘H} —¢ 0 -A 0 {o TH]' (4:5)
0 0 {0 —Jo



Posunovani redlngjch poli

Vypocet charakteristického polynomu Hamiltonovy matice (4.5 lze provadét uz jen na
transformované matici, nebot charakteristicky polynom je invariantni vici linedrni trans-
formaci (Krajnik, 2006, Véta 6.4).

i _~ D p—1npH
det(sT — H) — det |* =4 BED

Q sl + AH |~
s—A 0 1 X
— det |- DBl XX (4.6)

Determinant takto velké matice je vhodné fesSit pomoci rozvoje podle fadku a podle
sloupce (Krajnikl, 2006, Véta 4.9). Nulové matice ve sloupci s matici s/ — J a v fadku
s matici s/ + J% usnadni vipocet determinantu.

o B H s—A 1
det(sI — H) = det(sI — J)det(sI + J)det [ . s+)\} ;

det(sI — H) = det(sI — J)det(sI 4+ J7)(s* = \* —q). (4.7)

Zde se ukazalo, Ze podminka na matici R ve tvaru bf R~1b; = 1 ndm pomohla k vypoctu
determinantu, protoze ten potom neni nijak parametrizovan vysledkem soucinu BR1BH.

Pozadovanou polohu pélu uzaviené smycky ozna¢me pu. Poloha ostatnich pdli necht
je zachovana. Hamiltonova matice bude mit v takovém pripadé tvar

w0 X X
0 J ix X
H f— ,,,,,,,,,,,,,,,,"% ””””””””” . 4‘8
K 0 0 i—p O (4.8)
0 0 0 —JH

Tvar matice H, jsme ziskali tvahou, Ze pokud je () = 0, potom nedojde k Zzddnému posunu
a tedy matice H, bude mit vlastni ¢isla ddna maticemi J a —J™ a také dvojici u a —pu.
Vypocet charakteristického polynomu H,, je v tomto piipadé jednodussi — determinant
horni trojihelnikové matice je roven soucinu prvkl na diagonale.

s—p 0 i x X
det(s] — H,) = det sl XX ;
0 0 is+p 0
0 0 {0 s+ JH
= det(sI — J)det(sI + J%)(s? — 1?). (4.9)

Koeficienty u charakteristickych polynomut (4.7)) a (4.9) se musi rovnat, abychom dosahli
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posunuti vlastniho ¢isla A do nové polohy v p.

det(sI — J)det(sI + J%)(s* — X2 — q) = det(s] — J)det(s] + J%)(s* — 1),
82—)\2—q:52—u2,
q=pu’— A\, (4.10)

Dostali jsme vztah, ktery nam ukazuje na kvadratickou zavislost mezi rozdilem vlastnich
¢isel a hodnotou parametru g. Dale musime ovérit predpoklad ¢ > 0. Ten plati pouze
v piipadé, ze u? > A\?; ¢ili nova poloha pdlu musi byt nalevo od stabilniho obrazu A
v komplexni roviné. Tato vlastnost je ilustrovana na obrazku

Res Res

X0 A0 A
(a) Pfipustnd oblast pro p pro asymptoticky sta- (b) Pfipustna oblast pro p pro nestabilni pél v A
bilni pél v A

>
>

Obréazek 4.1: P¥ipustné oblast pro u (znazornéna Sedivou barvou)

Nésledujici véta shrnuje dosavadni odvozeni.

Véta 4.1: Necht plati predpoklady dané kapitolou @ Riditelné vlastni ¢islo X ndsobnosti
1 matice A lze posunout do polohy p pravé tehdy, kdyz p < —|\|. K takovému posunu
je tfeba vdhovijch matic Q = wy(u? — M)wT a R takovou, pro kterou plati by R™1b; = 1.
Ostatni vlastni c¢isla zistanou zachovdna.

Pro vypocet charakteristického polynomu Hamiltonidnu se ukazuje vyhodné mit v sou-
¢inu matic BR!BY na indexu (1,1) jednicku. Usnadni ndm to poté praci s vypoctem
determinantu a odstrani zavislost na vysledku tohoto soucinu.

Méame v podstaté tfi moznosti, jak ziskat jednicku na indexu (1,1). Prvni je fixace
vlastnich vektoru matice A a volba matice R — tento postup zde byl uveden. Druhou
moznosti je fixovat R a ménit velikosti vlastnich vektorti matice A. Tento postup jesté
kratce rozebereme. N N

Uvazujme pro jednoduchost matici R jednotkovou. Ze sou¢inu BR~'BY tim odstra-
nime inverzi R. Hodnota na indexu (1,1) v tomto souc¢inu je urc¢ena soucinem b by

bibi =5 = B=Ibl}. (4.11)

Protoze plati B=T" !B, vynasobime levy vlastni vektor w hodnotou 1/ 6 zatimco pravy
vlastni vektor v; hodnotou . Tyto operace nijak nezméni tvar matice A zatimco B se
musi znovu prepocitat. Poté dostdvame jednicku na indexu (1,1) v sou¢inu BBY .

Tteti moznost je samoziejmé kombinace obou metod.

Pred piikladem pouziti uvedené metody jesté rozebereme feseni ARE P a vypocet
zesileni stavové zpétné vazby F'.

30



Posunovani redlngjch poli

O algebraické Riccatiho rovnici vime, Ze ji mizeme fesit pomoci transformovanych

matic dle rovnice (3.11). Pfedpokladejme opét, zZe

pP= [g 8] , (4.12)

kde p > 0. Do rovnice ARE (3.11)) dosadime z (4.1)), (4.2)) a (4.12)) a dostéavame

e e e e A R R

Roznasobenim a malou tpravou se dostavame az k feSeni kvadratické rovnice s neznamou

p
PP—2p—q=0. (4.13)

Dosazenim za ¢ z rovnice (4.10]) a FeSenim rovnice pomoci diskriminantu dostavame p =
A+ pu. Hodnota p musi byt ale nezdporné a pro pozadovanou polohu pélu plati p < —|A[;
z téchto podminek vyplyva vysledny vztah pro p ve tvaru

pP=A—p. (4.14)
Zpétnou transformaci Ize realizovat (podobné jako u matice Q) pouze pomoci vektoru w

P =w(\— p)w! . (4.15)

Matici stavové zpétné vazby F ziskdme dosazenim hodnot do vztahu (3.6]). Jeji tvar lze
také ziskat pomoci transformovanych hodnot

F=—R'B"P=_R'BUTHTHpr—t = _R1BUpT-1,

wi
T
_ L — 0 Wy
=—R ! |:b1§b2 bn:| |:€ 0:| : )
wT
= —pR'bywy . (4.16)

Tento tvar je vyhodné vyuzit v pfipadé, kdy volime matici R jednotkovou a matici F'
nepocitame pomoci vypocetniho programu, ale na papite.

Piiklad 4.1 (Posunuti jednoduchého Fiditelného pdlu systému):
Predpokladejme systém dany stavovou rovnici

{x'g(t)] = [ 0 —5| [®)| Tlo 1| |ualt)] (4.17)
Pél v A = —1 je pro nasi aplikaci pomalym, cilem bude nalézt takové matice () a R, které
pro systém (4.17)) provedou posunuti pélu do polohy p = —3.
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Resent: Podle postupu uvedeného vise nejprve systém prevedeme do Jordanova kanonic-
kého tvaru. Jordanova kanonicka baze je ve tvaru

0.25 —0.25 < [-1 0] 5 [41
o Bl P R

Pro volbu vahové matice R je pro nas vyznamny prvni fadek matice B
bi = [bi(1) bu(2)] =1[4 1].

Cislo v kulatych zavorkach vyjadiuje index prvku ve vektoru. Pro R musi platit b R~!b, =
1, navic musi byt pozitivné definitni. R obecné uvazujme ve tvaru

R— [Tu 7”12}.

T21 T22
Roznasobenim vyrazu bf R~1b; = 1 dostavame
br(1)%r11 + by(1)b1(2)(r12 + 721) + b1(2)%ra = 1.

Ktizové cleny r;;, © # j lze povazovat za nulové, usnadni ndm to hleddni R a mame
zarucenou jeji pozitivni semidefinitnost. Cili mame dvé nezndmé a jednu rovnici; volime
R nésledovné

sz 0 21(1)2 0 32 0
-1 __ | 2b1(1)2 _ 1 _
i _[ 0 41 - R_[ 0 2b1(2)2}_[0 2]

1 (2)2
Véhovou matici ) ziskdme podle véty

Podobné ziskdme P vztahem (|4.15))

P=wi(h— p)uw’ = [ﬂ (~1+3)[4 1] = {382 2] .

Stavovou zpétnou vazbu dostavame dosazenim do (4.16))

F=—-R'BTP= [_1 _0‘25} .

-4 -1

Matici dynamiky zpétnovazebniho obvodu dostavame ve tvaru

-2 0.75
A+ BF = [_ i —6 } :
Vlastni ¢isla této matice jsou A = A\ = —3 (posunuté) a Ay = —5 (zachované ve své
poloze). v
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Poznamka: V pfedchozim prikladu jsme R volili jako diagonalni matici, ktera obsahuje
kvadrat prvki vektoru b] nasobeny é&slem 2. Tuto strategii volby R lze jednoduse rozsitit
na obecny systém s m vstupy, kdyz R volime

R=m _ , probi(i) #£0,i=1...m.
b1 (m)?

Pokud je néktery prvek vektoru b] nulovy, potom na jeho misto dosadime libovolnou
kladnou hodnotu, abychom R ziskali pozitivné definitni. ([l

4.2 Posunovani nasobného realného podlu

Predpokladejme, ze matice A ma riditelné vlastni ¢islo A, kterému piislusi Jordantv blok
velikosti k

A= . (4.18)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Matice @, R, BaP uvazujme ve stejném tvaru jako v predchozi sekci. Transformovana
Hamiltonova matice ma potom podle (3.9)) tvar (prazdnd pole znamenaji nulu/nulovou
matici, X vyznacuje nezndmou hodnotu)

A -1 x -+ x X
1 A L X X X X
1 A >< X X X
~ J X X e XX
0= —q - 1
-\
1
-\
—JH

Zbyva ziskat charakteristicky polynom matice H.V tomto polynomu bude ziejmé obsazen
soucin det(sI — J) det(sI + JH), ktery nese informaci o pdlech, které maji byt zachovany.
Stejny vyraz bude i v pozadovaném charakteristickém polynomu. Proto jej mizeme z vy-
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poctu vypustit a dostavame

(s — ) -1 X x|
-1 s—2M\ X X X

~ —1s— AL% ,,,,,,,,, X e X

det(s] — ') =det | T T ,
S+ A

.o =1

| : S+ )\_

= (2 = A2 = A2 —¢q). (4.19)

Pro vypocet determinantu byla opét vyuzita véta o rozvoji matice podle fadku nebo
sloupce. Zde trochu brani vypoc¢tu jednicky, které jsou nad diagonalou Jordanova bloku.
Pokud ovsem zacneme s rozvoji v poslednim radku a sloupci daného bloku, potom vzdy
vykratime i jednicku o fadek/sloupec mensi. Timto itera¢nim postupem docilime toho,
ze jednicky nijak neovlivni determinant. Kdyz navic zvolime pozadovany charakteristicky
polynom H,, ve tvaru

det(sI — H))) = (s> = )" 1(s* = /%), (4.20)

potom zjistime, ze se dostavame ke stejnému vysledku, jako v sekci o posunovani pélu
nasobnosti 1.
SN —qg=85"— P =>q=pt— )\ (4.21)

Q = wi(p? — Nw] . (4.22)

Véta 4.2: Necht plati predpoklady dané kapitolou @ Riditelné vlastni ¢islo X matice A,
které tvori Jordandiv blok velikosti k, lze posunout do polohy p pravé tehdy, kdyz p < —|A|.
K takovému posunu je treba vdhovych matic Q = wy(u* — N*)wi a R takovou, pro kterou
plati bf R™'b; = 1. Ostatni vlastni ¢isla zistanou zachovdna. Jordaniv blok velikosti k
prejde na blok velikosti k — 1.

Zavéry pro Teseni P algebraické Riccatiho rovnice ziskané analyzou posunuti jednodu-
chého pdlu lze rovnéz zobecnit i na tlohu posunuti ndsobného pdlu, protoze uvazujeme
matici P ve stejném tvaru jako v predchozi sekci P = [18 8].

Opét uvedeme jeden priklad pouziti. Byla by chyba zvolit jiny systém nez je dvojity

integrator, ktery se nejlepsSim reprezentantem systému s nasobnym polem.

Piiklad 4.2 (Dvojity integrator):
Uvazujme systém dany rovnici
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Predbéznou analyzou zadaného systému zjistime, ze matice A ma 2 vlastni ¢isla v nule
(A1 = A2 = 0). Matice Fiditelnosti je

c—[B AB}:E) (1)}

Cili ma plnou hodnost a obé vlastni ¢isla jsou Fiditelna. Matice A je pifmo v Jordanové
kanonickém tvaru. Jednicka nad diagonalou znaci, ze vlastnim c¢islim piislusi fetézec
vlastnich vektort délky 2 resp. Jordantv blok velikosti 2.

Cilem bude asymptoticky stabilizovat systém. Z predchozi analyzy vime, ze pdly lze
posouvat pouze do leva. Nasim zamérem tedy bude nova dvojice polt u; = —1 a puy = —2.

Resent: Nejprve posuneme prvni pél do polohy iy = —1. U matic budeme pouzivat dolni
index, ktery oznacuje, kolikaty pol se pravé posunuje.

Podle rovnice (4.18) musime systém prevést do Jordanova tvaru s jednickou pod dia-
gonalou. K tomu staci prohodit vektory baze

_ 01
leTllzL 0}.

Dostavame El a él ve tvaru
~ 00 ~ 1
Al -]
Déle podle vztahu (4.4) zvolime vahovou matici Ry

10

BB} = [0 0] = R =1.
Véhovou matici () ziskame z (4.22))

Q= ud =t = Y] (-2 -0 fo 1= ]

Podobné ziskame feseni ARE podle (4.15)

Py =wi (M — p)w] = m (0+1)[0 1] = {8 ﬂ .

Stavova zpétna vazba realizujici posun je dana rovnici (4.16))

Fi=-R{'B"Pi=-1[0 1] [8 (1)] =0 -1].

Prvni pdl jsme posunuli, dostavame matici dynamiky zpétné vazby ve tvaru

A2:A+BF1:{8 ﬂer [0 —1}:{8 _11}
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Snadno ovéfime, Ze doslo k posunuti pélu z 0 do —1. Z matice A; budeme vychéazet pti
posunu 0 — —2. Jordanovu kanonickou bazi nyni dostavame

11 L1
TQ_[O 1}’ B _{o 1}

Vyjadfenim dvojice (Az, B) v této béazi dostavame

efp o) acf)

Ihned je ziejmé, ze i v tomto pfipadé budeme volit Ry = 1.
4 4
n=id-M=(2-1 > a-|; .

2 2

Zbyva vyjadrit Fy

Fy=—R;'B"Py=—1[0 1] B 31 =[-2 -2].

Vyslednd matice dynamiky uzaviené smycky je ve tvaru

1
A+ B(Fi+ F,) = {_02 _3} )

Poly se skutecné posunuly do pozadovanych poloh. V priibéhu vypoctu jsme pro posun
obou pdla dostavali matici Ry = Ry = 1. V sekci o iterativnim posunovani péli jsme
pro tento pripad dokézali, Ze soucet (1 + Q2 vede k pozadovanému posunu obou pdli
najednou (lze snadno ovérit, napiiklad volanim [F,P,mul=1qr(A,B,Q1+Q2,1) v prostiedi
Matlab). V sekci o iterativnim posunovani poli jsme také zminili, Ze riizné poradi
posunuti jednotlivych polt muze vést k riznym vyslednym maticim (). Uz bez rozepisovani
uvedeme, ze posouvame-li nejprve 0 — —2 a poté 0 — —1, dostavame

0 0 4 2
! /!
a tedy Q1 + Q2 # Q) + Q). Celkova vahova matice realizujici posun je v obou pripadech
odli$na, ale vysledna matice stavové zp&tné vazby je stejnd} v

Matice F' dokonce musi byt v tomto piikladé stejna. U jednorozmérovych plné fiditelnjch systémii
existuje pravé jedna matice F' realizujici pozadované umisténi polu.
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Kapitola 5

Posunovani komplexné sdruzZenych
polu

Predpokladejme, Ze matice A mé Fiditelnd komplexné sdruzend vlastni ¢isla \; = A a Ay =

) a Ze plati pFedpoklady dané kapitolou |3 I Tato vlastni ¢isla se budeme snazit posunout do
nové komplexné sdruzené polohy v levé oteviené komplexni rovineé. Nastrojem na posunuti
péli bude opét kvadratické kritérium. Matice prevedeme do Jordanova kanonického tvaru

a dostavame i
<[y 4. 5-[1]

kde As znaci matici, ktera obsahuje vlastni ¢isla, jenz se budeme snazit posunout
A0
VI e 2
? {0 /\} (5.2)

Matice J € C"2*"~2 obsahuje vlastni ¢isla, u kterych zachovame polohu. B oznacuje
prvni dva radky matice B.

Vlastni vektory piislusejici komplexné sdruZenym vlastnim &slim A a A jsou také
komplexné sdruzené — pravé vlastni vektory nalezneme v prvém a druhém sloupci matice
T, oznatme je v = vy, U = vy, levé vlastni vektory nalezneme v prvém a druhém radku
T1, oznac¢ime je w' = wl aw = wy.

Pro vahovou matici () jsme odvodili transformacni vztahy

Q=T1Qr', Q=1"QT. (5.3)
V tomto pfipadé posunujeme dva poly, tedy vahovou matici @ budeme volit ve tvaru
Y O] { %2}
= , ) 5.4
@ [ 0 0 Q= di2 4 (5-4)

()2 volime jako hermitovskou matici, protoze transformaci (5.3)) tvofi komplexné sdruzené
vektory. Pokud totiz redlnou matici @ € R™*" nasobime komplexné sdruzenymi vlastnimi
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Posunovani komplexné sdruzenych poli

vektory, dostavame hermitovskou matici. To lze ukazat primym vypoctem.

w

Q=[v ©Q [;E] QFEHQ[U 7. (55)

Pro konstrukci Hamiltonovy matice nam zbyva vyjadrit soucin BR'BH. vV predchozi
kapitole jsme se v tomto soucinu snazili ziskat hodnotu 1 na stejném radku a sloupci
jako posunované vlastni ¢islo. Nyni tu mame dvé vlastni cisla, tedy budeme se snazit
pomoci matic Bil (pevna) a R (volime) dosdhnout tvaru, ktery ndm pomtiZe pii vypocétu
charakteristického polynomu Hamiltonovy matice.

Jako dobra volba se ukazuje (viz dale) zvolit R takové, aby platilo

_ 1 @
0, 2 BIR'B, = L 1} . (5.6)

Prow € C, |w| < 1. Takové R lze rozhodné zvolit, protoze se jedna o kvadratickou formu
a vysledna matice {25 je pozitivné semidefinitni, pak R musi byt také minimalné pozitivné

semidefinitni. Pro vypocet optimalniho vstupu do systému je ovSem zapotiebi pozitivni
definitnost. Tu ovéfime nasledovné

e Pro systém s jednim vstupem je R z prostoru R!. Cili abychom dostali na diagonale
nenulové ¢islo, pak R musi byt také nenulové — pozitivné definitni. Jak ale potom
jednim parametrem R dostat hermitovskou matici {25 ve tvaru ? Pro transfor-
maci do Jordanova kanonického tvaru dostdvame pro matici B vztah B=T"'B ,

tudiz budeme-li se zabjvat pouze submatici Bi; potom z T~! pouZijeme jen w' a
i
H w” "
By = |:ET:| b: : (5.7)

n

Ukazuje se tedy, ze prvky matice By jsou v tomto pripadé komplexné sdruzené

b bb bb
BY = H , BYB, = {% Bb} : (5.8)
Volime tedy R~! = b_lg = # (analogie s pfedchozi kapitolou). Déle jesté ukazeme,

7e sou¢in By R™' B, dévé v tomto pifpadé singularni matici nebot pii vypoctu de-
terminantu dostavame det {2y = bbbb — bbbb = 0. Déle plat bb = |b]* = |bb| = |bb],
¢ili pokud bR™'b = 1, potom také |w| = |[bb] = 1.

1 Pro komplexni &slo b plati bb = |b|?> = Re?b + Im?b. P¥imym v§poctem soucinu |bb| dostavame

bb] = [Re?b — Im?b + 2jReblmb| = 1/ (Re?b — Im?b)” + 4Re?blm?b = / (Re?b + Tm?b)” = [
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Posunovani komplexné sdruzenych poli

vvvvvv

B! jsou i pro m > 2 komplexné sdruZené (viz piedchozi bod). TakZe i zde soucin
BER™1 B, d4v4 hermitovskou matici ve tvaru (5.6]) pro libovolnou matici R € R™*™.
7 téchto vSech matic vybereme libovolnou symetrickou a pozitivné definitni.

Pomoci rovnic (5.1), (5.4) a (5.6) dostavame Hamiltonovu matici ve tvaru

A2 O—Qg X
A 0 Jix x |[T7" 0
| [ A
0 0 0 —JH

Vlastni ¢isla matic J a —J® chceme zachovat, tedy veskerou informaci o posunu vlastnich
¢isel A a A ziskdme pomoci charakteristického polynomu matice

Ay —Q
Hy 2| "2 al - 5.10
25, ) (510
Pro matici Hy vypocitame parametrizovany charakteristicky polynom.
[ sl — A2 Qg
det(sI — Hy) = det | --ommriomeen s )
ST = M) =det [ R
[s—XA 0 {1 w
0 s—\ w 1
=det | ,
g q2 s+A 0
L G2 ¢ 0 s+A
= 5" — 2 (ReA” + ¢ + Rewqip) s° +
+ | AI* + 2|APq + 2ReNwaqrz + (1 — [w]?)(¢® — |q12]?) - (5.11)

Oznaéme j a 7i novou polohu vlastnich ¢sel A a X. Pozadovany charakteristicky polynom
(redukovany o Cast, kterd se neméni) je zfejmé

det(s] — Ha ) = (s — p)(s + p)(s — 1) (s + 1),
= s* — 2Rep®s? + ||t (5.12)

Porovnanim koeficient u stejnych mocnin v rovnicich (5.11)) a (5.12]) dostdvame soustavu

dvou rovnic

Rep? = ReA® + ¢ + Rewqus , (5.13a)
|l = [A* + 2[APq + 2ReXwqiz + (1 — |w]*) (¢ — |q12]?) - (5.13b)

VyfeSenim této soustavy rovnic dostaneme hodnoty ¢, ¢qi2 a tedy i (), pomoci které
muzeme realizovat dané posunuti. Muze se stat, ze () je negativné definitni. V takovém
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Posunovani komplexné sdruzenych poli

pripadé nelze pro pozadovanou poloha pdli u a 7r nalézt kvadraticky optimalni regula-
tor. Dale budeme zkoumat oblast, pro kterou lze kvadraticky optimalni regulator nalézt.
V soustaveé se vyskytuje i w. PTipustna oblast bude zfejmé zavisla na hodnoté w. Po-
zornému ¢tenari jisté neunikne, zZe dana soustava dvou rovnic ma v podstaté tfi neznamé,
nebot hleddme ¢ € R a ¢ € C. g1 pfedstavuje dvé nezndmé — redlnou a imaginarni ¢ast.

Pro snazsi orientaci v rovnicich a dalsi vykreslovani pfipustnych oblasti budeme pou-
zivat notaci

x=Reu, y=Imp. (5.14)

Tedy soustavu ([5.13)) prepiSeme do tvaru
22 — y> = ReA? + ¢ + Rewqis, (5.15a)
(@ +y7)* = A" + 2|\ Pq + 2ReNwaqis + (1 — |w[*)(¢* — |gr2]*) - (5.15b)

V nasledujicich tifech sekcich bude rozebran tvar pfipustné oblasti v zavislosti na hod-
noté w.

5.1 Pripad |w|=1

Tento piipad je charakterizovan singularitou matice 2o; takova situace nastava u systému
s jednim vstupem (rozebrano podrobné na strané|38]). V soustaveé rovnic ((5.15]) se vynuluje
kvadrat ¢ a |qi2|? a dostavame soustavu rovnic linedrnich v zévislosti na q.

22 — y? = ReA? + ¢ 4+ Rewqio, (5.16a)
(2% 4 32)? = [N + 2|\ %q + 2ReX’wqis . (5.16b)

Pomoci pozadavku na pozitivni semidefinitnost matice ()5 se pokusime nalézt hranice
pripustné oblasti pro p. Protoze pozadujeme ¢ > 0, potom ()5 je pozitivné semidefinitni
pravé tehdy, kdyz ¢ > |g12|. Vyslednou nerovnost lze jesté upravit

q > |q2| > lwqia] > |Rewqa] -

Z této rovnice plyne
q + Rewqips > 0. (5.17)

Nerovnost g > |q12| lze také upravit do tvaru

IN%|g > [N?]|qu2] > [Nwqia| > [ReX’wqrs] -

Z této rovnice plyne

2|7\ + 2ReN’wqp > 0. (5.18)

Nyni dosadime nerovnosti ((5.17)) a ((5.18)) do soustavy rovnic (5.16)) a dostavame nerovnosti
7% — y* > ReA?, (5.19)

T DY (5.20)
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Posunovani komplexné sdruzenych poli

Prvni nerovnost (5.19)) vyjadifuje oblast ohrani¢enou hyperbolou se stfedem v pocatku a
asymptotami y = £x. V zévislosti na znaménku ReA? dostdvdme konjugované hyperboly

e Hyperbola otevirajici se podél imaginarni osy — pro ReA? > 0 tedy |Re)| > [Im)\|

e Hyperbola otevirajici se podél redlné osy — pro ReA? < 0 tedy |[Re)| < [Im)|

e Pro ReA? =0 (JReA| = |Im)|) se rovnice hyperboly degeneruje na rovnici asymptot
y = tux.

Druhé nerovnost ((5.20]) vymezuje oblast vné kruznice se stfedem v poc¢atku a polomé-
rem |\|.
Prtinikem obou oblasti dostaneme pripustnou oblast pro p; zamérime se také na prinik

hrani¢nich kiivek, ktery zjistime vzajemnym dosazenim nerovnic (5.19) a (5.20]) a zdménou
> za rovnost.

:CZ—yzzRe)\2, x2+y2:‘)\’27
—2y% = ReX? — |\|? = —2Im?),
92 = ImQ)w 2 = Re?\.

Ukazuje se tedy, Ze k priniku hrani¢nich kiivek dochézi v bodech +X a £.
Obrazek ukazuje pripustné oblasti pro rizné hodnoty A a néasledujici véta poté
shrnuje charakteristiky oblasti pro |w| = 1.

Véta 5.1: Necht plati predpoklady dané kapitolou[3. Vihovou matici R volime tak, aby

platilo Q9 = BER™By = [L %] a |w| = 1. Riditelnd komplezné sdrufend vlastni ¢isla \ a

X matice A lze kvadratickym kritériem posunout do oblasti vymezené hyperbolou (5.19) a

kruznict (5.20)). K praniku hyperboly a kruznice dochdzi prdvé v bodech =\ a +\. Hranicni
krivky jsou charakterizovdany vlastnosti det Q2 = 0 = q = |q12].

5.2 Pripad w =20

V této situaci matice €2y tvori jednotkovou matici. To pfinasi jista zjednoduseni v soustaveé
rovnic (5.15)). Kvadrat ¢* a |g12|* ale zlistava a komplikuje feseni. Dostavame soustavu

2?2 —y? = ReA? + ¢, (5.21a)
(22 +y3)? = [N+ 20 Pq + ¢ — |q]?. (5.21Db)
Hledame takovou oblast v komplexni roviné, pro kterou bude mit soustava rovnic ((5.21))
feSeni spliiujici ¢ > |q12| a zéroven ¢ € R, g2 € C. Rovnice (5.21a) ukazuje, ze ¢ je
skutecné realné feseni v pripadé, Ze je rovnice (5.21b|) splnéna pro ¢;5 € C.
Rovnici (5.21b)) pouzitim Gpravy na ¢tverec prepiseme do tvaru

|Q12|2 = (q -+ ‘)\’2)2 — (1’2 + y2)2 .
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Posunovani komplexné sdruzenych poli

(a) Pfipustnd oblast pro u pro A=2j a |[w| =1 (b) P¥ipustnd oblast pro ppro A = —14+2ja |w| =1

AIms

(c) P¥ipustné oblast pro u pro A = —2+2j a |w| = 1 (d) P¥{pustné oblast pro gy pro A=3+2ja |w| =1

Obréazek 5.1: Pfipustné oblasti pro p pro rizné hodnoty A\ za predpokladu |w| = 1 —
obrazky ukazuji rtizné tvary hyperbol v zavislosti na znaménku Re\?
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Posunovani komplexné sdruzenych poli

Aplikaci podminky |gi2| > 0 dostavame nerovnost

2y’ < g+ M2

Dosazenim z rovnice (5.21al) dostavame koneény tvar omezeni
2?4y <a?—y? —ReM + |\,
2y < |A]* — Re)?,
y? < Im?\. (5.22)
Nerovnost vymezuje pés §itky 2|Im\| symetricky s redlnou osou a vyjadiuje, Ze imaginérni
¢ast p nemize byt nez vétsi imaginarni ¢ast posunovaného vlastniho ¢isla A\. Omezeni

imaginarni ¢asti je vykresleno na obrazku [5.3| ¢ervenou ¢arou.
Dalsi omezeni lze vyjadfit z podminky pozitivni semidefinitnosti matice (J9; uzitim

2 — |q12]?> > 0 v rovnici (5.21b)) dostaneme
7" = |qz]
(@ —y*)* = 2P — A" = ¢" — |q2|* > 0,
(z® —?)* = 2[A(z® — y* —ReX’) — [A|* > 0,
(2% — v = 2| A2 (2® — %) + |AI* > 4|\ Im® ). (5.23)
Vysledna nerovnost vymezuje oblast vné od rovinné kiivky 4. stupné nazyvané Cassiniho

ovdl. Cassiniho oval patii do skupiny krivek, které vzniknou fezem toroidu. U Cassiniho
ovalu dochézi k fezu rovinnou rovnobéznou se svislou osou toroidu — viz. obrazek

LI

Obrazek 5.2: Cassiniho oval vyznaceny tu¢nou modrou ¢arou na fezu toroidu

Obecna rovnice Cassiniho ovalu je podle (Weisstein| 2009a).

(2 + %) — 2% (2 — y?) + e = a?, (5.24)
kde e znaci ohniskovou vzdalenost, a je parametrem kiivky. V nasem ptipadé je tedy
e=|A, a==+v2/\||Im}|. (5.25)

Cassiniho oval mize nabyvat riznych tvart v zavislosti na parametru a.

43



Posunovani komplexné sdruzenych poli

e Pro a > 2e¢? ma Cassiniho oval tvar podobny elipse. Dosazenim pomoci ([5.25)
dostavame

2I\[|TmA| > 2A,
TmA| > [)]. (5.26)

V nasem pripadé lze dosdhnout pouze rovnosti a to v situaci, kdy komplexni ¢islo
A mé nulovou realnou ¢ast. To je ilustrovano modrou kiivkou na obrazku

2 2

< a? < 2¢? se na Cassiniho ovalu objevuji prihyby. Vyjadienim spodni
nerovnosti dostavame

e Pro e

2| Al ImA| > |A]?,
4Im?\ > Re?\ + Im?)\,
Re’A
T
Tato situace je znézornéna modrou kiivkou na obrézcich [5.3b] [6.3c a [5.3d]

Im2)\ >

(5.27)

e Pro e = a? se jedna o Bernoulliovu lemniskatu (Weisstein), 2009b). Z pfedchoziho
odvozeni (5.27)) plyne, Ze tento tvar dostavame pro Im*)\ = ReT2)‘. Modra ktivka na

obrézku |5.3¢ ukazuje Bernoulliovu lemniskatu pro A = —3 + /3;.

e Pro €2 > a2 tvoii Cassiniho oval dvé ¢asti symetrické podle imagindrni osy. Tato
. . 2 . / /
situace je pro Im?\ < % a je demonstrovana na obrazku modrou barvou.

Zajimavou otazkou je, zda se Cassiniho oval a primka y = +ImA v nékterém bodé
protinaji. Pokud se protinaji, potom v kolika bodech? Nejprve budeme hledat extrémy
Cassiniho ovélu (jeho maxima i minima) a podle jejich hodnoty ur¢ime vzajemny vztah
obou ktivek. Cassiniho oval je implicitné zadana funkce, tudiz k feseni vyuzijeme vétu
o derivaci implicitné zadané funkce (Hamhalter a Tiser] [2005, Véta 8.2). Ozna¢me hranici
oblasti dle ((5.23))

fla,y(2)) = (z° +y*)* = 20 (2® = y*) A = 4AIm*A = 0. (5.28)
Pro derivaci implicitné zadané funkce plati

a __fasto)
dr W y()

Pouzitim tohoto vztahu dostédvame derivaci f(z,y(x)) ve tvaru

d_y . _Ig +~Ty2 - |/\|2ZE xEx +y _ |/\| ) (529)

dr — PHay+ Ny g+ AP

Jmenovatel (parcidlni derivace podle y) nesmi byt nulovy. Takova situace nastane pouze
v ptipadé y = 0, kdy se jedna o ulohu posunuti redlného pdlu (rozebrano v kapitole [4)).
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Vyraz ve jmenovateli v zavorce je pro nenulové y vzdy kladny. Budeme vySetifovat extrémy
funkce f(x,y(z)) poloZenim jeji derivace rovné nule. Jmenovatel z rovnice (5.29) mizeme
vypustit a dostavame

—z(2®+y* = |A\*) =0.

Reseni = 0 nem4 smysl, protoze pély posunuté kvadratickym kritériem maji redlnou
¢ast vzdy zdpornou. Zbyva vyraz x? + y* — |A]? = 0. Jeho dosazenim do (5.28) bychom
méli dostat polohy maxim a minim.

vyt = AP,
(IAP)? = 2IAP(IAPP = 24°) — 4[APIm*A =0,
P =Im*\ = 2% =Re’\.

Funkee f(z,y(r)) mé4 extrémy v bodech £\ a ). Pro libovolné ) a \ plati, ze se Cassiniho
oval dotyka primek y = +ImA\ pravé ve ¢tyrech bodech a vyplnuje tak pas dany témito
primkami.

Véta 5.2: Necht plati predpoklady dané kapitolou[3. Vihovou matici R volime tak, aby
platilo Qy, = BYR™'B, = [} 9]. Riditelnd komplezné sdruzend vlastni ¢isla A a X matice A
lze kvadratickym kritériem posunout do oblasti vymezené pdsem sitky 2|ImA| symetrického
podle redlné osy a vnéjskem Cassiniho ovdlu s ohnisky v bodech £|\|, jehoZ tvar je zdvisly
na pomeru ]ﬁs’; |. Posun podél Cassiniho ovdlu nastane v situaci det Qy = 0 = ¢* — |qia| =

0, zatimco posun pri konstantni imagindrni cdasti je v situaci q12 = 0.

(a) P¥{pustnd oblast pro g pro A=2j aw =0 (b) Pfipustnd oblast pro y pro A\=—-1+2jaw =0
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\ AIrns
S E—

/

/A —
\)\

(c) Ptipustnd oblast pro p pro A = —2+2j aw =0 (d) Pfipustna oblast pro g pro A =3+2jaw =0

AIms

e) Ptipustna oblast pro p pro A = —3 + /3 a (f) P¥ipustna oblast pro p pro A = =2+ j a w = 0;

; modra kiivka tvofi Bernoulliovu lemniskatu Cassiniho oval je rozdélen na dvé symetrické ¢asti

Obrazek 5.3: Pripustné oblasti pro u pro rizné hodnoty A za predpokladu w = 0; obrazky

ukazuji na riizné tvary Cassiniho ovélt v zavislosti na poméru |{°%
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5.3 Pripad 0 < |w| < 1

V predchozich dvou oddilech jsme se zabyvali situacemi, kdy |w| = 1 viz sekce a
w = 0 viz sekce [5.2] Zavér z prvni uvedené sekce byl, Zze pfipustna poloha péli je vyme-
zena kruznici a hyperbolou, zatimco zavér v pripadé w = 0 byl, ze pfipustna oblast je
ohranicena Cassiniho ovalem a primkami y = +ImA. Jakkoli je Cassiniho oval podobny
kruznici, o pfimce zdaleka nemiiZzeme fici, ze by se mohla charakterem svého omezeni
blizit hyperbole.

Co lze ocekavat od situace 0 < |w| < 17 Omezeni by se neméla skokové ménit, nebot
jejich charakter je zavisly na spojité veli¢iné w.

Cassiniho oval < Kruznice U tohoto omezeni lze ocekavat, Ze se vzristajici velikosti
|w| se bude Cassiniho oval blizit kruznici. K této hypotéze nas nevede jen podobny
tvar obou krivek, ale zejména spolecna vlastnost, ze vyjadiuji situaci, kdy det Q)2 =
0.

Na tomto misté je vhodné pripomenout, ze Cassiniho oval je krivka ¢tvrtého stupné,
zatimco kruznice druhého. Dopiedu nelze odhadnout, jakého stupné bude tato
kiivka pro obecny pfipad 0 < |w| < 1.

Primka y = £ImA\ < ? U tohoto omezeni Ize jen tézko odhadovat jeho vyvoj. MiZeme
o¢ekavat, ze se pro |w| — 1 bude maximum oboru hodnot daného funkci tohoto
omezeni blizit k nekonecnu.

Hyperbola S omezenim hyperbolou se v podstaté setkdvame ve vsech pripadech, pouze
v piipadé |w| = 1 je toto omezeni aktivni, jinak je nahrazeno omezenim danym
predchozim bodem.

Analyzu ptipustné oblasti pro pozadovanou polohu péli i a 7t provedeme ze soustavy
rovnic (5.15)). Pro lepsi srozumitelnost textu ji zde znovu uvedeme

22 — y> = ReA? + ¢ + Rewqis, (5.30a)
(22 +y3)? = |\* + 2|APq + 2ReNwqiz + (1 — |w]?) (¢ — |qu2]?) . (5.30Db)

Podminky piipustného feseni jsou:

e ¢ je redlné ¢islo, ¢12 je komplexni ¢islo. Z rovnice (5.30a) je ziejmé, Ze ¢ je redlné
v pripadé, Ze pro néjaké g2 € C je rovnice ((5.30b)) je splnéna.

® |qi2| > 0.
® ¢ > |q12|. Tento pfipad bude rozebran dale.

Inspirovani predchozimi sekcemi dosadime tuto nerovnost do rovnice ([5.30b)) a ziskdme

(2% + y*)? > |A\* + 2|A\|Pq + 2ReNwqis . (5.31)
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Dostavame nerovnost, ktera je zavisla na ¢ i ¢;2. Tento zptisob feseni nepovede k vyjadireni
piipustné oblasti, dokud nebudeme znat vyjadieni ¢ = f(z,y, \,w) a ¢12 = g(x,y, \,w),
které lze spocitat pomoci vypocetniho programu, jenz umi pracovat se symbolickymi
proménnymi (napt. Matlab). Reseni poté vede na velice komplikované a dlouhé vztahy.

My zvolime jinou strategii. Pro oba krajni pfipady |w| = 1 a w = 0 plati vlast-
nost, Ze rovnice ¢ = |g12| vyjadfuje maximalni redlnou ¢ast piipustného p pro dané
y € (—[ImA|, |ImA]). Budeme predpokladat platnost této vlastnosti i pro obecny piipad.
Dale budeme postupovat tak, ze zavedeme optimaliza¢ni problém

min {xQ c2? — 9% — ReA? — ¢ — Rewqrz = 0,
(22 +yH)? — |M\* — 2|A[Pq — 2Re wqio—
(1= wP)(¢® = lar2l*) =0,
¢ —lqa|*=0 }. (5.32)
Rovnice (5.32) vyjadiuje pozadavek na minimalni hodnotu kvadratu realné casti p za

predpokladu, ze plati rovnice (5.30a), (5.30b) a det @2 = 0. Jednd se o optimaliza¢ni
problém s omezenimi ve tvaru rovnosti; zavedeme Lagrangeovu funkci

L=a>4+)\ (x2 - y2 —ReX? — ¢ — Rewag) +
+ X2 (2 + 97 — A" = 2IAPq — 2ReXwaqrz — (1 — [w]?)(¢* — |q12]?)) +
+ A3 (0% — |qwal?) - (5.33)

Extrém funkce f(z,q, q12) = 22 nastane tehdy, kdyz bude platit (viz. (Stechal, 2000, Sekce
2.3))

oL oL

%_07 a_Al_OJ

oL oL

= - = .34
34 0, Dy 0, (5.34)
oL oL

— =0, —=0.

9q12 O0As

Pro feseni soustavy rovnic (5.34) je vhodné pouZit opét vypocetni systém. V porovnani
s vyjadienim ¢ = f(z,y,\,w) a q12 = g(z,y,\,w) vede tato metoda k jednodussimu

vyjadieni vysledného omezeni.

Analyzou feseni pro nékolik zvolenych w jsme dostali nasledujici zaveéry

e |w| = 1: Vysledkem je ¢ast kruznice, zavér je v souladu se sekci

e w = 0: Resenim je ¢ast Cassiniho ovélu, stejné jako jsme popisovali v sekci

e 0 < |w| < 1: Resenim je kiivka osmého stupné, kterd se pro |w| — 1 blizi kruznici
a pro |w| — 0 blizi Cassiniho ovalu — modré kfivka na obrazku |5.4].
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N4&s predpoklad, ze maximalni redlné ¢ast p je pro 0 < |w| < 1 a pro y € (—|ImA|, [ImA|)
charakterizovana det ()2 = 0, byl zfejmé spravny.

Pro vyjadreni omezeni maximélni imaginarni ¢asti je postup pomoci formulace tlohy
jako optimalizacniho problému ztiZzen tim, Ze nezname charakteristiku tohoto omezeni.
V zadéani optimaliza¢niho problému by se poté objevila nerovnost, ktera komplikuje celou
situaci.

Maximalni imaginarni ¢ast pro dané w jsme tedy ziskali vyjadienim pro kazdé
x. Vysledky pro rizné w jsou na obrazku znazornén cervenou kiivkou. Z obrazki lze
vy¢ist pomaly rist maximalni pfipustné imaginarni ¢asti pro |w| < 0.5, rychlejsi v oblasti
0.5 < |w| < 0.9 a strmy v oblasti 0.9 < |w| < 1. Déle se ukazuje, Ze zadny pevny vztah
mezi q a g2 neplati.

Véta 5.3: Necht plati piedpoklady dané kapitolou [3. Vihovou matici R volime tak, aby
platilo Qy = BYR™By = [1 %], kdew € C a 0 < |w| < 1. Ddle méjme riditelnd komplezné
sdrufend vlastni ¢isla X a X\ matice A. Kvadratickym kritériem lze posunout redlnou cdst
A doleva od jeho stabilniho obrazu, imagindrni édst je shora omezena (zndzornéno na
obrazku . Pro mazimdlni pripustnou redlnou ¢dst (modrd krivka) plati vlastnost ¢ =
|q12| @ je vyjadrena krivkou osmého stupné. Naopak u mazimdlni imagindrni édsti (Cervend
krivka) nepozorujeme Zadny vztah mezi q¢ a qi2.

AIms AIms

Al

vE

yl‘

(a) Pfipustnd oblast pro u pro A = —1 4 2j a |w| = (b) P¥ipustnd oblast pro g pro A= —-1+2j a |w| =
0.5 0.8

49



Posunovani komplexné sdruzenych poli

Alms AIms

V&
V&

>
>

c¢) Pfipustnd oblast pro u pro A = -1+ 2j a |w| = (d) Pfipustna oblast pro p pro A = —1+42j a |w| =
0.9 0.95

Obrazek 5.4: Piipustné oblasti pro p pro rizné hodnoty w

5.4 ResSeni algebraické Riccattiho rovnice

Kromé pripustnych oblasti pro 1 a iz nas jesté zajima vypocet feseni ARE P a zesileni F'
stavové zpétné vazby.
Podle kapitoly [3] zndme vztah

p=T7Hpr1,
kde P miiZeme v tomto pripadé uvazovat ve tvaru

~ [P o0
P-4

P, € C?*? je hermitovsk4d matice se stejnymi diagonalnimi prvky. Navic P, > 0. Alge-
braickd Riccatiho rovnice vyjadfena pomoci transformovanych matic je ve tvaru (3.11));
uvedeme zde jeji tvar jesté jednou

T (EH? + PA— PBR'BUP @) T1=0.
Dosazenim transformovanych matic do této rovnice dostavame redukovany tvar ARE

PyAy + AP, — Py, Py + Qy = 0. (5.35)
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Vyfesenim rovnice ([5.35)) dostavame transformované P. K ziskdni P nam staci pouze
vlastni vektory prislusné \ a A

_ wt
P = [w w} Py [wT} .
Zesileni stavové F' potom ziskdme dosazenim do vztahu (3.6))
F=-R'B'P.

Ukazuje se, ze i v pripadé posunuti dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel neni
potfeba pocitat feseni algebraické Riccatiho rovnice pro matice velikosti n x n, ale staci
2 x 2.

o1



Kapitola 6
Zaver

V této praci byla rozebrana metoda iterativniho navrhu linearnich kvadraticky optimél-
nich regulator, ktera dava navrhari ridiciho systému urcity nadhled na chovani vysled-
ného zpétnovazebniho systému. Predem zvolena poloha pdli uzaviené smycky totiz de-
finuje jeji dynamiku, pfechodovou charakteristiku atp. V kazdé iteraci dojde k posunuti
jednoho realného pélu nebo dvojice komplexné sdruzenych poli.

Uvedenad metoda je pouzitelna na systémy, které doposud nemaji fizeni, ale i na sys-
témy s kvadraticky optimalnim reguldtorem, u kterych chceme chovani daného regulatoru
pozménit, ale zaroven si ponechat dobré vlastnosti LQ regulatorti (amplitudova a fazova
bezpecnost).

Metoda je zalozena na transformaci systému do Jordanova kanonického tvaru. V takto
transformovaném systému se velmi dobfe projevi vazba vstupu na posunovany pdl. V trans-
formovanych soufadnicich poté byly odvozeny vztahy pro vypocet vahovych matic @ a R,
feseni algebraické Riccatiho rovnice P a zesileni stavové zpétné vazby F', které realizuji
dany posun. Posunuti péld neni libovolné. Je zavislé na typu pélu:

Realny pd6l Problém posunovéni realnych pdla byl rozebran v kapitole 4l Hlavnim vy-
sledkem je, Ze dany pdl lze posunovat pouze doleva od jeho stabilniho obrazu — stava
se rychlejsim.

Komplexné sdruzena dvojice polii Posunovani komplexné sdruzenych péli bylo pro-
bréno v kapitole 5] Zde jsme dosli ke stejnému zavéru jako v ptipadé redlného pélu
(pdl 1ze posunout pouze doleva od stabilniho obrazu), ale navic byla rozebrano, jak
se pritom miize ménit imaginarni ¢ast. Ukazali jsme, Ze maximalni imaginarni ¢ast
je zavisld na parametru w, ktery pro w = 0 nedovoluje zvétSovat imaginarni c¢ast,
pro 0 < |w| < 0.5 dovoluje velmi malo zvétsit imagindrni ¢ast; poté maximalni
imaginarni ¢ast zacne strméji rist az pro |w| = 1 je neomezena. Imaginarni ¢ast je
v takovém pfipadé ohranicena hyperbolou.

Zkoumali jsme i minimalni velikost realné ¢asti y v zavislosti na parametru w. Re-
senim tulohy jako optimalizacni problém jsme dostali minimalni velikost realné ¢asti
i pro danou imaginarni ¢ast p. Tvar kifivky byl potom odvisly od parametru w.

52



Zavér

Ukazali jsme pékny prechod od kruznice ke Cassiniho ovalu pres implicitné zadané
kiivky osmého stupné.

V porovnani s ostatnimi pracemi jsme dokazali uchopit problém v celé obecnosti a
uspokojivé jej vytesit. Plivodni prace byla rozsitena z jednorozmérovych na mnoharoz-
meérové systémy. U pripadu posunovani komplexné sdruzené dvojice poli byla nalezena,
analyzovana a vykreslena pripustna oblast pro novou polohu pdlii.

Jedinou otevienou otazkou je matematicky popis kiivky omezujici imaginarni cast
v obecném piipadé 0 < |w| < 1, kdy jsme jeji tvar vyfesili numericky pro danou polohu
posunovaného polu.
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