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Abstrakt

Tato bakalářská práce se skládá ze dvou část́ı. V prvńı části jsem se v laboratoři K26

seznámil s modelem vodárny TQ. Tento model jsem následně identifikoval a na základě

této identifikace jsem teoreticky navrhl dva PID regulátory. Funkčnost obou PID re-

gulátor̊u jsem odzkoušel na reálném modelu vodárny. Ve druhé části jsem zpracoval ka-

pitolu Frekvenčńı charakteristiky. Kapitola obsahuje řešené a neřešené př́ıklady, které

budou součást́ı knihy k výuce předmět̊u Systémy a modely a Systémy a ř́ızeńı.
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Abstract

This work is composed of two parts. In the first part I have acquainted myself with

the model of TQ waterstation in the laboratory K26. Subsequently this model has been

identified and following this identification there have been proposed theoretically two

PID controllers. Functionality of both controllers has been tested on the real model of

waterstation. In the second part I have prepared the chapter Frequency characteristics.

This chapter includes solved and unsolved examples, which will be part of a textbook for

teaching the subjects Systems and Models and Systems and Controlling.
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4.3 Srovnáńı navržených PID regulátor̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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4.5 Shrnut́ı regulace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5 Závěr 31
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Kapitola 1

Úvod

V každém vědńım oboru je velice d̊uležité, źıskat co nejrychleji informace o zkoumaných

objektech. Ne vždy je však účelem detailńı rozbor. Často se jedná pouze o základńı

informace slouž́ıćı pro přibĺıžeńı dané problematiky.

V oblasti ř́ızeńı je zvlášt’ d̊uležitá prvotńı představa o zkoumaných systémech. K to-

muto účelu jsou vhodné např́ıklad frekvenčńı charakteristiky, kde jednoduchým experi-

mentem s harmonickým sinusovým signálem a zkoumaným systémem źıskáme základńı

představu o vlastnostech a chováńı daného systému.

Součást́ı mé práce je kapitola pojednávaj́ıćı o frekvenčńıch charakteristikách. Tato část

obsahuje teoretický výklad a řešené př́ıklady, na kterých je aplikována teorie, vysvětlená

v úvodu této př́ılohy. Pro procvičeńı dané problematiky jsou v závěru kapitoly uvedeny

neřešené př́ıklady, na kterých je možné si ověřit źıskané znalosti. Kapitola by se měla stát

součást́ı knihy, která bude sloužit student̊um studuj́ıćım předměty Systémy a modely a

Systémy a ř́ızeńı k lepš́ımu pochopeńı problematiky frekvenčńıch charakteristik.

Daľśı část této bakalářské práce je zaměřena na model vodárny TQ v laboratoři K26.

Ćılem mé práce je seznámit se s t́ımto modelem vodárny TQ a provést jeho identifikaci.

Na základě provedené identifikace poté navrhnout regulátor a odzkoušet ho na modelu

Vodárny TQ.
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Kapitola 2

Vodárna TQ

Fyzikálńı model vodárna TQ na obr. 2.1 představuje systém se dvěma nádržemi N1 a N2

pro ř́ızeńı výšek hladin h1 a h2 při proměnném objemovém př́ıtoku a odtoku kapaliny.

Kapalina přitéká do nádrže N1 a jej́ı množstv́ı je ovládáno čerpadlem, které je ř́ızeno

vstupńım napět́ım. Z nádrže N1 kapalina odtéká přepouštěćım ventilem Vp do nádrže N2.

Odtud odtéká výtokovým ventilem Vv pryč ze systému.

Obrázek 2.1: Vodárna TQ – principiálńı schéma

Obě nádrže N1 a N2 maj́ı konstantńı pr̊uřez S1 = S2. Výšky obou hladin h1 a h2 jsou

sńımány ultrazvukovými sńımači a převáděny na napět’ové signály, které lze měřit po

převedeńı A/D převodńıkem RT Toolboxem Matlabu jako bezrozměrná č́ısla. Výšky hla-

din můžeme také odeč́ıtat př́ımo na fyzikálńım modelu. Jak vid́ıme na fotografii reálného

modelu Vodárny TQ na obr. 2.2, obě nádrže jsou opatřeny stupnićı. Můžeme tak na každé

nádrži odeč́ıtat výšku hladiny př́ımo v centimetrech. Vstupem do systému je napět́ı u1 [V]

3



4 KAPITOLA 2. VODÁRNA TQ

v rozsahu 〈0; 10〉, které ovládá zesilovač k1 motoru čerpadla, a v [-] představuj́ıćı otevřeńı

výtokového ventilu Vv. Napět́ı u1 nastavujeme zadáńım bezrozměrného č́ısla pomoćı RT

Toolboxu Matlabu, které je převedeno D/A převodńıkem a přivedeno na zesilovač k1 mo-

toru čerpadla. Výstupem ze systému je výška hladin h1 a h2 v nádrž́ıch N1 respektive N2.

Obrázek 2.2: Vodárna TQ – fotografie systému

Pro základńı popis systému můžeme zanedbat vlastńı dynamiku čerpadla s ohledem

na pomalou dynamiku celého systému, která je řádově v minutách, a jeho mrtvé pásmo

v počátku. Dále budeme předpokládat, že se čerpadlo chová jako zdroj objemového

pr̊utoku q1 = k1u1 [m3/s]. Nemuśıme tedy uvažovat odpor př́ıvodńıho potrub́ı a ani

protitlak sloupce kapaliny.

Čerpadlo přivád́ı do prvńıho válce objemový př́ıtok q1 [m3/s], č́ımž zvětšuje objem

kapaliny Q1 [m3] v tomto válci. Zároveň zvyšuje výšku hladiny h1. Množstv́ı kapali-

ny qp [m3/s] přitékaj́ıćı z prvńı nádrže N1 přepouštěćım ventilem Vp do druhé nádrže N2

za jednotku času, záviśı na rozd́ılu výšek hladin, který určuje ideálńı rychlost vp [m/s] toku

kapaliny mezi nádržemi, ploše ventilu S [m2], viskozitě kapaliny η (zde vody) a tvarovém

koeficientu ventilu σp. Součin všech těchto činitel̊u dá výsledný koeficient ventilu kp,

který lze určit experimentálně. Druhá nádrž má př́ıtok z prvńı nádrže, odtok qv [m3/s]

je přes ventil Vv. Odtok lze opět fyzikálně popsat jako volný výtok z otevřené nádoby a

experimentálně jej vyjádřit výsledným koeficientem kv.



2.1. TEORETICKÝ MODEL VODÁRNY 5

Pokud bude vstupńı napět́ı zesilovače čerpadla konstantńı a na model vodárny nebu-

dou p̊usobit žádné daľśı vlivy (poruchy), dojde po odezněńı přechodových děj̊u k uvedeńı

systému do rovnovážného stavu – pracovńıho bodu. V daném pracovńım bodě se výšky

hladin v obou nádrž́ıch neměńı. Př́ıtok do prvńı nádrže je rovný odtoku z prvńı nádrže,

který se rovná př́ıtoku do druhé nádrže. Př́ıtok druhé nádrže se také rovná odtoku z druhé

nádrže.

Informace souvisej́ıćı s popisem modelu vodárny jsem převzal ze zadáńı laboratorńı

úlohy vodárna TQ z předmětu X35SRI (Fuka, J. et al., 〈http://dce.felk.cvut.cz/sari/〉).

2.1 Teoretický model vodárny

Na základě teoretického popisu můžeme odvodit matematický model systému. Budeme

uvažovat vstupńı vektor u = [u1 v]T , výstupńı vektor y = [h1 h2]
T a stavový vek-

tor x = [h1 h2]
T . Model systému odvod́ıme ve fyzikálńıch jednotkách.

Pro objemové toky q1(t) [m3/s], qp(t) [m3/s] a qv(t) [m3/s] podle (Noskievič, P.,

1999, str. 66) plat́ı

q1(t) = k10u1(t),

qp(t) = kp0

√
h1(t)− h2(t) pro h1(t) > h2(t),

qv(t) = kv0v(t)
√

h2(t),

kde k10 [m3/Vs] je konstanta čerpadla u1(t) [V]. Význam konstant kp0 [m2,5/s] a kv0 [m2,5/s]

je stejný jako význam konstant kp a kv, které byly popsány výše. Zde jsou jen označeny

jinými indexy, aby při odvozováńı modelu systému byly dodrženy správné jednotky. Vstup

v(t) [-] představuje otevřeńı ventilu Vv. Pro hladiny h1(t) a h2(t) odeč́ıtané na výstupu

systému plat́ı

h1(t) = kch1(t),

h2(t) = kdh2(t).

Pomoćı konstant kc [cm] a kd [cm] přepoč́ıtáváme bezrozměrné výšky hladin h1(t) a h2(t)

odečtené ze sńımač̊u jednotlivých válc̊u na výšky hladin v centimetrech.

Abychom mohli odvodit matematický model, muśıme si nejprve vyjádřit změnu ob-

http://dce.felk.cvut.cz/sari/�


6 KAPITOLA 2. VODÁRNA TQ

jemu v [m3/s] pro každý válec

∆V1(t)

∆t
= q1(t)− qp(t),

∆V2(t)

∆t
= qp(t)− qv(t).

Pokud se bude ∆t → 0 můžeme tyto rovnice přepsat na diferenciálńı. Dosad́ıme-li za

objemové toky q1, qp a qv, tak pro matematický model plat́ı

ḣ1(t) = −kp

√
h1(t)− h2(t) + k1u1(t), (2.1)

ḣ2(t) = kp

√
h1(t)− h2(t)− kvv(t)

√
h2(t), (2.2)

y1(t) = kch1(t), (2.3)

y2(t) = kdh2(t), (2.4)

kde k1 [m/Vs] je konstanta čerpadla u1(t) [V]. Význam konstant kp [m0,5/s] a kv [m0,5/s]

byl popsán výše. Podrobněǰśı odvozeńı lze nalézt v (Noskievič, P., 1999).

Takto odvozený teoretický model můžeme realizovat např́ıklad pomoćı Matlabu v Si-

mulinku, viz obr. 2.3. Po určeńı konstant k1, kp a kv si na tomto nelineárńım modelu

můžeme ověřit správnost určených konstant a skutečnost, zda náš model odpov́ıdá realitě.
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Obrázek 2.3: Simulinkové schéma nelineárńıho modelu vodárny

Dále již budeme s konstantami k1, kc, kd, kp a kv, které jsme zde odvodili, pracovat

ve strojových jednotkách RT Toolboxu Matlabu a t́ım pádem výše odvozené konstanty

ztrat́ı svoje fyzikálńı rozměry, a proto je již nebudu uvádět.



Kapitola 3

Identifikace vodárny

V této kapitole změř́ıme převodńı charakteristiku čerpadla u1 → q1, ze které urč́ıme kon-

stantu čerpadla k1. Poté změř́ıme převodńı charakteristiky sńımač̊u hladin h1 a h2 ze

kterých urč́ıme konstantykc a kd. Dále urč́ıme konstanty kp a kv. Identifikováńım všech

výše zmı́něných konstant budeme moci ověřit správnost provedené identifikace na ne-

lineárńım modelu vodárny. Linearizaćı nelineárńıho modelu źıskáme model lineárńı, na

kterém budeme moci porovnat chováńı reálného systému v okoĺı rovnovážného bodu.

3.1 Statické převodńı charakteristiky

Pro sestrojeńı statické převodńı charakteristiky čerpadla potřebujeme změřit, jak záviśı

množstv́ı přitékaj́ıćı kapaliny na vstupńım napět́ı čerpadla, které ovládáme pomoćı bez-

rozměrného č́ısla RT Toolboxu Matlabu. Množstv́ı přitékaj́ıćı kapaliny můžeme např́ıklad

určit jako poměr změny hladiny za určitou časovou jednotku, např́ıklad 5 s. Abychom se

vyhnuli nepřesnostem zp̊usobených rozběhem čerpadla, budeme odeč́ıtat změnu hladiny

ve zvoleném intervalu 5 s nejdř́ıve po uplynut́ı 15 s měřeńı, tedy až bude kapalina přitékat

rovnoměrně.

Změřená převodńı charakteristika čerpadla je na obr. 3.1. Na převodńı charakteristice

vid́ıme, že čerpadlo můžeme ovládat pomoćı RT Toolboxu Matlabu v rozmeźı 〈0,2; 1〉,
a že čerpadlo má v intervalu 〈0; 0,2〉 mrtvé pásmo. Dále můžeme určit pro lineárńı oblast

konstantu čerpadla k1, která odpov́ıdá směrnici vynesené závislosti. Tedy

k1 = 0,0272.

7
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Obrázek 3.1: Statická převodńı charakteristika čerpadla

Kalibraci sńımač̊u provedeme tak, že si změř́ıme závislost bezrozměrné výšky hladiny

odečtené pomoćı sńımač̊u na výšce hladiny odečtené př́ımo na stupnici každé nádrže

v centimetrech. Centimetrová stupnice na obou válćıch má rozsah 〈0; 240〉 cm. Měřeńı

jsem provedl pro 8 hodnot. Ze sestrojených převodńıch charakteristik na obr. 3.2 vid́ıme,

že oba sńımače maj́ı nenulové hladiny pro nulové hodnoty odečtené pomoćı sńımač̊u.

Tyto nenulové hodnoty přičteme při každém měřeńı k odečteným hodnotám. Přepoč́ıtané

převodńı charakteristiky, kde si nulové hladiny a odečtené nulové hodnoty ze sńımač̊u

odpov́ıdaj́ı, jsou na obr. 3.3.
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Obrázek 3.2: Převodńı charakteristiky sńımač̊u výšek hladin h1 a h2

Z převodńıch charakteristik můžeme určit konstanty sńımač̊u kc a kd pro hladiny h1

a h2. Dostáváme

kc = 315,41,

kd = 260,51.
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Obrázek 3.3: Kalibrované převodńı charakteristiky sńımač̊u výšek hla-

din h1 a h2

3.2 Identifikace konstant kp a kv

Konstanty kp a kv urč́ıme experimentálně. Konstanty můžeme identifikovat dvěma zp̊uso-

by měřeńı. Prvńı možnost je změřit si několik rovnovážných stav̊u. Druhá možnost, která

je výrazně rychleǰśı, spoč́ıvá ve změřeńı výtokových charakteristik. Pro oba zp̊usoby pak

konstanty spoč́ıtáme dosazeńım do rovnic (2.1) a (2.2).

3.2.1 Identifikace kp a kv z rovnovážných stav̊u

Nejprve nalezneme vhodné nastaveńı přepouštěćıch ventil̊u Vp, Vv a ř́ıdićıho napět́ı u1

tak, aby se hladiny h1 a h2 ustálily v rovnovážné poloze, tedy v pracovńım bodě. Aby

bylo možné dobře regulovat výšku hladiny h2, tak hladina h1 v prvńı nádrži by neměla

přesáhnout 2/3 celkové výšky válce, a hladina h2 v druhém válci by neměla klesnout

pod 1/5 celkové výšky válce, viz návod (Fuka, J. et al., 〈http://dce.felk.cvut.cz/sari/〉).
Z pracovńıho bodu provedeme po ustáleńı výšek hladin h1 a h2 skok zvýšeńım ř́ıdićıho

napět́ı u1 o 5%. Opět počkáme, dokud se hladiny neustáĺı a poté provedeme skok zvýšeńım

o daľśıch 5%. Při měřeńı posledńıho skoku sńıž́ıme ř́ıdićı napět́ı o 5%.

T́ımto źıskáme čtyři rovnovážné stavy, ze kterých podle rovnic (2.1) a (2.2) vypoč́ıtáme

pro každý rovnovážný stav hodnotu konstant kpi
a kvi

, ze kterých pro určeńı výsledných

konstant kp a kv vypoč́ıtáme jejich pr̊uměr.

Abychom dosáhli rovnovážné polohy, byl pracovńı bod zvolen následovně. Řı́d́ıćı

napět́ı u1 = 0,57 a ventily Vp a Vv byly nastaveny na hodnotu 4 respektive 3, jak uka-

zuje obr. 3.4.

http://dce.felk.cvut.cz/sari/�


10 KAPITOLA 3. IDENTIFIKACE VODÁRNY

Obrázek 3.4: Vodárna TQ – detail systému

Výše popsané změřené pr̊uběhy jsou na obr. 3.5.
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Obrázek 3.5: Vstupńı signál a naměřené pr̊uběhy hladin h1 a h2

Konstanty byly určeny takto

kp = 0,0355,

kv = 0,0156.

3.2.2 Nelineárńı model systému

Nyńı již známe všechny potřebné konstanty k1, kc, kd, kp a kv, abychom mohli porovnat

simulaci na nelineárńım modelu s reálným systémem.

Pokud dosad́ıme všechny určené konstanty do nelineárńıho modelu na obr. 2.3, tak

můžeme odsimulovat chováńı nelineárńıho modelu a porovnat ho s naměřenými pr̊uběhy

hladin z obr. 3.5. Ze srovnáńı na obr. 3.6 vid́ıme, že naměřená data se se simulovanými ne-

shoduj́ı. Experimentálně bylo zjǐstěno, že př́ıčinou je, že otvor pro výtok z druhé nádrže N2
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Obrázek 3.6: Srovnáńı naměřených pr̊uběh̊u hladin s nelineárńım modelem

v Simulinku pro vstup na obr. 3.5

je př́ılǐs malý a docháźı k jeho zahlceńı. Z tohoto d̊uvodu se tento ventil Vv chová

jako
”
zdroj odtoku“. Tedy, že z druhého válce odsává v́ıce kapaliny než by odpov́ıdalo

členu
√

h2(t) ve stavové rovnici (2.2).

Z tohoto d̊uvodu přidáme do stavové rovnice (2.2) konstantu h2v, která bude předsta-

vovat
”
zdroj odtoku“. Systém tedy bude mı́t jakoby vyšš́ı hladinu, která bude kompen-

zovat to, že se z druhého válce odsává v́ıce kapaliny než se předpokládalo v p̊uvodńım

modelu systému. Hodnota byla experimentálně stanovena na h2v = 0,8. Stavová rov-

nice (2.2) bude mı́t proto tvar

ḣ2(t) = kp

√
h1(t)− h2(t)− kvη

√
h2(t) + h2v.

Protože se změnila rovnice reprezentuj́ıćı model systému, muśıme zároveň upravit simu-

linkové schéma na obr. 2.3 představuj́ıćı nelineárńı model systému. Upravené schéma

ukazuje obr. 3.7. Po této korekci si již simulované a naměřené pr̊uběhy hladin odpov́ıdaj́ı.

Srovnáńı ukazuje obr. 3.8
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Obrázek 3.7: Opravené simulinkové schéma nelineárńıho modelu
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Obrázek 3.8: Srovnáńı naměřených pr̊uběh̊u hladin s nelineárńım modelem

v Simulinku pro vstup na obr. 3.5

Na obr. 3.9 a obr. 3.10 se můžeme ještě pod́ıvat, jaký vliv má změna konstanty kp

respektive kv, které jsme identifikovali z naměřených rovnovážných stav̊u, na nelineárńı

model systému. Z těchto srovnáńı je patrné, že přesnost nelineárńıho modelu záviśı na

přesném určeńı konstant kp a kv pro konkrétńı nastaveńı ventil̊u.
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Obrázek 3.9: Vliv konstanty kp na nelineárńı model systému
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Obrázek 3.10: Vliv konstanty kv na nelineárńı model systému
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3.2.3 Identifikace kp a kv z výtokových charakteristik

Konstanty urč́ıme pro porovnáńı i druhým zmı́něným zp̊usobem. Z teoretického popisu

systému vyplývá, že pro r̊uzné nastaveńı ventil̊u Vp a Vv se budou konstanty kp a kv lǐsit.

Zvoĺıme-li stejné nastaveńı ventil̊u jako v předchoźım př́ıpadě, budeme moci identifikované

konstanty kp a kv porovnat s výsledky z určeńı těchto konstant pomoćı prvńıho zp̊usobu.

Ventil Vp tedy nastav́ıme na hodnotu 4 a ventil Vv na hodnotu 3.

Měřeńı výtokových charakteristik provedeme následovně. Pro identifikaci konstanty kp

nejprve vyprázdńıme nádrž N2, napust́ıme nádrž N1, vypneme čerpadlo a uzavřeme oba

ventily Vp a Vv. Poté nastav́ıme ventil Vp do požadované polohy a budeme měřit pr̊uběh

výšek hladin h1 a h2. Z naměřeného pr̊uběhu na obr. 3.11 a z rovnice (2.1) můžeme určit

konstantu kp. Protože v tomto př́ıpadě je př́ıtok do nádrže N1 nulový, plat́ı

kp =
ḣ1(t)√

h1(t)− h2(t)
. (3.1)

Pokud do této rovnice (3.1) dosad́ıme hodnoty z naměřeného pr̊uběhu na obr. 3.11, do-

staneme

kp = 0,0322.
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Obrázek 3.11: Změřené výtokové charakteristiky pro určeńı konstanty kp

Pro identifikaci konstanty kv napust́ıme nádrž N2 a opět uzavřeme oba ventily Vp a Vv.

Poté nastav́ıme ventil Vv do požadované polohy a budeme měřit pr̊uběh výšky hladiny h2.

Změřený pr̊uběh je na obr. 3.12. Z naměřeného pr̊uběhu na obr. 3.12 a z rovnice (2.2)

můžeme určit konstantu kv. Protože př́ıtok do nádrže N2 je nulový plat́ı pro konstantu kv

rovnice

kv =
ḣ2(t)√

h1(t) + 0,8
. (3.2)
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Po dosazeńı do této rovnice (3.2) dostáváme

kv = 0,0161.
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Obrázek 3.12: Změřená výtoková charakteristika pro určeńı konstanty kv

Srovnáńı simulace na nelineárńım modelu s naměřenými pr̊uběhy pro nově źıskané

konstanty kp a kv je na obr. 3.13. Bylo ověřeno, že výtokové charakteristiky odsimulované

pomoćı nelineárńıho modelu pro zde vypoč́ıtané hodnoty konstant kp a kv odpov́ıdaj́ı

reálným naměřeným výtokovým charakteristikám.
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Obrázek 3.13: Srovnáńı naměřených pr̊uběh̊u hladin s nelineárńım mode-

lem v Simulinku pro vstup na obr. 3.5

Srovnáme-li konstanty kp a kv, které jsme identifikovali pomoćı rovnovážných stav̊u

a pomoćı výtokových charakteristik, zjist́ıme, že se nepatrně lǐśı. Z obr. 3.9 a obr. 3.10

vid́ıme, že i drobné nepřesnosti v určeńı konstant mohou zp̊usobit veliké nepřesnosti mezi

simulovanými a měřenými pr̊uběhy. Pokud srovnáme obr. 3.8 a obr. 3.13, tak vid́ıme, že

nelineárńı model pro konstanty určené pomoćı rovnovážných stav̊u je přesněǰśı a téměř

odpov́ıdá realitě. Proto budeme dále použ́ıvat konstanty kp a kv, které jsme změřily z rov-

novážných stav̊u. Druhý zp̊usob měřeńı pomoćı výtokových charakteristik je sice pod-

statně rychleǰśı, ale vzhledem k rychlému výtoku kapaliny z nádrže nelze ventil nastavit
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s dostatečnou rychlost́ı do žádané polohy. Proto je pravděpodobné, že konstanty kp a kv

budou identifikovány s chybou, která se negativně projev́ı na modelu vodárny. Např́ıklad

pokud bychom měřily výtokové charakteristiky pro konstantu kv pro nastaveńı ventilu na

hodnotu 2, dostali bychom kv = 0,007. Pro hodnotu 3 jsme spoč́ıtali 0,0161 a pro hodnotu

4 bychom dostali kv = 0,0256. Odtud je patrné, že konstanty záviśı na nastaveńı ventilu

velmi citlivě. Protože změna ventilu o hodnotu 1, zp̊usob́ı změnu kv o celých 100%.

3.3 Linearizovaný model systému

Z nelineárńıho matematického modelu v části 2.1 můžeme linearizaćı určit model linea-

rizovaný v nějakém rovnovážném bodě u10, h10, h20 a v0 z části 3.2.1. Dále již nebudeme

uvažovat v jako vstup, nebot’ otevřeńı ventilu bude po celou dobu konstantńı. Ventil Vv

bude konstantně otevřen na hodnotu 3. Dané nastaveńı, jak bude ventil Vv otevřen, bude

zahrnuto v konstantě kv. Obecný linearizovaný stavový popis je

∆ẋ =



− kp

2
√

h10−h20

kp

2
√

h10−h20

kp

2
√

h10−h20
− kp

2
√

h10−h20
− kvv

2
√

h20+h2v


 ∆x(t) +




k1

0


 ∆u(t),

∆y(t) =
(

0 kd

)
∆x(t) +

(
0

)
∆u(t) (3.3)

kde

∆x(t) =

(
h1(t)− h10

h2(t)− h20

)
, ∆u1(t) = u1(t)− u10.

Tento lineárńı model můžeme opět realizovat např́ıklad pomoćı Simulinku v Matlabu.

Na obr. 3.14 je zobrazen nelineárńı model a lineárńı model pomoćı stavových matic. Pro

ověřeńı správnosti můžeme porovnat simulaci lineárńıho modelu s nelineárńım modelem

na obr. 3.7, který pomoćı počátečńıch podmı́nek integrátor̊u a vstupńıho skoku napět́ı

nastav́ıme do zvoleného pracovńıho bodu, a s odpov́ıdaj́ıćımi naměřenými pr̊uběhy hladin

ze zvoleného pracovńıho bodu.
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Obrázek 3.14: Simulinkové schéma nelineárńıho a lineárńıho modelu
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Obrázek 3.15: Odezva nelineárńıho modelu, lineárńıho modelu

a naměřených pr̊uběh̊u hladin pro pracovńı bod u10 =0,57,

h10 =122 cm a h20 =50 cm na skok napět́ı o 5%
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Obrázek 3.16: Pracovńı bod u10 =0,5985, h10 =155 cm, h20 =73 cm a skok

napět́ı o 5%
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Obrázek 3.17: Pracovńı bod u10 =0,627, h10 =199 cm, h20 =105 cm a skok

napět́ı o −5%

Srovnáńı provedeme pro všechny tři naměřené pracovńı body z kapitoly 3.2.1. Výsled-

ky můžeme porovnat na obr. 3.15, obr. 3.16 a na obr. 3.17. V závěru této části ještě

urč́ıme přenos mezi napět́ım čerpadla a výškou hladiny h2 ve druhé nádrži N2. Přenosová

funkce G(s) je definována jako

G(s) = C(sI −A)−1B + D =
Cadj(sI −A)B

det(sI −A)
+ D,

G(s) =

kdkpk1

2
√

h10−h20

s2 +
(

kp√
h10−h20

+ kv

2
√

h20

)
s + kvkp

4
√

h20(h10−h20)+(h20+h2v)

. (3.4)

Po dosazeńı do (3.4) źıskáme hledaný přenos mezi napět́ım čerpadla a výškou hla-

diny h2 ve druhé nádrži N2. Dosad́ıme-li pracovńı bod u10 = 0,57, h10 = 122 cm

a h20 = 50 cm dostaneme

G1(s) =
908

3216s2 + 281s + 1
. (3.5)

Pro pracovńı bod u10 = 0,5985, h10 = 155 cm a h20 = 73 cm dostaneme

G2(s) =
947

3449s2 + 295s + 1
. (3.6)

A pro pracovńı bod u10 = 0,627, h10 = 199 cm a h20 = 105 cm dostaneme

G3(s) =
1000

3818s2 + 315s + 1
. (3.7)

Všechny tyto přenosy jsou vykresleny na obr. 3.18
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Obrázek 3.18: Porovnáńı přechodových charakteristik přenos̊u G1(s),

G2(s) a G3(s)

Skutečnost, že si jednotlivé přenosy neodpov́ıdaj́ı, je zp̊usobena t́ım, že systém vodárny

TQ je nelineárńı. Pro regulaci budeme použ́ıvat pracovńı bod u10 = 0,57, h10 = 122 cm,

h20 = 50 cm a přenos G1(s), který jsme z tohoto pracovńıho bodu identifikovali, viz (3.5).

3.4 Shrnut́ı identifikace

Lze ř́ıci, že identifikace systému vodárna TQ je v pořádku, a že modely odpov́ıdaj́ı

reálnému systému. O správnosti identifikace svědč́ı zejména obr. 3.8 a obr. 3.15. Model

jsem identifikoval jako systém druhého řádu. Nejobt́ıžněǰśı bylo nalézt vhodné nastaveńı

ventil̊u a ř́ıd́ıćıho napět́ı tak, aby se systém dostal do pracovńıho bodu. Z nelineárńıho

modelu jsem odvodil model lineárńı a identifikoval přenos mezi vstupńım napět́ım u0

a výstupńı výškou hladiny h2. Pro daľśı část, která se zabývá regulaćı, budu vycházet

pouze z tohoto pracovńıho bodu

u10 = 0,5985, h10 = 122 cm a h20 = 50 cm,

kterému odpov́ıdá přenos (3.5). Tento přenos ale vyděĺım konstantou kd, abych mohl

navrhovat regulátory v bezrozměrných jednotkách RT Toolboxu Matlabu. V následuj́ıćı

kapitole, která se zabývá regulaćı, budu tedy vycházet z tohoto přenosu

G(s) =
3,5

3216s2 + 281s + 1
. (3.8)



Kapitola 4

Regulace

V této části navrhnu regulátor na model vodárny TQ. Při regulaci se na model d́ıváme

jako na systém s jedńım vstupem u1 a jedńım výstupem h2. Vzhledem ke kombinaci

výhod regulátor̊u typu PI a PD, jsem se rozhodl pro návrh PID regulátoru. K návrhu

použiji metodu geometrického mı́sta kořen̊u (GMK) a frekvenčńı metody. Model vodárny

TQ budeme reprezentovat identifikovaným přenosem (3.8), proto budou všechny návrhy

a simulace regulátor̊u vycházet z pracovńıho bodu, ze kterého byl tento přenos identifi-

kován, tedy u10 = 0,57, h10 = 122 cm a h20 = 50 cm. Při návrhu se budu snažit doćılit

co nejrychleǰśı regulace při překmitu maximálně do 30%.

4.1 Návrh PID regulátoru pomoćı geometrického

mı́sta kořen̊u

K prvńımu návrhu využiji metodu geometrického mı́sta kořen̊u (John, J., 1998). GMK

pro přenos vodárny (3.8) je na obr. 4.1. Protože chceme navrhnout ideálńı PID regulátor,

přidáme do GMK jeden pól a dvě nuly regulátoru. Abychom dosáhli nulové regulačńı

odchylky, umı́st́ıme pól do počátku. Kv̊uli dobré regulaci umı́st́ıme prvńı nulu zleva, co

nejbĺıže za prvńı dva póly zprava. Nyńı máme v otevřené smyčce jednu nulu a tři póly,

viz obr. 4.2.

19



20 KAPITOLA 4. REGULACE

−0.09 −0.08 −0.07 −0.06 −0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

−3

Im

Re

Obrázek 4.1: GMK pro model vodárny
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Obrázek 4.2: GMK pro návrh PID regulátoru

Daľśı nulu umı́st́ıme nalevo od posledńıho pólu zprava. Nyńı dostáváme ideálńı PID

regulátor. Aby byl regulátor realizovatelný, muśıme přidat ještě jeden pól, který bude

filtrovat derivačńı nulu. Pól přidáme tak, aby byl prvńı zleva. Nyńı budeme již jen měnit

ześıleńı a drobně posouvat jednotlivé nuly a póly tak, abychom dosáhli co nejlepš́ıch

parametr̊u regulace. Výsledné GMK pro navržený PID regulátor je na obr. 4.3.
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Obrázek 4.3: GMK navrženého PID regulátoru
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Výsledný přenos regulátoru vypadá takto

C(s) =
34(s + 0,13)(s + 0,006828)

s(s + 0,25)
. (4.1)

Chováńı navrženého regulátoru můžeme vyzkoušet na nelineárńım a lineárńım modelu

vodárny, viz obr. 4.4.
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Obrázek 4.4: Simulovaný pr̊uběhu regulace navrženého PID regulátoru

z pracovńıho bodu

Regulaci na reálném modelu z pracovńıho bodu ukazuje obr. 4.5.
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Obrázek 4.5: Pr̊uběh PID regulace z pracovńıho bodu na reálném modelu

Na obr. 4.6 můžeme srovnat pr̊uběh simulované a naměřené regulace.
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Obrázek 4.6: Srovnáńı naměřené a simulované regulace PID regulátorem

z pracovńıho bodu
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Z tohoto srovnáńı vid́ıme, že simulovaná regulace odpov́ıdá reálné regulaci. Reálný

systém má překmit 30% a splňuje podmı́nku maximálńıho překmitu do 30%. Také vid́ıme,

že akčńı zásah odpov́ıdá rozsahu vstupńıho napět́ı u1. Bohužel je také patrné zašuměńı

výstupńıho signálu. Systém sice sleduje požadovanou referenčńı hodnotu, ale je hodně

zašuměný.

4.2 Návrh PID regulátoru pomoćı frekvenčńıch

metod

Druhý návrh provedeme pomoćı frekvenčńıch metod. Prvńı regulátor jsem navrhl pro

fázovou bezpečnost PM= 45◦. Experimentálně jsem ale zjistil, že při této fázové bezpečno-

sti se při regulaci dosahuje velkého překmitu. Proto bylo zapotřeb́ı zvolenou fázovou

bezpečnost PM zvýšit. Nakonec jsem došel k závěru, že nejvhodněǰśı fázová bezpečnost

pro zadané podmı́nky regulace v úvodu je PM= 70◦.

Při návrhu pomoćı frekvenčńıch metod postupujeme následovně podle (John, J.,

1998). Protože se jedná o PID regulátor, vycháźı fáze přenosu vodárny, na které budeme

odeč́ıtat frekvenci ω
D

arg{G1(jωD
)} = −149,3◦.

Z Bodeho charakteristik přenosu vodárny na obr. 4.7 odečteme na fázové charakteristice

pro PM= −149,3◦ frekvenci ω
D
= 0,232 rad/s. Ześıleńı na frekvenci ω

D
je

|G1(jωD
)|dB = −27,3 dB odtud |G1(jωD

)| = 0,043.
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Obrázek 4.7: Bodeho charakteristiky přenosu vodárny (3.8)
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Přenos ideálńıho PID regulátoru je

C
idealni

(s) =
k

D
s2 + k

P
s + k

I

s
,

kde pro jednotlivé složky podle(John, J., 1998) plat́ı

k
D

=
1

ω
D

√
2|G1(jωD

)| ,
kP = 1,1ω

D
k

D
,

kI = 0,1ω2
D
k

D
.

Po dosazeńı dostáváme přenos ideálńıho PID regulátoru

C
idealni

(s) =
111s2 + 18s + 0,24

s
=

109,7(s + 0,148)(s + 0,015)

s
.

Pomoćı Bodeho frekvenčńıch charakteristik s vyznačenou fázovou bezpečnost́ı si mů-

žeme na obr. 4.8 ověřit, zda otevřená smyčka přenosu vodárny a přenosu navrženého

ideálńıho regulátoru má skutečně fázovou bezpečnost PM= 70◦. Z obr. 4.8 vid́ıme, že

návrh ideálńıho PID regulátoru je v pořádku.
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Obrázek 4.8: Bodeho frekvenčńı charakteristiky otevřené regulačńı

smyčky s ideálńım PID regulátorem pro PM= 70◦

Nyńı přidáme ještě jeden pól, který bude filtrovat derivačńı nulu. Pól přidáme tak,

aby zvolenou fázovou bezpečnost ovlivnil co nejméně. Proto bude mı́t jeho přenos Gf

tvar

Gf =
1

1
ωf

s + 1
kde ωf

.
= 20ω

D
.

Po dosazeńı přenosu filtru Gf k ideálńımu PID regulátoru dostáváme výsledný PID re-

gulátor s přenosem

C(s) =
109,7(s + 0,148)(s + 0,015)

s(0,33s + 1)
=

330,7(s + 0,148)(s + 0,015)

s(s + 3)
. (4.2)
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Na obr. 4.9 se můžeme pod́ıvat na Bodeho frekvenčńı charakteristiky s vyznačenou

fázovou bezpečnost́ı otevřené regulačńı smyčky pro výsledný přenos regulátoru a přenos

vodárny.
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Obrázek 4.9: Bodeho frekvenčńı charakteristiky otevřené regulačńı

smyčky s reálným PID regulátorem pro PM= 70◦
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Obrázek 4.10: Simulovaný pr̊uběhu regulace navrženého PID regulátoru

z pracovńıho bodu

Navržený regulátor si opět můžeme vyzkoušet na nelineárńım a lineárńım modelu

vodárny z kapitoly 3.3. Srovnáńı je na obr. 4.10. Regulaci na reálném modelu z pracovńıho

bodu ukazuje obr. 4.11.



4.3. SROVNÁNÍ NAVRŽENÝCH PID REGULÁTORŮ 25
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Obrázek 4.11: Pr̊uběh regulace PID regulátorem z pracovńıho bodu

Na obr. 4.12 můžeme srovnat pr̊uběh simulované a naměřené regulace.
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Obrázek 4.12: Srovnáńı naměřené a simulované regulace PID regulátorem

z pracovńıho bodu

Z tohoto srovnáńı opět vid́ıme, že simulovaná regulace odpov́ıdá realitě. Také je pa-

trné, že akčńı zásah přesahuje rozsah vstupńıho napět́ı a čerpadlo se tak nacháźı v satu-

raci. Tento stav však trvá pouze 5 s, což je vzhledem k celkové době regulace, která trvá

zhruba 100 s, zanedbatelné. Reálný systém má překmit zhruba 28% a splňuje podmı́nku

maximálńıho překmitu do 30%. Výstupńı signál je opět silně zašuměň.

4.3 Srovnáńı navržených PID regulátor̊u

Oba regulátory splňuj́ı podmı́nky na kvalitu regulace, které byly zvoleny v úvodu kapitoly.

Regulátor navržený pomoćı frekvenčńıch metod má menš́ı překmit, ale deľśı dobu regu-

lace. Regulátor navržený pomoćı GMK dosáhne žádané hodnoty rychleji, ale má větš́ı

překmit. Bohužel, ale ani jeden z navržených regulátor̊u nedokáže odfiltrovat výrazné

zašuměńı výstupńıho signálu.
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4.4 Korekce navržených PID regulátor̊u

V naměřených pr̊uběźıch regulace si můžeme všimnout, že výška hladiny h2 je výrazně

zašuměná. Tento nepř́ıznivý jev bychom mohli odstranit pomoćı filtru, který by ze signá-

lu h2 šum odfiltroval. Kdybychom k identifikovanému přenosu vodárny (3.8) přidali filtr

druhého řádu typu dolńı propust, tak bychom vhodnou volbou zlomové frekvence ωz mohli

odfiltrovat zvlněńı hladiny h2 na výstupu měřeńı při zachováńı dynamických vlastnost́ı

systému. Bohužel přidáńı filtru změńı přenos, který reprezentuje vodárnu, a tud́ıž je

zapotřeb́ı regulátory navrhnout znovu.

Experimentálně byla zlomová frekvence filtru ωz zvolena takto ωz = 1,3 rad/s. K pře-

nosu (3.8), který reprezentuje vodárnu tedy ještě přidáme přenos filtru

F (s) =
1

( 1
1,3

s + 1)2

Výsledný přenos pro návrh regulátor̊u bude vypadat takto

G
f
(s) =

1

1904s4 + 5113s3 + 3649s2 + 283s + 1

Srovnáńı Bodeho frekvenčńıch charakteristik přenosu G(s) a přenosu Gf (s) s přidaným

filtrem ukazuje obr. 4.13.
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Obrázek 4.13: Srovnáńı Bodeho frekvenčńıch charakteristik přenosu G(s)

a přenosu Gf (s) s přidaným filtrem

4.4.1 Korekce PID regulátoru navrženého pomoćı GMK

Návrh regulátoru bude analogický s postupem z kapitoly 4.1 s t́ım rozd́ılem, že v otevřené

smyčce přenosu Gf reprezentuj́ıćıho vodárnu, budou mı́sto dvou pól̊u póly čtyři. Proto
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zde již nebudu provádět podrobný návrh, ale uvedu pouze výsledný přenos regulátoru

a jeho GMK. Přenos regulátoru C(s) je

C(s) =
54(s + 0,08774)(s + 0,004479)

s(s + 0,2951)
.

Geometrické mı́sto kořen̊u je na obr. 4.14.
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Obrázek 4.14: GMK navrženého PID regulátoru

Na obr. 4.15 se můžeme pod́ıvat na srovnáńı simulované a naměřené regulace. Vid́ıme,

že pr̊uběhy si téměř odpov́ıdaj́ı, a že jsme d́ıky použit́ı filtru v přenosu vodárny dosáhli

mnohem menš́ıho zašuměńı výstupńı hladiny h2. Nav́ıc se nám povedlo sńıžit překmit

na 20% při stejné době regulace. Akčńı zásah se v krátkém časovém intervalu nacháźı

mimo rozsah vstupńıho napět́ı a čerpadlo je tud́ıž v saturaci. Ale vzhledem k délce regu-

lace je tento stav zanedbatelný.
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Obrázek 4.15: Srovnáńı naměřené a simulované regulace PID regulátorem

z pracovńıho bodu
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4.4.2 Korekce PID regulátoru navrženého pomoćı

frekvenčńıch metod

Při návrhu budeme postupovat stejně jako v kapitole 4.2. Protože se změnil přenos

představuj́ıćı systém vodárny a t́ım i jeho Bodeho frekvenčńı charakteristiky, které jsou

na obr. 4.13, budeme muset zvolit jinou hodnotu fázové bezpečnosti PM. Jako nej-

vhodněǰśı fázová bezpečnost se ukázala PM= 50◦. Přenos výsledného PID regulátoru

je následuj́ıćı

C(s) =
222s2 + 43,2s + 0,7

0,3s2 + s
=

740(s + 0,1768)(s + 0,0178)

s(s + 3)
.

Na obr. 4.16 se můžeme pod́ıvat na Bodeho frekvenčńı charakteristiky s vyznačenou

fázovou bezpečnost́ı otevřené regulačńı smyčky pro výsledný přenos regulátoru a přenos

vodárny s přidaným filtrem.
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Obrázek 4.16: Bodeho frekvenčńı charakteristiky otevřené regulačńı

smyčky s reálným PID regulátorem pro PM = 50◦

Na obr. 4.17 se můžeme pod́ıvat na srovnáńı simulované a naměřené regulace. Vid́ıme,

že pr̊uběhy si téměř odpov́ıdaj́ı, a že jsme opět d́ıky použit́ı filtru v přenosu vodárny

dosáhli mnohem menš́ıho zašuměńı výstupńı hladiny h2. Nav́ıc se nám povedlo sńıžit

překmit na 24% a také jsme sńıžili dobu regulace. Akčńı zásah se opět na zanedbatelně

krátkou dobu nacháźı mimo rozsah vstupńıho napět́ı.



4.5. SHRNUTÍ REGULACE 29
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Obrázek 4.17: Srovnáńı naměřené a simulované regulace PID regulátorem

z pracovńıho bodu

4.5 Shrnut́ı regulace

Návrhy regulátor̊u a jejich následné realizace na reálném systému si zhruba odpov́ıdaly.

T́ımto jsem ověřil, že identifikace modelu vodárny TQ proběhla správně. Regulátory

navržené na základě identifikovaného přenosu, který reprezentoval přenos vodárny, vyka-

zovaly silné zašuměńı výstupńıho signálu. Tento jev jsem zmı́rnil přidáńım filtru k přenosu

vodárny. Pro tento model vodárny regulátory navržené pomoćı metody GMK reguluj́ı

lépe, než regulátory navržené pomoćı frekvenčńıch metod. Dosahuj́ı sice nepatrně větš́ıho

překmitu, ale maj́ı kratš́ı dobu regulace a k dosažeńı žádané hodnoty potřebuj́ı menš́ı

akčńı zásah ř́ıdićıho napět́ı.
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Kapitola 5

Závěr

V prvńı části této bakalářské práce jsem identifikoval model vodárny TQ v laborato-

ři K26. Nejprve jsem vytvořil teoretický model vodárny, ze kterého jsem následně po-

moćı Simulinku, který je součást́ı programu Matlab, vytvořil nelineárńı model vodárny.

Všechny neznámé konstanty jsem experimentálně určil. Správnost změřených konstant

jsem vyzkoušel porovnáńım simulace nelineárńıho modelu s naměřenými pr̊uběhy hladin

na reálném modelu vodárny. Změřené pr̊uběhy téměř odpov́ıdaly pr̊uběh̊um simulovaným.

Dále jsem linearizaćı źıskal lineárńı model a přenos vstupńıho napět́ı u1 na výšku hla-

diny h2.

V druhé části jsem na základě provedené identifikace navrhoval pomoćı geometrického

mı́sta kořen̊u a frekvenčńıch metod PID regulátory. Prvńı návrhy ukázaly, že výstupńı

signál sice sleduje referenčńı hodnotu, ale je silně zašuměný. Tento nepř́ıznivý jev jsem

zmı́rnil přidáńım filtru druhého řádu typu dolńı propust. Návrh regulátor̊u a následná

regulace proběhly v souladu s teoretickými předpoklady. Vzhledem k použitému PID

regulátoru jsem se všemi navrženými regulátory dosáhl nulové regulačńı odchylky, která

je na výstupu i přes přidáńı filtru nepatrně zašuměná. Simulace regulace a reálný pr̊uběh

regulace si odpov́ıdaj́ı, což potvrzuje správnost identifikace modelu vodárny.

Regulátor s nejlepš́ı kvalitou regulace jsem navrhl pomoćı metody geometrického mı́sta

kořen̊u. Tento regulátor má menš́ı překmit, rychleǰśı dobu regulace a menš́ı akčńı zásah

v porovnáńı s regulátorem navrženým pomoćı frekvenčńıch metod. Srovnáńı pr̊uběh̊u

naměřené regulace obou regulátor̊u ukazuje obr. 5.1, kde je skutečně vidět, že regulátor

navržený pomoćı geometrického mı́sta kořen̊u má všechny parametry regulace lepš́ı.

T́ımto jsem splnil úkol navrhnout regulátor na základě provedené identifikace. Práci jsem

napsal pomoćı programů MikTeX (Schenk, C., 2006) a Matlab (The Mathworks [on-

line], 〈http://www.mathworks.com/〉).
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Obrázek 5.1: Srovnáńı regulátor̊u navržených pomoćı frekvenčńıch metod

(FM) a geometrického mı́sta kořen̊u (GMK)
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Horáček, P. (1999), Systémy a modely, Praha: Vydavatelstv́ı ČVUT.
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Noskievič, P. (1999), Modelováńı a identifikace systém̊u, Praha: Vydavatelstv́ı MON-

TANEX a.s. ISBN 80-7225-030-2.

Schenk, C. (2006), MiKTeX [online]. [cit. 2006-05-20] 〈http://www.miktex.org/〉.

The Mathworks [online] (〈http://www.mathworks.com/〉). [cit. 2005-01-20].

33

http://dce.felk.cvut.cz/sari/�
http://www.miktex.org/�
http://www.mathworks.com/�


34 LITERATURA



Dodatek A

Frekvenčńı charakteristiky

Frekvenčńı charakteristiky jsou grafy frekvenčńıho přenosu G(jω), který źıskáme formál-

ně z přenosové funkce G(s) pomoćı substituce s = jω. Frekvenčńı přenos G(jω) je

komplexńı funkce úhlové frekvence ω, neboli pro konkrétńı hodnotu úhlové frekvence ω,

je G(jω) jedno konkrétńı komplexńı č́ıslo. Protože z teorie o komplexńıch č́ıslech v́ıme, že

existuje několik zp̊usob̊u, jak graficky komplexńı č́ıslo znázornit, je i několik zp̊usob̊u, jak

zobrazit frekvenčńı charakteristiku. Tyto možnosti si v této kapitole podrobně, poṕı̌seme

i když bychom to vlastně ani nemuseli dělat, protože se nejedná o nic jiného než o grafy

komplexńıch funkćı.

Velkou výhodou frekvenčńıch charakteristik je snadné použit́ı informace źıskané z ex-

perimentováńı s modelovaným systémem, kdy již nemuśıme źıskaná data dále zpra-

covávat. Jednoduše bud́ıme systém sinusovým signálem známé úhlové frekvence ω a am-

plitudy a v ustáleném stavu odeč́ıtáme amplitudu a fázový posun výstupńıho signálu v̊uči

vstupńımu viz obr. A.1. Toto měřeńı provedeme pro vhodný rozsah úhlových frekvenćı ω

a rovnou sestroj́ıme frekvenčńı charakteristiku. Nemuśıme tedy např́ıklad určovat přesnou

polohu pól̊u a nul systému nebo sestavovat stavový model.

Obrázek A.1: Princip měřeńı frekvenčńıch charakteristik
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Frekvenčńı charakteristiky se velmi často použ́ıvaj́ı v inženýrské praxi při návrhu zpět-

novazebńıch ř́ıdićıch systémů zejména proto, že tyto charakteristiky umožňuj́ı obcházet

nepřesnosti, kterých se při identifikaci systému vždy dopoušt́ıme. I když se v současnosti

použ́ıvá stále v́ıce výpočetńı techniky, jsou frekvenčńı metody pro systémy nižš́ıch řád̊u

velmi použ́ıvané právě z d̊uvodu časové efektivity.

Frekvenčńı metody se použ́ıvaj́ı zejména pro návrh a ř́ızeńı systémů, které jsou v ote-

vřené smyčce stabilńı. Proto se budeme v této kapitole zabývat zejména modely popisuj́ıćı

tuto tř́ıdu dynamických systémů. Zavedeme si pojem frekvenčńı přenos a ukážeme si, jak

z něho zkonstruovat jednotlivé frekvenčńı charakteristiky. Dále uvedeme základńı mı́ry

týkaj́ıćı se frekvenčńıch charakteristik jako je rezonančńı frekvence, rezonančńı převýšeńı,

š́ı̌rka přenášeného pásma a amplitudová respektive fázová bezpečnost. Poté přidáme pro

ilustraci několik řešených př́ıklad̊u a nakonec několik neřešených úloh. Daľśı informace

týkaj́ıćı se frekvenčńıch charakteristik lze nalézt např́ıklad v (Franklin, G. F. et al.,

2002).

A.1 Frekvenčńı přenos systému a frekvenčńı

charakteristiky

Pro stabilńı systém s přenosem G(s) definujeme pro nulové počátečńı podmı́nky frek-

venčńı přenos G(jω) jako poměr Fourierovy transformace výstupńıho signálu y(t) ku

Fourierově transformaci vstupńıho signálu u(t)

G(jω) =
Y (jω)

U(jω)
. (A.1)

Frekvenčńı přenos G(jω) je komplexńı funkce, která plně popisuje ustálenou odezvu

lineárńıho stacionárńıho systému na vstupńı harmonický signál u(t) = Um sin(ωt). Tento

fakt lze jednoduše dokázat, což si ukážeme v kapitole A.2.

Frekvenčńı charakteristika systému je graf frekvenčńıho přenosu (A.1). Z úvodu již

v́ıme, že vzhledem k r̊uzným grafickým zp̊usob̊um vyjádřeńı komplexńıho č́ısla máme

r̊uzné frekvenčńı charakteristiky popisuj́ıćı jeden systém s frekvenčńım přenosem G(jω).

Nejpouž́ıvaněǰśı jsou Bodeho frekvenčńı charakteristiky, frekvenčńı charakteristika v kom-

plexńı rovině a Nicholsova charakteristika. Těmto charakteristikám věnujeme následuj́ıćı

odstavce.
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A.1.1 Bodeho frekvenčńı charakteristiky

Bodeho frekvenčńı charakteristiky jsou dvě – amplitudová charakteristika |G(jω)| a fázo-

vá charakteristika arg{G(jω)}. Obě tyto charakteristiky představuj́ı grafické vyjádřeńı

frekvenčńıho přenosu G(jω), který je zapsán ve tvaru

G(jω) = |G(jω)| ej arg{Gjω)} = A(ω)ejϕ(ω), (A.2)

kde A(ω) [-] je amplituda frekvenčńıho přenosu G(jω) a ϕ(ω) [rad] je fáze frekvenčńıho

přenosu G(jω).

Bodeho frekvenčńı charakteristiky maj́ı na vodorovné ose úhlovou frekvenci ω v lo-

garitmických souřadnićıch. Amplitudovou charakteristiku obvykle vynáš́ıme do logarit-

mických souřadnic tak, aby svislá osa byla kalibrována lineárně v decibelech [dB] podle

předpisu

|G(jω)|dB = 20 log |G(jω)|. (A.3)

Fázovou charakteristiku vynáš́ıme obvykle ve stupńıch [◦].

Poznámka: V rovnićıch použ́ıváme symbol log, kterým mysĺıme dekadický logaritmus

tedy logaritmus o základu 10. V anglické literatuře se pod symbolem log rozumı́ logarit-

mus přirozený, který je v české literatuře obvykle značen ln. 2

A.1.1.1 Jednotlivé faktory Bodeho frekvenčńı charakteristiky

Konstrukce amplitudové a fázové frekvenčńı charakteristiky se vytvář́ı v d̊usledku loga-

ritmováńı sč́ıtáńım jednotlivých faktor̊u, které jsou součást́ı frekvenčńıho přenosu. Fak-

tory jsou vlastně jednotlivé př́ıspěvky (např́ıklad nenulový reálný pól nebo nula, nu-

lový pól nebo nula, konstanta, dvojice komplexně sdružených pól̊u nebo nul, dopravńı

zpožděńı apod.), na základě jejichž sč́ıtáńı vznikne výsledná Bodeho frekvenčńı charak-

teristika. Princip spoč́ıvá v převedeńı jednotlivých faktor̊u frekvenčńıho přenosu do ex-

ponenciálńıho tvaru komplexńıch č́ısel. Poté se zvlášt’ konstruuje amplitudová a zvlášt’

fázová charakteristika. Podrobné vysvětleńı lze také nalézt např́ıklad v (Franklin, G. F.

et al., 2002; Horáček, P., 1999).

Nyńı se zaměř́ıme na pravidla pro vytvářeńı amplitudových a fázových frekvenčńıch

charakteristik pro jednotlivé faktory. Nejprve si ukážeme, jak se tato pravidla daj́ı od-

vodit pro nenulový reálný pól. Poté uvedeme již bez odvozeńı, jak se konstruuj́ı Bodeho

frekvenčńı charakteristiky pro ostatńı faktory.
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Reálný pól

G(jω) =
1

jω
ω0

+ 1
(A.4)

Pro amplitudu přenosu (A.4) plat́ı

|G(jω)|dB =

∣∣∣∣∣
(

1+
jω

ω0

)−1
∣∣∣∣∣
dB

= −20 log

√
1+

(
ω

ω0

)2

= −10 log

(
1+

(
ω

ω0

)2
)

. (A.5)

Protože hledáme pravidla pro asymptotickou charakteristiku, budeme rozlǐsovat dva

př́ıpady v závislosti na vzdálenosti ω od ω0

∣∣∣∣∣
(

1 +
jω

ω0

)−1
∣∣∣∣∣
dB

∼= −10 log 1 = 0 pro ω ¿ ω0 , (A.6)

∣∣∣∣∣
(

1 +
jω

ω0

)−1
∣∣∣∣∣
dB

∼= −20 log
ω

ω0

pro ω À ω0 . (A.7)

Z (A.6) plyne, že pro frekvence ω, které jsou mnohem menš́ı než ω0, je asymptotická

amplitudová charakteristika rovna 0 dB. Z (A.7) plyne, že pro frekvence ω podstatně větš́ı

než ω0 má asymptotická amplitudová charakteristika sklon −20 dB/dekádu viz obr. A.2.

O př́ımku se samozřejmě jedná, jen pokud je dodržena podmı́nka, že vodorovná osa je

v logaritmických souřednićıch. Skutečná amplitudová charakteristika má v mı́stě zlomové

frekvence ω0 pokles o 3 dB. Tento pokles můžeme určit tak, že dosad́ıme do rovnice (A.5)

za ω = ω0 ∣∣∣∣∣
(

1 +
jω

ω0

)−1
∣∣∣∣∣
dB

= −10 log 2
.
= −3dB pro ω = ω0.

T́ımto jsme si odvodili, jak se konstruuje asymptotická amplitudová charakteristika

pro reálný pól. Nyńı podobným zp̊usobem odvod́ıme obdobná pravidla pro vytvořeńı

fázové charakteristiky. Pro fázi přenosu (A.4) plat́ı

arg{G(jω)} = arg

(
1 +

jω

ω0

)−1

= − arctan
ω

ω0

.

Obdobně jako u asymptotické amplitudové charakteristiky, i zde rozlǐśıme limitńı př́ıpady
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v závislosti na vzdálenosti ω od ω0

arg

(
1 +

jω

ω0

)−1

∼= 0◦ pro ω ¿ ω0 , (A.8)

arg

(
1 +

jω

ω0

)−1

= −45◦ pro ω = ω0 , (A.9)

arg

(
1 +

jω

ω0

)−1

∼= −90◦ pro ω À ω0 . (A.10)

Z (A.8) plyne, že pro frekvence ω, které jsou mnohem menš́ı než ω0, je asymptotická

fázová charakteristika rovna 0◦. Z (A.9) vid́ıme, že pro frekvenci ω = ω0 je rovna −45◦

a z (A.10) plyne, že pro frekvence ω podstatně větš́ı než ω0 je asymptotická fázová charak-

teristika rovna −90◦ viz obr. A.2. Skutečná fázová charakteristika má na frekvenćıch 0,1ω0

a 10ω0 chybu oproti asymptotické přibližně 5,7◦. Tento pokles můžeme určit podobně jako

tř́ıdecibelovou chybu amplitudové charakteristiky.

Všechny výše uvedené poznatky pro amplitudovou a fázovou frekvenčńı charakte-

ristiku reálného pólu můžeme nyńı přehledně shrnout do následuj́ıćıch vztah̊u a též je

znázornit graficky na obr. A.2.

Bodeho frekvenčńı charakteristika – reálný pól

G(jω) =
1

jω
ω0

+ 1
(A.11)
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Obrázek A.2: Bodeho charakteristika – reálný pól

Amplitudová charakteristika přenosu (A.11):

|G(jω)|dB
∼= 0 pro ω ¿ ω0 ,

|G(jω)|dB
∼=−20 log

ω

ω0

pro ω À ω0 .

Fázová charakteristika přenosu (A.11):

arg{G(jω)} ∼= 0◦ pro ω ¿ ω0 ,

arg{G(jω)} = −45◦ pro ω = ω0 ,

arg{G(jω)} ∼= −90◦ pro ω À ω0 .
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Bodeho frekvenčńı charakteristika – reálná nula

G(jω) =
jω

ω0

+ 1 (A.12)
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Obrázek A.3: Bodeho charakteristika – reálná nula

Amplitudová charakteristika přenosu (A.12):

|G(jω)|dB
∼= 0 pro ω ¿ ω0 ,

|G(jω)|dB
∼= 20 log

ω

ω0

pro ω À ω0 .

Fázová charakteristika přenosu (A.12):

arg{G(jω)} ∼= 0◦ pro ω ¿ ω0 ,

arg{G(jω)} = 45◦ pro ω = ω0 ,

arg{G(jω)} ∼= 90◦ pro ω À ω0 .

Bodeho frekvenčńı charakteristika – reálný pól v nule

G(jω) =
1

jω
ω0

(A.13)
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Obrázek A.4: Bodeho charakteristika – reálný pól

v nule

Amplitudová charakteristika přenosu (A.13):

|G(jω)|dB =−20 log
ω

ω0

.

Fázová charakteristika přenosu (A.13):

arg{G(jω)} = −90◦.
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Bodeho frekvenčńı charakteristika – reálná nula v nule

G(jω) =
jω

ω0

(A.14)
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Obrázek A.5: Bodeho charakteristika – reálná nula

v nule

Amplitudová charakteristika přenosu (A.14):

|G(jω)|dB = 20 log
ω

ω0

.

Fázová charakteristika přenosu (A.14):

arg{G(jω)} = 90◦.

Bodeho frekvenčńı charakteristika – konstanta k

G(jω) = k, k ≥ 0 (A.15)
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Obrázek A.6: Bodeho charakteristika – konstanta

Amplitudová charakteristika přenosu (A.15):

|G(jω)|dB = |k|dB = 20 log |k|.

Fázová charakteristika přenosu (A.15):

arg{G(jω)} = 0◦.
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Bodeho frekvenčńı charakteristika – dvojice komplexně sdružených pól̊u

G(jω) =
1

(jω)2

ω2
0

+ 2ζjω
ω0

+ 1
(A.16)

Zde je zapotřeb́ı upozornit na drobné odlǐsnosti od ostatńıch faktor̊u, které jsou

zp̊usobeny komplexńımi kořeny jmenovatele respektive čitatele u dvojice komplexně sdru-

žených pól̊u respektive nul. Pokud se parametr ζ v přenosu (A.16), respektive (A.17), bĺıž́ı

nule, tak na amplitudové frekvenčńı charakteristice vzniká v okoĺı ω0 špička, viz obr. A.7

respektive obr. A.8. Pokud se ovšem parametr ζ v přenosu (A.16), respektive (A.17),

bĺıž́ı jedné, tak špička v okoĺı ω0 neńı, protože tento faktor degeneruje pro ζ = 1 na

dvojnásobný reálný pól respektive nulu. V takovém př́ıpadě postupujeme při kresleńı

Bodeho frekvenčńıch charakteristik podle obr. A.2, respektive obr. A.3.

Na fázové frekvenčńı charakteristice je také několik změn. Pokud se parametr ζ

v přenosu (A.16) respektive (A.17) bĺıž́ı limitně k nule, tak je změna sice v souladu

s předchoźımi př́ıpady o −180◦, ale ke změně nedocháźı v délce dvou dekád, ale okamžitě

v mı́stě zlomové frekvence ω0. Pokud se parametr ζ v přenosu (A.16) respektive (A.17)

bĺıž́ı jedné, tak klesáńı prob́ıhá jako v předešlých př́ıpadech, tedy přes dvě dekády viz obr. A.7,

respektive obr. A.8.

Výše uvedené poznatky pro amplitudovou a fázovou frekvenčńı charakteristiku přeno-

su s dvojićı komplexně sdružených pól̊u, respektive nul, můžeme ještě přehledně shrnout

do následuj́ıćıch vztah̊u a též je znázornit graficky.
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Obrázek A.7: Bodeho charakteristika – dvojice

komplexně sdružených pól̊u

Amplitudová charakteristika přenosu (A.16):

|G(jω)|dB
∼= 0 pro ω ¿ ω0 ,

|G(jω)|dB
∼=−40 log

ω

ω0

pro ω À ω0 .

Fázová charakteristika přenosu (A.16):

arg{G(jω)} ∼= 0◦ pro ω ¿ ω0 ,

arg{G(jω)} = −90◦ pro ω = ω0 ,

arg{G(jω)} ∼= −180◦ pro ω À ω0 .
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Bodeho frekvenčńı charakteristika – dvojice komplexně sdružených nul

G(jω) = (jω)2 + 2ζjωω0 + ω2
0 (A.17)
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Obrázek A.8: Bodeho charakteristika – dvojice

komplexně sdružených nul

Amplitudová charakteristika přenosu (A.17):

|G(jω)|dB
∼= 0 pro ω ¿ ω0 ,

|G(jω)|dB
∼= 40 log

ω

ω0

pro ω À ω0 .

Fázová charakteristika přenosu (A.17):

arg{G(jω)} ∼= 0◦ pro ω ¿ ω0 ,

arg{G(jω)} = 90◦ pro ω = ω0 ,

arg{G(jω)} ∼= 180◦ pro ω À ω0 .

Bodeho frekvenčńı charakteristika – dopravńı zpozděńı

G(jω) = e−jωTd (A.18)

Přenos s dopravńım zpožděńım Td [s] má amplitudovou frekvenčńı charakteristiku

jednotkovou, respektive v decibelech j́ı odpov́ıdá 0 dB

|e−jωTd |dB = 0.

Dopravńı zpožděńı tedy neměńı amplitudu výstupńıho signálu v závislosti na frekvenci ω.

Pro fázovou charakteristiku plat́ı

arg{e−jωTd} = −Td ω = −Td 10log ω,

z čehož vyplývá, že fázová charakteristika členu s dopravńım zpožděńım je lineárńı funkćı

úhlové frekvence ω. Vzhledem k tomu, že v Bodeho frekvenčńı charakteristice použ́ıváme

na vodorovné ose logaritmickou stupnici, nemůže být výsledná křivka př́ımkou. Muśıme

ji vykreslit jako funkci s argumentem log ω.
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A.1.2 Frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině

Frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině je graf frekvenčńıho přenosu G(jω) zakres-

lený do Gaussovy komplexńı roviny, tedy do roviny, kde vodorovná osa odpov́ıdá reálné

části Re{G(jω)} a svislá osa odpov́ıdá imaginárńı části Im{G(jω)}, kde ω je parametr

křivky. Můžeme ji jednoduše překreslit z Bodeho frekvenčńı charakteristiky s pouhou

znalost́ı, co je komplexńı č́ıslo, respektive jeho reálná část, imaginárńı část, amplituda

a fáze.

A.1.3 Nicholsova frekvenčńı charakteristika

Nicholsova charakteristika je frekvenčńı přenos G(jω) vykreslený v souřadnićıch |G(jω)|dB

v závislosti na arg G(jω), kde ω je parametr křivky. Na Nicholsově charakteristice jsou

d́ıky logaritmické stupnici na amplitudové ose ihned vidět frekvenčńı vlastnosti zkou-

maného systému. Změńı-li se u přenosu G(jω) ześıleńı, posune se Nicholsova charakte-

ristika vertikálně. V př́ıpadě, že se změńı pouze fáze, tak se charakteristika posune hori-

zontálně. Tato charakteristika se nejčastěji použ́ıvá pro návrh zpětnovazebńıch systémů.

Můžeme ji opět jednoduše překreslit z Bodeho frekvenčńıch charakteristik.

A.1.4 Mı́ry na frekvenčńıch charakteristikách

V souvislosti s frekvečńımi charakteristikami zavád́ıme pro stabilńı přenosy daľśı č́ıselné

charakteristiky: amplitudovou a fázovou bezpečnost, rezonančńı převýšeńı, rezonančńı

frekvenci a š́ı̌rku pásma. Amplitudová bezpečnost (Gain Margin – GM) ř́ıká, jakým

č́ıslem můžeme vynásobit amplitudu přenosu G(jω) tak, aby byla rovna jedné na frek-

venci ω
GM

, na které má fázová charakteristika hodnotu arg{G(jω
GM

)} = −180◦. Fázová

bezpečnost (Phase Margin – PM) ř́ıká, o kolik můžeme zpozdit fázi přenosu G(jω) tak,

aby byla rovna −180◦ na frekvenci ω
PM

, na které má amplitudová charakteristika hod-

notu |G(jω
PM

)| = 1, respektive 0 dB. Rezonančńı převýšeńı (resonant peak – Ar) a Rezo-

nančńı frekvence (resonant frequency – ωr) jsou definovány jako

Ar = max
ω>0

|G(jω) | = |G(jωr)|dB . (A.19)

Š́ıřka přenášeného pásma (Bandwidth – ω
BW

) je definována vztahem

|G(jω)|dB > |G(0)|dB − 3 dB, ∀ω < ω
BW

. (A.20)

Všechny výše uvedené mı́ry na frekvenčńıch charakteristikách si ukážeme na řešených

př́ıkladech v kapitole A.3.
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A.2 Souvislost frekvenčńıho přenosu s přenosovou

funkćı v Laplaceově transformaci

Z předchoźı kapitoly již v́ıme, jak zobrazit frekvenčńı charakteristiku frekvenčńıho přeno-

su G(jω). Velmi často však popisujeme systém přenosem v Laplaceově transformaci G(s),

který vyjadřuje vztah mezi Laplaceovým obrazem vstupńıho signálu u(t) a Laplaceovým

obrazem výstupńıho signálu y(t)

Y (s) = G(s)U(s).

V časové oblasti lze tento vztah vyjádřit konvolutorńım integrálem

y(t) =

t∫

−∞

g(τ) u(t− τ)dτ , (A.21)

kde g(τ) = L−1{G(s)} je impulsńı odezva systému s přenosem G(s). Protože impulsńı

charakteristika g(t) je nulová pro t < 0, můžeme v rovnici (A.21) psát dolńı mez integrálu

rovnu nule.

Uvažujme nyńı vstupńı harmonický signál

u(t) = sin(ωt) = Im{ejωt}

a hledejme pro tento signál ustálenou odezvu systému s přenosem G(s)

y(t) = lim
t→∞

t∫

0

g(τ) Im{ejω(t−τ)}dτ = Im
{

ejωt

∞∫

0

g(τ)e−jωτdτ
}

= Im{ejωtG(jω)} =

= Im{|G(jω)|ej(ωt+ϕ)} = |G(jω)| sin(ωt + ϕ),

kde ϕ = arg{G(jω)}. Odtud vid́ıme, že komplexńı přenos G(jω) plně popisuje ustálenou

odezvu lineárńıho stacionárńıho systému na harmonický vstupńı signál.

Porovnáme-li předchoźı rovnici s definičńım integrálem Laplaceovy transformace

G(s) =

∞∫

0

g(τ)e−sτdτ ,

vid́ıme, že frekvenčńı přenos G(jω) źıskáme z přenosu vyjádřeného v Laplaceově trans-

formaci G(s) substitućı

s = jω . (A.22)
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Důkaz: Předpokládejme, že máme vstupńı signál u(t) = Um cos(ω0t). Obraz tohoto

vstupńıho signálu v Laplaceově transformaci je

U(s) = Um
s

s2 + ω2
0

a obraz odezvy výstupu systému je

Y (s) = G(s)U(s) = G(s)
Um s

(s− jω0)(s + jω0)
=

k1

s− jω0

+
k2

s + jω0

+ Yp(s) ,

kde Yp reprezentuje obrazy přechodové funkce, která se u stabilńıho přenosu limitně bĺıž́ı

s rostoućım časem k nule. Nyńı urč́ıme konstanty k1 a k2 a provedeme zpětnou Laplaceovu

transformaci, abychom źıskali časovou odezvu výstupu

y(t) = k1e
jω0t + k2e

−jω0t =
UmG(jω0)

2
ejω0t +

UmG(−jω0)

2
e−jω0t.

Přenos G(jω0) vyjadř́ıme ve tvaru G(jω0) = |G(jω0)| ejϕ a dostáváme

y(t) =
Um

2
|G(jω0)|

(
ej(ω0t+ϕ) + e−j(ω0t+ϕ)

)
= Um |G(jω0)| cos(ω0t + ϕ) .

Závěrem můžeme ř́ıci, že jsme dokázali, že je možné frekvenčńı přenos systému G(jω)

źıskat dosazeńım s = jω do přenosu systému v Laplaceově transformaci G(s). Tento

d̊ukaz jsme převzali z (Horáček, P., 1999, strana 138).

A.3 Př́ıklady

Př́ıklad A.1: Nakreslete Bodeho frekvenčńı charakteristiku přenosu

G(s) =
s + 1

s + 10
.

Řešeńı: Nejprve si daný přenos rozděĺıme na součin jednotlivých faktor̊u

G(s) =
s + 1

s + 10
=

1

10

s + 1

1

1

0,1s + 1
.

Nyńı máme tři faktory

G1(s) =
1

10
, G2(s) =

s + 1

1
, G3(s) =

1

0,1s + 1
,

pro které umı́me podle kapitoly A.1.1.1 sestavit Bodeho asymptotické frekvenčńı chara-

kteristiky viz obr. A.9.
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Obrázek A.9: Bodeho frekvenčńı charakteristiky faktor̊u přenosu G(s)
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Obrázek A.10: Výsledná Bodeho frekvenčńı charakteristika přenosu G(s)
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Každý faktor si můžeme vyjádř́ıt ve tvaru Gi(jω) = |Gi|ejϕi . Dostaneme tedy

G1(jω) = |G1|ejϕ1 , G2(jω) = |G2|ejϕ2 , G3(jω) = |G3|ejϕ3 .

Pro celý přenos G(jω) plat́ı

G(jω) = G1(jω)G2(jω)G3(jω) = |G1||G2||G3|ej(ϕ1+ϕ2+ϕ3). (A.23)

Ze vztahu (A.23) vid́ıme, že fázovou frekvenčńı charakteristiku přenosu G(jω) můžeme

sestrojit tak, že sečteme fázové frekvenčńı charakteristiky jednotlivých faktor̊u.

Pro amplitudovou frekvenčńı charakteristiku v decibelech plat́ı

|G(jω)|
dB

= 20 log |G1||G2||G3| = 20 log |G1|+ 20 log |G2|+ 20 log |G3| , (A.24)

což znamená, že amplitudovou frekvenčńı charakteristiku přenosu G(jω) sestroj́ıme opět

sečteńım amplitudových frekvenčńıch charakteristik jednotlivých faktor̊u. Výsledná Bo-

deho frekvenčńı charakteristika je na obr. A.10. X

Př́ıklad A.2: Odvod’te pravidla pro Bodeho frekvenčńı charakteristiky přenosu G(s)

s n-násobným reálným pólem

G(s) =
1(

1
ω0

s + 1
)n .

Řešeńı: Nejprve si zadaný přenos G(s) přeṕı̌seme na frekvenčńı přenos G(jω) pomoćı

substituce (A.22)

G(jω) =
1(

jω
ω0

+ 1
)n .

Pro amplitudu tohoto přenosu plat́ı

|G(jω)|dB =

∣∣∣∣∣
(

1+
jω

ω0

)−n
∣∣∣∣∣
dB

= −20n log

√
1+

(
ω

ω0

)2

= −10n log

(
1+

(
ω

ω0

)2
)

. (A.25)

Protože hledáme pravidla pro asymptotickou charakteristiku, rozlǐśıme opět dva př́ıpady

v závislosti na vzdálenosti ω od ω0

∣∣∣∣∣
(

1 + j
jω

ω0

)−n
∣∣∣∣∣
dB

∼= −10n log 1 = 0 pro ω ¿ ω0 ,

∣∣∣∣∣
(

1 +
jω

ω0

)−n
∣∣∣∣∣
dB

∼= −20n log
ω

ω0

pro ω À ω0 .
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Z předchoźıch vztah̊u vid́ıme, že se pravidlo pro vytvářeńı amplitudové charakteris-

tiky pro n-násobný reálný pól lǐśı od jednonásobného reálného pólu pouze sklonem am-

plitudové charakteristiky, který je v tomto př́ıpadě 20n dB na dekádu. Pokles skutečné

amplitudové charakteristiky v mı́stě zlomu urč́ıme dosazeńım do rovnice (A.25) za ω = ω0

∣∣∣∣∣
(

1 +
jω

ω0

)−n
∣∣∣∣∣
dB

= −10n log 2
.
= −3n dB pro ω = ω0 .

Nyńı si odvod́ıme pravidlo pro fázovou charakteristiku. Zde plat́ı

arg{G(jω)} = arg

(
1 +

jω

ω0

)−n

= −n arctan
ω

ω0

. (A.26)

Obdobně jako u amplitudové charakteristiky, i zde rozlǐśıme limitńı př́ıpady v závislosti

na vzdálenosti ω od ω0

arg

(
1 +

jω

ω0

)−n

∼= 0◦ pro ω ¿ ω0 ,

arg

(
1 +

jω

ω0

)−n

= −n45◦ pro ω = ω0 ,

arg

(
1 +

jω

ω0

)−n

∼= −n90◦ pro ω À ω0 .

Z předchoźıch tř́ı vztah̊u vid́ıme, že pravidlo pro vytvářeńı fázové charakteristiky

pro n-násobný reálný pól se lǐśı od jednonásobného reálného pólu pouze sklonem fázové

charakteristiky, který je n45◦ na dekádu a konečnou hodnotou fázové charakteristiky,

která je n90◦. Chybu skutečné fázové charakteristiky na frekvenćıch 0,1ω0 a 10ω0 urč́ıme

dosazeńım do rovnice (A.26) za ω = 0,1ω0 a ω = 10ω0

− n arctan
ω

ω0

∼= −n5,7◦ pro ω = 0,1ω0 ,

−n arctan
ω

ω0

∼= n5,7◦ pro ω = 10ω0 .

Podle výše uvedených pravidel si sami nakreslete Bodeho amplitudovou a fázovou frek-

venčńı charakteristiku. X

Př́ıklad A.3: Zobrazte Bodeho frekvenčńı charakteristiky pro přenos, který má dvojici

komplexně sdružených pól̊u

G(s) =
ω2

0

s2 + 2δω0s + ω2
0

,

kde ω0 = 1 a parametr ζ nabývá hodnot z intervalu 〈0, 1〉. Porovnejte, jak se tyto

charakteristiky měńı v závislosti na změně parametru ζ.



50 DODATEK A. FREKVENČNÍ CHARAKTERISTIKY

Řešeńı: Na základě znalost́ı z kapitoly A.1.1.1 můžeme předpokládat, že pro ζ = 0 bude

na amplitudové charakteristice vznikat špička a fáze se bude měnit na zlomové frek-

venci ω0 skokem z 0◦ na −180◦. Naopak pro ζ = 1 se špička na amplitudové charakteristice

neobjev́ı a na fázové charakteristice bude klesáńı fáze prob́ıhat jako v př́ıpadě reálného

pólu, tedy přes dvě dekády. Toto jsou mezńı př́ıpady. Jak budou Bodeho frekvenčńı cha-

rakteristiky vypadat pro ζ = 0, ζ = 0,2, ζ = 0,4, ζ = 0,6 a ζ = 0,8 můžeme zjistit

z obrázku A.11. V Matlabu je možné tuto úlohu vyřešit např́ıklad pomoćı následuj́ıćıho

kódu.

omega = 1;

syms zeta;

jmn = [1 2*zeta*omega omega^2];

figure(1);

for zeta = 1E-5 : 0.2 : 1+1E-12

G = tf(omega^2,subs([1 2*zeta*omega omega^2]));

bode(G); hold on;

end

grid on;

legend(’\zeta = 0’,’\zeta = 0,2’,’\zeta = 0,4’,’\zeta = 0,6’,’\zeta = 0,8’);

text(1.1,230,’\infty’,’FontSize’,16,’FontWeight’,’bold’);
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Obrázek A.11: Vliv parametru ζ na Bodeho frekvenčńı charakteristiky

přenosu s dvojićı komplexně sdružených pól̊u
X

Př́ıklad A.4: Zobrazte Bodeho frekvenčńı charakteristiky pro přenos, který má dvojici

komplexně sdružených pól̊u.

G(s) =
ω2

0

s2 + 2δω0s + ω2
0

,
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kde ζ = 0,1 a ω0 nabývá hodnot z intervalu 〈10, 100〉.

Řešeńı: S rostoućı frekvenćı ω0 přenosu G(s) se bude zlom na amplitudové charakte-

ristice posouvat k vyšš́ım frekvenćım, jak je patrné z obr. A.12. Fázová charakteristika

se bude také celá posouvat s rostoućı frekvenćı ω0 vodorovně směrem k vyšš́ım frek-

venćım viz obr. A.12.
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Obrázek A.12: Vliv frekvence ω0 na Bodeho frekvenčńı charakteristiky

přenosu s dvojićı komplexně sdružených pól̊u
X

Př́ıklad A.5: Určete tvar asymptotických frekvenčńıch charakteristik pro přenos

G(jω) =
1

jω
ω0
− 1

.

Řešeńı: Pro amplitudu přenosu G(jω) plat́ı

|G(jω)|dB =

∣∣∣∣∣
(

jω

ω0

−1

)−1
∣∣∣∣∣
dB

= −20 log

√(
ω

ω0

)2

+1 = −10 log

((
ω

ω0

)2

+1

)
.

Stejně jako v kapitole A.1.1.1, kde jsme odvozovali asymptotické Bodeho frekvenčńı

charakteristiky reálného záporného pólu, i zde rozlǐśıme dva př́ıpady v závislosti na

vzdálenosti ω od ω0∣∣∣∣∣
(

jω

ω0

− 1

)−1
∣∣∣∣∣
dB

∼= −10 log 1 = 0 pro ω ¿ ω0 ,

∣∣∣∣∣
(

jω

ω0

− 1

)−1
∣∣∣∣∣
dB

∼= −20 log
ω

ω0

pro ω À ω0 .
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Z výše uvedených vztah̊u vid́ıme, že se tvar Bodeho amplitudové frekvenčńı charakteris-

tiky pro přenos s kladným reálným pólem od tvaru amplitudové frekvenčńı charakteristiky

přenosu s reálným záporným pólem nijak nelǐśı.

Nyńı si odvod́ıme pravidla pro vytvořeńı fázové frekvenčńı charakteristiky. Pro fázi

přenosu G(jω) plat́ı

arg{G(jω)} = arg

(
jω

ω0

− 1

)−1

= arccotan

(
ω

ω0

)
.

Opět zde rozlǐśıme limitńı př́ıpady v závislosti na vzdálenosti ω od ω0

arg

(
jω

ω0

− 1

)−1

∼= −180◦ pro ω ¿ ω0 ,

arg

(
jω

ω0

− 1

)−1

= −135◦ pro ω = ω0 ,

arg

(
jω

ω0

− 1

)−1

∼= −90◦ pro ω À ω0 .

Z těchto vztah̊u vid́ıme, že na rozd́ıl od tvaru fázové frekvenčńı charakteristiky reálného

záporného pólu se tvar fázové charakteristiky přenosu s kladným reálným pólem lǐśı t́ım,

že fázová charakteristika zač́ıná na −180◦ a konč́ı na −90◦.

Všechny výše uvedené úvahy pro amplitudovou a fázovou frekvenčńı charakteristiku

přenosu s reálným kladným pólem můžeme znázornit graficky na obr. A.13.
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Obrázek A.13: Bodeho asymptotické frekvenčńı charakteristiky přenosu

s kladným reálným pólem X
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Př́ıklad A.6: Překreslete Bodeho frekvenčńı charakteristiky přenosu G(s) z obr. A.14

na frekvenčńı charakteristiku v komplexńı rovině.
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Obrázek A.14: Bodeho frekvenčńı charakteristika nějakého přenosu G(s)

Řešeńı: Nejprve urč́ıme body, ve kterých se úhlová frekvence ω bĺıž́ı nule a nekonečnu.

Z fázové charakteristiky zjist́ıme, že pro ω → 0 je fáze rovna 0◦ a pro ω → ∞ je

rovna −180◦. Z amplitudové charakteristiky vid́ıme, že s rostoućı frekvenćı ω amplituda

klesá. Z těchto poznatk̊u již můžeme nakreslit požadovanou frekvenčńı charakteristiku do

komplexńı roviny viz obr. A.15.
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Obrázek A.15: Frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině

přenosu G(s) X
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Př́ıklad A.7: Překreslete Bodeho frekvenčńı charakteristiky přenosu G(s) z obr. A.14

na Nicholsovu charakteristiku.

Řešeńı: Z kapitoly A.1.3 již v́ıme, že Nicholsova charakteristika je frekvenčńı přenos G(jω)

vykreslený v souřadnićıch |G(jω)|dB v závislosti na arg{G(jω)}, kde ω je parametr křivky.

Pokud tedy budeme na vodorovnou osu vynášet fázi přenosu G(s) a na svislou osu j́ı od-

pov́ıdaj́ıćı amplitudu v decibelech, dostaneme Nicholsovu charakteristiku na obr. A.16.
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Obrázek A.16: Nicholsova charakteristika přenosu G(s) X

Př́ıklad A.8: Zobrazte Bodeho frekvenčńı charakteristiky přenosu G(s)

G(s) =
s + 10

(s + 1)(s + 2)(s + 3)

a vyznačte na nich hodnoty amplitudové a fázové bezpečnosti.

Řešeńı: Nejprve si zadaný přenos G(s) přeṕı̌seme na frekvenčńı přenos pomoćı substi-

tuce (A.22)

G(jω) =
jω + 10

(jω + 1)(jω + 2)(jω + 3)
.

Amplitudovou bezpečnost GM odeč́ıtáme na frekvenci ω
GM

, pro kterou plat́ı

arg{G(jω
GM

)} = −180◦.

V našem př́ıkladě plat́ı

arctan
ω

GM

10
− arctan

ω
GM

1
− arctan

ω
GM

2
− arctan

ω
GM

3
= −180◦

ω
GM

.
= 5,1 .
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Nyńı vypoč́ıtáme hodnotu GM dosazeńım ω
GM

do vztahu pro amplitudu přenosu G(jω)

GM =
1

|G(jω)| =

√
ω2 + 1

√
ω2 + 4

√
ω2 + 9√

ω2 + 100
pro ω = ω

GM

.
= 5,1.

Po dosazeńı źıskáme GM
.
= 15,01. Hledané ześıleńı GM ještě přepoč́ıtáme na decibely

podle vztahu (A.3)

GM
.
= 23,5 dB.

Fázovou bezpečnost odeč́ıtáme na frekvenci ω
PM

, pro kterou plat́ı

|G(jω
PM

)| = 1.

Odtud
√

ω2
PM

+ 100√
ω2

PM
+ 1

√
ω2

PM
+ 4

√
ω2

PM
+ 9

= 1

ω
PM

.
= 1,00629.

Nyńı vypoč́ıtáme hodnotu PM dosazeńım ω
PM

do vztahu pro fázi přenosu G(jω)

PM = arg{G(jω)}+ 180◦ pro ω = ω
PM

.
= 1,00629

Po dosazeńı PM
.
= 95,3◦. Výše spoč́ıtanou amplitudovou a fázovou bezpečnost zobraźıme

do Bodeho frekvenčńıch charakteristik na obr. A.17.
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Obrázek A.17: Bodeho frekvenčńı charakteristiky s vyznačenou amplitu-

dovou a fázovou bezpečnost́ı
X
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Př́ıklad A.9: Zobrazte Bodeho frekvenčńı charakteristiky přenosu G(s)

G(s) =
1

s2 + 0,4s + 1

a vyznačte rezonančńı převýšeńı, rezonančńı frekvenci a š́ı̌rku pásma.

Řešeńı: Zadaný přenos si opět jako v předchoźım př́ıkladě přeṕı̌seme na frekvenčńı přenos

pomoćı substituce (A.22)

G(jω) =
1

−ω2 + 0,4jω + 1
.

Rezonančńı frekvence ωr odpov́ıdá dle (A.19) maximálńı hodnotě ześıleńı přenosu G(jω),

tedy rezonančńımu ześıleńı Ar. Ześıleńı přenosu v našem př́ıkladě je

|G(jω)| = 1√
(1− ω2)2 + (0,4ω)2

. (A.27)

Rezonančńı frekvenci ωr pro maximálńı hodnotu ześıleńı můžeme nalézt pomoćı derivace

d |G(jω)|
dω

= 0 .

Odtud rezonančńı frekvence je ωr
.
= 0,96 rad/s. Rezonančńı ześıleńı Ar spoč́ıtáme po

dosazeńı ωr do (A.27), tedy Ar
.
= 2,55. Rezonančńı ześıleńı Ar můžeme podle vztahu (A.3)

přepoč́ıtat na decibely Ar
.
= 8,14 dB.

Frekvenci ω
BW

, která určuje š́ı̌rku pásma, nalezneme podle (A.20) na amplitudové

charakteristice tam, kde pokles amplitudové charakteristiky oproti ześıleńı systému, které

odeč́ıtáme z Bodeho amplitudové charakteristiky pro nulovou frekvenci ω, je −3 dB. V na-

šem př́ıpadě vid́ıme z obr. A.18, že ześıleńı systému je 0 dB. Frekvenci ω
BW

tedy budeme

odeč́ıtat pro

|G(jω
BW

)|dB = −3 dB.

Pro bezrozměrné ześıleńı plat́ı

|G(jω
BW

)| = 10−3/20 ,

tedy

1√
(1− ω2

BW
)2 + (0,4ω

BW
)2

= 10−3/20 ,

ω
BW

.
= 1,5 .

Výše spoč́ıtané mı́ry znázorńıme do Bodeho frekvenčńıch charakteristik na obr. A.18.
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Obrázek A.18: Bodeho amplitudová charakteristika s vyznačeným rezo-

nančńım převýšeńım, rezonančńı frekvenćı a š́ı̌rkou pásma
X

A.4 Úlohy

Př́ıklad A.10: Pomoćı asymptotických charakteristik nakreslete Bodeho frekvenčńı cha-

rakteristiky přenosu

G(s) =
100(s + 10)

(s + 1)(s + 100)
.

Př́ıklad A.11: Pomoćı asymptotických charakteristik nakreslete Bodeho frekvenčńı cha-

rakteristiky přenosu

G(s) =
100s(s + 10)

(s + 1)(s + 100)
.

Př́ıklad A.12: Pomoćı asymptotických charakteristik nakreslete Bodeho frekvenčńı cha-

rakteristiky přenosu

G(s) =
100(s + 10)

s(s + 1)(s + 100)
.

Př́ıklad A.13: Pomoćı asymptotických charakteristik nakreslete Bodeho frekvenčńı cha-

rakteristiky přenosu

G(s) =
100(s + 10)

s2(s + 1)(s + 100)
.
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Př́ıklad A.14: Pomoćı asymptotických charakteristik nakreslete Bodeho frekvenčńı cha-

rakteristiky přenosu

G(s) =
(s2 + 100)

(s + 1)2(s + 100)
.

Př́ıklad A.15: Pomoćı asymptotických charakteristik nakreslete Bodeho frekvenčńı cha-

rakteristiky přenosu

G(s) =
s + 1

(s2 + 100)(s + 1000)
.

Př́ıklad A.16: Překreslete Bodeho frekvenčńı charakteristiky z př́ıklad̊u A.10 až A.15 na

frekvenčńı charakteristiku v komplexńı rovině. Poté ověřte správnost těchto charakteristik

nakresleńım př́ımo z přenos̊u G(s).

Př́ıklad A.17: Překreslete Bodeho frekvenčńı charakteristiky z př́ıkladu A.10 až A.15

na Nicholsovu charakteristiku. Poté ověřte správnost těchto charakteristik nakresleńım

př́ımo z přenos̊u G(s).

Př́ıklad A.18: Uvažujte přenos

G(s) =
5

s2 + 0,1s + 3

a výpočtem určete rezonančńı frekvenci, rezonančńı převýšeńı a š́ı̌rku pásma. Poté zob-

razte Bodeho frekvenčńı charakteristiky tohoto přenosu a vyznačte na nich tyto hodnoty.

Př́ıklad A.19: Naučte se tvary frekvenčńıch charakteristik v komplexńı rovině následu-

j́ıćıch proporcionálńıch přenos̊u

G(s) = k, G(s) =
k

τ1s + 1
, G(s) =

k

(τ1s + 1) (τ2s + 1)

a vyznačte na těchto charakteristikách parametry k, τ1 a τ2. Nápověda: nakreslete si Bo-

deho frekvenčńı charakteristiky a poté z nich načrtněte pr̊uběh frekvenčńıch charakteristik

v komplexńı rovině.

Př́ıklad A.20: Naučte se tvary frekvenčńıch charakteristik v komplexńı rovině následu-

j́ıćıch integračńıch přenos̊u

G(s) =
k

s
, G(s) =

k

s(τ1s + 1)
, G(s) =

k

s (τ1s + 1) (τ2s + 1)

a vyznačte na těchto charakteristikách parametry k, τ1 a τ2. Nápověda: nakreslete si Bo-

deho frekvenčńı charakteristiky a poté z nich načrtněte pr̊uběh frekvenčńıch charakteristik

v komplexńı rovině.
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Př́ıklad A.21: Naučte se tvary frekvenčńıch charakteristik v komplexńı rovině následu-

j́ıćıch derivačńıch přenos̊u

G(s) = ks, G(s) =
ks

τ1s + 1
, G(s) =

ks

(τ1s + 1) (τ2s + 1)

a vyznačte na těchto charakteristikách parametry k, τ1 a τ2. Nápověda: nakreslete si Bo-

deho frekvenčńı charakteristiky a poté z nich načrtněte pr̊uběh frekvenčńıch charakteristik

v komplexńı rovině.

Př́ıklad A.22: Předpokládejte systém s přenosem

G(s) =
5

s + 1
.

Pomoćı frekvenčńıho přenosu nebo frekvenčńıch charakteristik určete jaký bude mı́t

pr̊uběh výstupńı signál y(t) po odezněńı všech přechodových děj̊u (pro t → ∞) pro

následuj́ıćı vstupńı signály

a) u(t) = 1(t) , y(t) = ................... ,

b) u(t) = 10 sin(0,1t), y(t) = ................... ,

c) u(t) = 10 sin(t), y(t) = ................... ,

d) u(t) = 10 sin(10t), y(t) = ................... ,

e) u(t) = 10 sin(100t), y(t) = ................... ,

f) u(t) = 100 sin(10t), y(t) = ................... ,

g) u(t) = 100 cos(10t), y(t) = ................... ,

h) u(t) = δ(t) , y(t) = ................... .

Př́ıklad A.23: Napǐste přenos systému nebo zd̊uvodněte jeho neexistenci tak, aby splňo-

val všechny následuj́ıćı podmı́nky:

• systém je maximálně druhého řádu,

• posledńı zlom na amplitudové charakteristice je pro ω = 10 rad/s,

• frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině konč́ı v počátku komplexńı roviny.
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Př́ıklad A.24: Napǐste přenos systému nebo zd̊uvodněte jeho neexistenci tak, aby splňo-

val všechny následuj́ıćı podmı́nky:

• řád systému je 2,

• fázová frekvenčńı charakteristika zač́ıná v −90◦,

• posledńı zlom amplitudové frekvenčńı charakteristiky je na frekvenci 10 rad/s,

• fázová frekvenčńı charakteristika neńı nikdy pod hodnotou −90◦,

• pro velké frekvence má systém nulový fázový posun a amplituda je 20 dB.

Př́ıklad A.25: Napǐste přenos systému nebo zd̊uvodněte jeho neexistenci tak, aby splňo-

val všechny následuj́ıćı podmı́nky:

• řád systému je 4,

• systém nemá žádnou nulu,

• v asymptotických charakteristikách klesá fáze trvale o 90◦/dek. od frekvence 0,1

do 1000 rad/s

• pro malé frekvence má systém ześıleńı −20 dB.

Př́ıklad A.26: Napǐste přenos systému nebo zd̊uvodněte jeho neexistenci tak, aby splňo-

val všechny následuj́ıćı podmı́nky:

• frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině zač́ıná na reálné ose v bodě 10,

• frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině konč́ı na reálné ose v bodě 1,

• řád systému je maximálně 2,

• frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině procháźı jen jedńım kvadrantem.

Př́ıklad A.27: Napǐste přenos systému nebo zd̊uvodněte jeho neexistenci tak, aby splňo-

val všechny následuj́ıćı podmı́nky:

• frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině zač́ıná v nekonečnu pod úhlem −π/2,

• frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině konč́ı v počátku,

• řád systému je maximálně 2,
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• ześıleńı systému je 5.

Př́ıklad A.28: Napǐste přenos systému nebo zd̊uvodněte jeho neexistenci tak, aby splňo-

val všechny následuj́ıćı podmı́nky:

• pro ω=1 rad/s se asymptotická a skutečná frekvenčńı charakteristika lǐśı o cca 3 dB,

• systém má minimálně dva póly, které jsou od sebe vzdáleny o 9 rad/s,

• systém v̊ubec nepropoušt́ı signál y(t) = sin(10t).

Př́ıklad A.29: Předpokládejte systém s přenosem

G(s) =
1

(s + 1)(s + 2)
.

Určete frekvenci ω, na které frekvenčńı charakteristika v Gaussově rovině prot́ıná ima-

ginárńı osu.

Př́ıklad A.30: Rozmyslete si souvislosti počátečńıch a koncových hodnot amplitudové

a fázové frekvenčńı charakteristiky vzhledem k počtu a poloze jednotlivých kořen̊u čitatele

a jmenovatele přenosu G(s).

Př́ıklad A.31: Odvod’te pravidla pro kresleńı Bodeho frekvenčńı charakteristiky přenosu

s n-násobnou reálnou nulou.




