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Abstrakt

Cilem prace je vytvofeni knihovny funkci implementujicich algoritmy
inercialni navigace. Knihovna je ur¢ena pro nasledné vyuziti v oblasti sledovani stavu
Clovéka ¢i libovolného zafizeni pomoci inercidlnich senzori, pfiCemz nas nebude
zajimat jeho poloha v prostoru. Pro tento ucel budeme vyuzivat riizné druhy
Kalmanovych filtrti, které ndm upiesni stav ¢lovéka z naméfenych hodnot senzort,

které jsou ovlivnény ruSenim, Sumem, a proto nam nedavaji presné udaje.



Abstract

The aim of this thesis is to create a library of functions that implement
algorithms of inertial navigation. The library is meant to be farther used in the field of
monitoring the state (condition) of a human being or any device whatsoever - which
shall be done by means of inertial sensors while the position of the human being or
device shall not be taken into consideration. For this purpose we shall use different
types of Kalman filters to estimate the state (condition) of a human being on the basis
of measured values of sensors which are influenced by noise. This influence results in

the fact that data gained by the measurement is inaccurate.
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1 Uvod

V této diplomové praci se budu zabyvat implementaci Kalmanova filtru pro
odhad polohy za pouziti Inercidlnich M¢éticich Jednotek (Inertial Measurement Unit —
IMU) bez pouziti Globalniho Pozi¢niho Systému (Global Positioning System — GPS).
Tato prace milZze najit uplatnéni pii ur€ovani polohy robota, ¢lovéka ¢i jiného objektu v
prostoru bez pouziti dalSich méficich jednotek napt. GPS navigaci, které se nemohou

pouzit ve vnitinich prostorech, ¢i jinak zarusenych mistech bez signalu.

IMU jednotky, které budu vyuzivat v této praci, jsou zalozeny na technologii
MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems). MEMS je technologie velmi malych (od
0.001 do 0.1 mm) mikro-elektro-mechanickych systémi na jednom cipu. Kazdy Cip
obsahuje centrdlni jednotku, ktera zpracovava data z jednotek pro interakci s okolim,
napt. méfici jednotky mikroskopickych velikosti. Tyto Cipy jsou velmi malé, a proto
nachazeji mnoho uplatnéni v primyslu 1 béznych aplikacich. Lze je jednoduse vyrobit a
jsou levné, protoze se daji vyrabét sériové. Nevyhoda MEMS technologie spociva
v tom, ze trpi chybami jako drift, Sum a dal$i jiné chyby. DalS§im zdrojem chyb mize
byt zakiiveni a rotace Zemé¢. S téchto n€kolika diivodli musime pouZit metody, které
tyto chyby eliminuji. Nejcastéjsi pouzivanou metodou je nasazeni Kalmanova filtru,
ktery ze zaruSenych dat a pomoci pfidavnych senzorii urc¢i pomérné piesné polohu i

orientaci.

1.1 Cil prace

Cilem této prace je navrhnout algoritmy, které budou urcovat orientaci a polohu
casti lidského téla (napt. ruka, noha, délka kroku) anebo robota. K tomuto ucelu budu
vyuzivat Kalmanovych filtri nékolika typl. Budu se snaZit osvétlit problematiku

Kalmanova filtru, v¢etné jeho popisu a vysvétleni jednotlivych vzorct tak, aby to bylo



pochopitelné i1 pro ,,laiky*. Déle zde uvedu problematiku reprezentace Eulerovych uhlu

a jejich feSeni pomoci kvaterniont (quaternions).

1.2 Pouzité nazvoslovi

V této podkapitole bude piehled nazvoslovi a pojmu, které se bude vyskytovat

v této diplomové praci.

1.2.1 Dolni a horni indexy

V této praci budou mit horni a dolni indexy rizné funkce podle obsahu kapitoly
nebo podkapitoly. Horni index bude spjat s né¢jakym mnozstvim. Dolni index bude
pouzit pii poukazovani na to, ze velikost x, y, z je ve smerech daného soufadnicového
systému. Dolni index bude rovnéZ pouZit pro oznaceni jednotlivych vektoril ze skupiny
senzort, jako je napt. IMU. V diskrétnich systémech bude dolni index pouzivan jako
Casovy index proménné nebo parametru. V podkapitole 1.3.2 budou horni a dolni
indexy spole¢né popisovat rotacni soufadnicovy systém. V kapitole 1.3.3 budou pouzity
pro referenci na soufadnicovy systém a v podkapitole 1.3.4 budou pouZity pro popis

Kalmanova filtru.

fimu vystupni méteni zrychleni akcelerometra
WMy vystupni méteni thlové rychlosti gyroskopt

1.2.2 Pohyb téles (Kinematika)

Inercidlni navigacni rovnice jsou skoro témer vyjadieny ve vektorové-

maticovém tvaru. V dusledku toho je konvence zapisu vektoru ve tvaru tu¢ného pisma

(boldface) nebo zapisem se Sipkou pomérné neSikovné (zbytecné). Pro vyjadienim

inercidlnich navigacnich rovnic ve vektorovém formatu je v této praci pouzita konvence



malych pismen a pro skalarni proménné je pouzita konvence bez kurzivy. Rozdil je

vzdy zietelny z kontextu.

1.2.3

vektor pozice

vektor rychlosti

vektor zrychleni

vektor gravita¢niho zrychleni

smérova kosinova rotacni matice transformujici vektor ze soufadnicového

systému b do soufadnicového systému a

kvaterniovy rotacni operator transformujici vektor ze soutadnicového systému b

do soufadnicového systému a
vektor uhlové rychlosti
chyba thlové rychlosti

vektor thlového zrychleni

Definovani soustav souradnicovych systémi

Protoze bylo vyvinuto mnoho soufadnicovych systémi, studium inercidlni

navigace vyzaduje pfesnou notaci, aby nemohlo dojit ke dvojsmyslliim a nejasnostem.

Pro nasledujici definovéani soufadnicovych soustav, hornich a dolnich indext je pouZzita

obecné€ uznavana konvence pro vyzkum inercialnich naviga¢nich systémt.

a
Xpc

vektor x soufadnicového systému c s ohledem na soutfadnicovou soustavu b

popisovany v soufadnicové soustave a

rotacni operace C transformujici vektor ze soufadnicové soustavy b do

soufadnicové soustavy a



Vsimnéte si, ze inercidlni navigacni rovnice, pozice, rychlost, akcelerace a mérna sila
maji pouze jeden horni index r™. To je zpusobeno tim, ze tyto vektory jsou vzdy v
soufadnicové soustaveé télesa, ktera je relativni k inercidlni soufadnicové soustavé.
Pokud nebude ziejmé, na ktery vektor se odkazuje, bude uZita plna notace. Uhlova
rychlost bude mit vzdy plnou notaci, protoze rotacni matice, které se vztahuji k

soufadnicim soufadnicové soustavy, jsou od nich odvozeny.

N , ROVNIK

POLEDNIK

Obrazek 1-3-1: Model souradnicovych soustav

X, Y, Z; osy inercialni soustavy



Xe, Yo, Z, osy zemské soustavy

N,E,D osy navigacni soustavy (North East Down: N — sever, £ — vychod, D — doll)

Ro

polomér Zemé (6378,137 km)

zem¢pisna Sirka

vyska bodu P nad zemi

uhlova rychlost ota¢eni Zemé

tratova rychlost vyjadiena v uspofadani os odpovidajici navigacni soustave
tratova rychlost vyjadiena v inercidlni soustavé

vektor uhlové rychlosti otaceni zemské soustavy vici inercidlni soustave, ktery

je vyjadren v navigaéni soustave

vektor tthlové rychlosti otaceni zemské soustavy vii€i soustaveé navigaéni
transformacéni matice

[V Ve Vp] vektor rychlosti v uspoiadani odpovidajici navigaéni soustaveé
[@x @y az]T zrychleni mé&fené akcelerometry v soustavé bodu P

[QcosL 0 —QsinL]7 thlova rychlost otideni e-soustavy viici i-soustavé

[ VE -UN —vEtanL]T Thl , hlost t o y- tave
Ro+th Ro+h Ro+h unlova rycnlost n-soustavy vucl e-soustave

i - inercialni soufadnicova soustava Zemé (Earth Centered Inertial frame — ECI)

Stied soustavy: stfed Zem¢

Osa Z; je to totozna se zemskou osou.



Osy X; a Y; jsou rovnobézné s rovnikem, jsou orientovany podle hvézd, které

nemeéni polohu vii€i Zemi (jsou staciondrni vici Zemské rotaci)

e — centralizovana souradnicova soustava Zemé (Earth Centered Earth Fixed frame —

ECEF)

Stied soustavy: stied Zemé
Osa Z; je to totoznd se zemskou osou.
Osy X; a Y; dany pevné vzhledem k Zemi, v ¢ase t=0 jsou shodné s ECI

b — souradnicova soustava télesa (BODY)

Soutadnicova soustava je totozna se soustavou v IMU jednotky.
Stfed soustavy: kalibra¢ni poc¢atek IMU jednotky

n - zemepisna soufadnicova soustava (North East Down frame — NED)

Sted soustavy: stejna poloha jako v soufadnicové soustavé télesa b, ale nejsou

k ni pfipevnéné osy

osa X;: lokalni Sever
osa Y;: lokalni Vychod
osaZ;: lokalni Down

1.2.4 Teorie linearnich systémi

X stavovy vektor
h% vektor méteni

Spojity linearni stavovy model se stochastickym vstupem a vystupem zatizeny

stochastickou chybou:



x(t) = A(t)x(t) + B(H)u(t) + G(t)w(t)
y() = C(O)x(t) +v(b)

Diskrétni linearni stavovy model se stochastickym vstupem a vystupem zatizeny

stochastickou chybou:
Xg = Myg_1Xp—1 + Br_qUg—1 + Wi—q

Vi = C(k)xy + vy

1.2.5 Kalmanova filtrace a stochasticka teorie

Xk soucasny odhad stavu

Py soucasny odhad kovariance
X apriorni odhad stavu

P, apriorni odhad kovariance
K Kalmanovo zesileni

Qx kovariance Sumu procesu
Ry kovariance Sumu méfeni
w stochasticky Sum procesu

\% stochasticky Sum méieni



2 Matematické zaklady pro popis algoritmii

Pro pochopeni pozdé¢jSich kapitol v této diplomové praci je nutny strucny
prehled nékterych matematickych pojmil. V prvnich ¢tyfech podkapitolach se budeme
vénovat problému odhadu: linearniho stochastického systému, Kalmanové filtru,
Rozsitenému Kalmanové filtru (EKF) a Unscented Kalmanové filtru. Linearni
stochastické systémy jsou pouzity pro kovarian¢ni analyzu SDINS (Strap Down Inertial
Navigation Systems) chyb, stejné tak jako pro pochopeni fungovani Kalmanova filtru.
V posledni podkapitole se budeme zabyvat zaklady kvaterniové algebry, ktery bude

pozd¢ji pouzit k modelovani orientace stavli SDINS v pozdéjsich kapitolach

2.1 Teorie stochastickych linearnich systémiu

Problémem je, jak feSit linearni stavovy systém zatizeny stochastickymi vektory
chyb procesti wy, a méteni v, ve stavové rovnici (2.1.1) a vystupni rovnici (2.1.2). Pro
tento okamzik nadm postaci odpovéd’, ze kdyZ se jedna o stochasticky vstup do systému,
tak stavy x € R™ a vystupni méfeni y € R™ nemohou byt vypocitany deterministicky,

ani pomoci numerickych ani pomoci analytickych metod.

x(t) = A()x(t) + B(H)u(t) + G(t)w(t) (2.1.1)
y(t) = C()x(t) + v(t) (2.1.2)
Analyza podobnych systémil je nastésti mozna, pokud vektory w(t) a v(t) maji

Gaussovskeé rozdé€leni bilého Sumu matematicky reprezentovaného jako:

w(t)~N(0,Q(t)) (2.1.3)

v(t)~N(0,R(t)) (2.1.4)

SpiSe nez deterministické feSeni systému je pouzito pravdépodobnostni feSeni,

které je dano stfedni hodnotou a kovarianci stavi a méfeni. Predpoklad Gaussovsky

bilého Sumu mé4 mnoho uZzite¢nych vlastnosti. Hlavni vyhodou je line4rni transformace



ne-Gaussovské nahodné proménné. Toto je vyhodné pii vypoctech kovariancni analyzy

a jesté vice pro rovnic Kalmanova filtru.

Maybeck [ 2 ] piSe, ze predpoklad Gaussovsky bilého Sumu je velmi uzitecny
v mnoha fyzikdlnich systémech. Bélost znamend, ze Sum je nekorelovany s Casem.
Znalost velikosti Sumu v jednom okamziku nefika nic o velikosti Sumu v jiném Case.
Bily Sum ma také konstantni mnozstvi energie zastoupenou na vsech frekvencich. Tento
pfipad nikdy nenastane u diskrétnich systémi, kde je vzorkovaci frekvence shora
limitovana. Toto neni pfili§ zavazny problém, kdyz mame konkrétni dany systém.
Vsechny fyzikalni systémy maji pAsmo propustnosti piekryté s Sumem, ktery je obvykle
limitovan filtrem zabrafniujicimu anti-aliasingu pfi pfevodu z analogového signalu do
digitalniho. Pokud je §itka pasma Sumu o mnoho vétsi nez Sitka padsma systému, coz je
ve vétsing pripadl, pak z pohledu systému vypada Sitka pasma Sumu jako bily Sum. (viz.

Obrazek 2-1-1).

2. ™=

w

" IIl

=

i \ Sifka pasma

s | INS systému Ofez frekfence

T o = filtrem anti- Sifka pasma
5 Prah Sumu ST S
= \ ST aliasingu bilého Sumu
b \ méfeni ; ;

_= III'. III I||l I|I

“m ! / f J

b 'lIII ! |

% ! I."III { I.'I

o II". ¥ ;\:.,'..........t

v ¥

\ \\\
0.01 0.1 1 10 100 1000

Frekvence (Hz)

Obrazek 2-1-1: Jednostranna spektralni hustota energie pro typicke inercidlni

navigacni systémy, inercialni sum méreni a bily Sum
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Resenim linearnich stochastickych diferencialnich rovnic obsahuje stéedni
hodnotu stavového vektoru m,(t), vyjadifeného stejn¢ jako deterministické linearni

systémy (podobné¢ jako u (2.1.1) bez nahodné proménné w(t)).

t
m (£) = A(t, to)m, (ty) + f At 7) B(Du(t)dr (2.1.5)

to
kde A(t, ty) je pfenosova matice stavi. Kovariance stavové proménné P, (t) je

vyjadfena maticovou rovnici:

t

P, (t) = A(t, to) Py (to) AT (8, £o) + f A(t,7) G(D)Q()GT (v)AT (¢, T)dt (2.1.6)

to
Stfedni hodnota vystupu m,,(t) a kovariance vystupu P, (t) vyplyva z (2.1.5) a
z (2.1.6):

my,(t) = C(t)m,(t) (2.1.7)

Py (t) = C()P (H)CT(t) + R(t) (2.1.8)

Mame-li dany kovarianéni matice Q a R a uZijeme-li (2.1.5) a (2.1.6), tak feSeni
linearniho stavového modelu mizeme nalézt z rovnic (2.1.1) a (2.1.2). Pokud jsou nam
znamy chyby stavii a méfeni, tak mizeme pro n€které spojité stavové modely definovat
stavy okolo stiedni hodnoty s pfedepsanou nejistotou stavli kovarianci. Rovnice spojité
sttedni hodnoty a kovariance se zdaji byt teoreticky zajimavé, ale v mnoha modernich
systémech uzitych v praxi se pouzivaji diskrétni systémy, kde jsou fidici a méfici

algoritmy zakomponovany uvnitt IMU jednotek.

V této diplomové praci budeme pouzivat pouze v Case diskrétni systémy.
Inercidlni navigacni systémy jsou vzdy diskretizovany vzorkovanim signalu ze senzort,
proto by nemélo smysl pouzivat algoritmy pro v Case spojité systémy. Od vynalezeni
SDINS modela v casové spojitych systémech bylo nutné vyiesit diskretizaci spojitych
stavovych modeli do diskrétnich model. Stfedni hodnotu a kovarianci vyjadiené v

(2.1.5) a (2.1.6) je potieba diskretizovat.
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Stavovd rovnice (2.1.1) muize byt aproximovana od ¢asového kroku

k-1 do k s konstantnim ¢asovym intervalem 7 jako:

I e x|
7 = Xl
X — Xg—
Tl = Atg-1)Xk-1 + Bt )ulte—1) + G(tx—1)W(tx—-1)

X = (I + A(tg—)T) X1 + (B(tx—)Tu(ty—1) + (G(tx-1)T) W(tg—1) (2.1.9)

Stavova diskrétni rovnice ma tvar:

X = Mk_lxk_l + Bk_luk_l + Wg_1 (2110)
Tuto rovnici miiZzeme porovnat s rovnici (2.1.9), abychom se dostali z diskrétni

aproximace k matici parametrti ve spojitém stavovém modelu.

Mk k—1) =M, = [+ A(t,_)T 2.1.11)
Bi_y = B(t,_)T (2.1.12)

Velikost diskrétni ndhodné proménné wy, je:

Qk = (G(tk)Q(tk)GT(tk))T (2.1.13)

Pro notaci uvedeme, ze piechodovou matici M (k, k — 1) budeme psat ve tvaru

M, _4, pro pochopeni Ze jde o stavovou transformaci z kroku k-/ do k. Také si
povSimnéte, Zze vSechny diskrétni proménné jsou odliSeny od spojitych proménnych

indexy s notaci k, nez s notaci .

Spojitad rovnice méteni a diskrétni rovnice méfeni jsou totozné, az na ¢asovou

proménnou ¢, kterou nahradil index £.

Vi = Ckxk + Vi (2114)
Vyjadieni stiedni hodnoty m, je stejné jako deterministickd Cast rovnice

(2.1.10):

(My)k = Mi—1(My) -1 + Br—1Up—1 (2.1.15)
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Kovariance stavi P, je vyjadiena podle rovnice:

(Pex)k = Mk—l(Pxx)k—lMg—l + Qk-1 (2.1.16)

Stredni hodnota vystupu a kovariance maji stejnou strukturu jako ekvivalent

spojitych rovnic:

(my) = Ce(Mmy) (2.1.17)
(Pyy)k = Ck(Pex)kCr + Ry (2.1.18)

Rovnice (2.1.15) az (2.1.18) zprosttedkovavaji cenny néstroj pro analyzu chyb.
Pokud mame deterministicky stavovy model se stochastickym vektorem jako vstup a
vystup zatizeny chybou, tak s pouzitim téchto nastroji mizeme najit vektor stfednich
hodnot a kovarian¢ni matici pro stavy a méfeni. Vyjadieni kovarianéni matice miize byt
vyuzita k ohodnoceni vlastnosti systému. Prvky na diagonale kovarian¢ni matice jsou

odchylky chyb stavii.

2.2 Kalmaniv filtr (KF)

Kalmantv filtr je optimalni pozorovatel linearnich diskrétnich systémt s bilym
Sumem ve stavech i méfenich. Termin , filtr* je trosku zavadéjici, protoZze Kalmaniv
filtr je vice nez jednoducha metoda pro redukci Sumu. D4 se vyuzit k feSeni problému,
jak dostat relevantni informace ze zaruSen¢ho méfeni, dokonce 1 pfi nedokonalém
modelu pozorovaného systému. Kalmantv filtr se stal diileZitym néstrojem ve vyzkumu

v mnoha védnich oborech, nejvice v§ak v navigac¢nich systémech.

Problémem je, jak odhadnout stavovy vektor x € R™, ktery je vyjadien v

procesni rovnici (2.2.1), danou méfenim y € R™ modelovanym vystupni rovnici (2.2.2)

Xg = Myg—1Xp—1 + Br—1U—1 + Wi_1 (2.2.1)
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Vi = C(k)xk + Vi (222)

Stavy a méfeni jsou zatizeny vektory chyb w;, a v, které jsou navzajem
nezavislé. Tyto vektory jsou stochastické a predpokladaji Gaussovské rozdé€leni bilého

Sumu s nulovou stfedni hodnotou a kovariancemi Q a R.

Pouziti klasického Kalmanova filtru je na Obrazku 2-2-1. Do fyzikalniho
systému vstupuje deterministicky fizeny vstup u; a stochasticky procesni Sum wy,.
Stavovy vektor fyzikalniho systému, tedy kvantita, kterou odhadujeme je neznadma.
Vystupy ze systému jsou zatizeny chybou s Sumem v, a vstupuji do Kalmanova filtru

spolu se zndmym vné&jSim vstupem uy,.

Pokud je dan line4drni model fyzikalniho systému s kovarianéni matici Sumi pro
stavy a méfeni, tak ndm Kalmaniiv filtr dava nejlepsi odhad stavii a kovarianci chyb

téchto stavu.

Systém Pozorovatel

Procesni Sum

Méreni zatizené

1 1 1
1 1 1
] 1 ]
1 | 1
1 \ 1
1 | 1
1 | 1
1 | 1
1 1 1
1 1 1
1 1 :
1 1
1 \ 1
1 1 1 a
j i chybou Odhad stavu X,
vstupi Procesy, které i ! y —>
" P
Y »| se maji ! : > Kalmanuv filtr :
1 1 1
! odhadnout - —>
1 | 1 h
i - A Koyariance stavové
1
! P 1 chyby Py
| v B |
V; 1
: G Sum rrl:éFenl' Lo |
! Aktudlni neznamy - !
' stav . !
: L :
1 | ] h
1 | 1 h

Obrazek 2-2-1: Kalmanuv filtr jako pozorovatel odhadujici stavovy vektor linearniho

systému
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Rovnice Kalmanova filtru mohou byt rozdéleny do dvou casti, zvané jako
apriorni a aposteriorni odhad. Tyto slova jsou odvozena od filozofické nauky o
poznani. Filozofové ftikaji, Ze apriorni znalost je predesld nebo vrozené znama.
Aposteriorni znalost vyzaduje poznatek zalozeny na pozorovani (empiricky).
Analogicky v terminologii Kalmanova filtru je apriorni odhad znalost stavového
vektoru daného predeslou znalosti procesniho modelu a aposteriorni odhad je znalost

stavového vektoru daného empirickym métenim.

Pokud je dan odhad stavl z piedeslého asového kroku X, , pak apriorni odhad

stavil X, a kovariance Py, jsou vyjadfeny jako:

Xig = My—1%1 + Br—1Up—1 (2.23)
Pi = My 1Py Mi_y + Qis (2.2.4)

Podstata Kalmanova filtru je vzit apriorni odhad a upravit ho pomoci méteni
zatizeného Sumem. Tento upraveny odhad je nazvan aposteriorni odhad. Optimalni
stavovy odhad je nalezen za pouziti Kalmanova zesileni K, které urcuje rozdil mezi
aktudlnim a pozadovanym méfenim. Kalmanovo zesileni je vyjadieno jako

minimalizace kovariance chyby stavli k dosazeni optimalniho odhadu stavového

vektoru.
K = PiCE(Cy PiCE+ R )Y (2.2.5)
R =X + K — Cie ) (2.2.6)
P, = (I —KCp )P, (2.2.7)

Kalmanovo zesileni K}, je podstatou Kalmanova filtru. Toto zesileni naleZzité
vazi dopad méfeni na stavovy odhad a kovarianci chyby. K lepSimu piedstaveni pouziti
K, si predstavte, Ze méfeni je vice zarusené, skoro az nepouzitelné. Toto mlze zpisobit
bud’ velkd hodnota R, a nebo velmi mala hodnota K.

lim K, =0 ~ X, =X, azaroven P, = P,
Rg—0
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Mal¢ K, znamena, Ze méteni nemiizeme véfit, takze z rovnice (2.2.6) optimalni
odhad konverguje k apriornimu odhadu. Stejné tak kovariance chyby stavu P, je stejné

jako u apriorniho odhadu. Pro extrémné velké R, jsou méfeni takika Gipln€ ignorovana

a Kalmantv filtr se spoléhd pouze na procesni model pro odhad.

V jiném ptipadé si predstavte, ze méteni je velmi dobré, to nam zpiisobi velmi
malou hodnotu R}, . Kalmanovo zesileni ndm bude konvergovat k:
lim K, = Hy' « X, = H;'y, azarovei P, =0
Rk—0
Pro velmi malé R, bude Kalmanlv filtr upfednostiiovat pouze meéfeni.

V ptipadé, ze bude méfeni perfektni, nebude procesni model viibec pouzit a kovariance

chyby stavu bude nula.

Z téchto experimentédlnich tivah mizeme vidét, Ze Kalmantv filtr je vahovy

algoritmus, ktery vyvazuje predikci procesniho modelu s korekci méfent.

Kalmaniv filtr je rekurzivni algoritmus. Predikéni a korekéni rovnice upravuji
nejlepsi odhad v kazdém casovém kroku pouze ze znalosti jednoho predchazejiciho
kroku. Tato vypocetni vyhoda je jedna z hlavnich divodd, pro¢ je Kalmaniv filtr tak

Siroce pouzivan v praxi. Na Obrdzku 2-2-2 je zobrazen rekurzivni algoritmus

s poc¢ate¢nimi podminkami pro stav x, a kovarianci chyby P, .
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Apriorni odhad Aposteriorni odhad
A\ 4
Predikce stavl pouZzitim Vypocet Kalmanova zesileni
procesniho modelu K = Py CF(C, P CT + R, )1

Xig = My—1Xp—q + By—quy—1 .
Korekce odhadu stavl

z namérenych dat

Predikce kovariance chyby stavil B = i + Kie(vie = Cie %)

pouzitim procesniho modelu Korekce kovariance odhadu

P; = My_1 P M{_1 + Qi_1 z namérenych dat
P = — Ky Cy )P

X 7Y

: Dalsi ¢asovy krok
Pocateéni podminky k-1 <-k

X0, Py

Obrazek 2-2-2: Rekurzivni algoritmus Kalmanova filtru

2.3 Rozsireny Kalmaniiv filtr (EKF)

Jeden z hlavnich divodi studovani teorii linearnich systémi je feSit nelinedrni
problémy. VétSinou jsou Kalmanovy filtry pouZity na nelinearni stavové systémy, jako

jsou napt. SDINS strapdown inercidlni navigacni systémy.

Rozsiteny Kalmantv filtr (EKF) je pro odhad stavii systému, které nejsou
linearni, ale mohou byt povazovany za ,,hladké* (,,smooth*). Zasadni problém u EKF je,
ze transformace Gaussovsky bilého Sumu je nelinearni, vysledkem je ne-Gaussovska
pravdépodobnost rozdéleni. Tento problém je feSeny linearizacni aproximaci, kterd vede
k optimalnimu Kalmanovu filtru. Tato metoda nam bude stacit pro mnoho aplikaci

zvlasté pak pro navigacni systémy [ 1 ].

Uvazujme v Case diskrétni systém popsany nasledujicim nelinearnim stavovym

modelem se stavovym vektorem x € R™ a vektorem naméfenych hodnot y € R™:
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X = f(Xk-1, Uk—1, Wi-1) (2.3.1)
Vi = 9 Xk, Vk) + Vi (2.3.2)
Stochastické vektory wy a v, jsou Sumy procestt a méteni s predpokladanym

Gaussovskym rozdélenim s kovariancemi Qy a R,.

Predpokladejme, ze mame odhad zptfedchoziho casového kroku X _;.
Linearizaci stavového vektoru kolem aktualniho odhadu stavu dostaneme nasledujici

Jakobiho matici:

af (x,u) (2.3.3)

Nyni predpokladejme, Zze si vyjadiime budouci stav a Casovy krok, abychom

dostali apriorni odhad aktualniho stavu uzitim nelinearniho procesniho modelu.

Xy = f(Rk—1, Ug—1) (2.3.4)

Nyni budeme linearizovat vektor méteni okolo apriorniho odhadu stavi.

_ dg(x,u) (2.3.5)
Ck B [ ox Rk

Jakobiho matice (2.3.3) a (2.3.5) linearizuje procesni model okolo odhadu stavi.
Tyto odhady jsou pouZzity v rovnicich Kalmanova filtru pro vypocet matice Kalmanova
zesileni. Neboli vektory stavii a méfeni jsou vypolteny uZzitim nelinearnich rovnic
(2.3.1) a (2.3.2). Z definic uvedenych vySe a uzitim nasledujicich pravidel mohou byt
stavy odhadnuty z pocate¢nich podminek stavu x, a kovariance Py. Apriorni rovnice

jsou:

X = f (X1, Ug—1) (2.3.6)
P = My_1 Py M{_y + Qg4 (2.3.7)
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Aposteriorni rovnice jsou:

Ky = P CL(C PrCF + R )™ (2.3.8)
X =X + Kk —9(Xk)) (2.3.9)
P, = (I —KyCy )P, (2.3.10)

Rovnice vySe jsou, zname jako RozSifeny Kalmanav filtr (EKF). Na
Obrazku 2-3-1 je zobrazen rekurzivni algoritmus s poc¢atecnimi podminkami pro stav

X, akovarianci chyby P, [1].

Apriorni odhad Aposteriorni odhad
A 4
Predikce stavl pouZzitim Vypocet Kalmanova zesileni
procesniho modelu Ky, = P CY(C, PECF + R, )™t

Xk = f X1, Ug-1) .
Korekce odhadu stav(

z namérenych dat

X, =%, +K —g(x,

Predikce kovariance chyby stavi k k Ok = 9(%)

pouzitim procesniho modelu Korekce kovariance odhadu
P; = My_1 P MI_, + Qp_1 z naméfenych dat

P, = —KyCy )P

x yY vy .
: Dalsi ¢asovy krok

Potatedni podminky k-1<-k

X0 . Py

Obrazek 2-3-1: Rekurzivni algoritmus Rozsireného Kalmanova filtru

2.4 Unscented Kalmaniiv filtr (UKF)

Dal$im z fady Kalmanovych filtrli je Unscented Kalmaniv filtr (UKF), ktery
zapada do mnoziny SPKF (Sigma-Point Kalman Filters). Tento filtr miize nahradit EKF
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v ptipad¢€, Zze procesni model a model méfeni jsou znacné nelinearni, tyto nelinearity
mohou u EKF zptsobit velmi Spatné odhady. Divodem téchto Spatnych odhadu je
sttedni  hodnota, vyjadfena témito nelinearitami. UKF pouzivda metodu
deterministického vzorkovani zndmou jako unscented transformace pro vybér
minimalni mnoziny vzorkovacich bodia (Sigma body — Sigma-Points) okolo stiedni
hodnoty. Tyto sigma body jsou nasledné¢ vyjadieny v nelinedrnich funkcich a
kovariance odhadu je nasledné z téchto funkci obnovena. Vysledkem je ptesnéjsi odhad
sttedni hodnoty a kovariance. Z Obrdzku 2-4-1 lze vidét, ze stfeni hodnota a kovariance

se u UKF mnohem vice podoba skutecnym hodnotdm nez u EKF [ 15 ].

sigma body
kovariance o
@ § Q
e 1
o}
stredni o
hodnota ‘ |
| 7 =g Y; = g(X;)
' I
— T
N g(]{i) P.Y - vgpx(vg) vaiené vzorky stiedni
l hodnoty a kovariance
v \g(R) transformované
skutecna stredni hodnota l'. o= sigma body

: -3'_*'-_\_5kuteEné kovariance stfedni ’
e b / hodnota - e}
= S 7 i A,
hY % sigma bodd @
i VePx(Vg)’ v
% kovariance 2

sigma bodi

a) k) c)

Obrazek 2-4-1:Priklady pojeti sigma bodii pro stiedni hodnotu a kovarianci. a)

skutecné, b) linearizace prvniho radu EKF, c) sigma body

Abychom dostali co nejlepsi statistické vlastnosti pfedchazejiciho vektoru stavu
x, budeme muset zavést omezujici podminky ve formé s(( X, W), T, p(x)) = 0 kde (y,w)
je mnozina vSech sigma boda y; a jejich vah w; pro i = 1,..,r. Pokud chceme splnit

omezujici podminky a navic mit jesté¢ n¢jaké stupné volnosti pii vybéru pozice bodu,
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budeme muset zavést penaliza¢ni funkci ve forme c(( X, W), T, p(x)), kterou se snazime
minimalizovat. Uéelem této funkce je zavést statistické vlastnosti x, které jsou vhodné,
ale nemusi byt nutn¢ splnény. Z toho vyplyva, Ze sigma body jsou dany nasledujicim

optimaliza¢nim problémem [ 15 ]:

ming,, ) c(()(, w), r,p(x)) za podminky e(()(,w), r,p(x)) =0 (2.4.1)

Nezbytné statistické informace ur¢ené UKF filtrem jsou momenty prvniho a
druhého tadu p(x). Potiebny pocet sigma bodl k urceni téchto momentt je r = 2L + 1

kde L je dimenze x.

Abychom mohli pokrafovat, potiebujeme znat vahovou statistickou linearni
regresi (Weighted Statistical Linear Regression - WSLR), kterd ndm vyiesi problém
linearizace nelinedrnich funkci ndhodné proménné. Misto linearizace nelinedrni funkce
Taylorovou fadou pro nékolik prvnich ¢lenii do jednoho bodu (ktery je obvykle stfedni
hodnotou ndhodné proménné), budeme linearizovat funkci linearni regresi mezi » body
vyjadtenych z apriorni distribuce nahodné proménné a ,,skutecného* nelinearniho
odhadu téchto bodl. Protoze metody statistické aproximace vnéseji do popisu statistické
vlastnosti apriorni ndhodné proménné, vysledkem bude ,,oc¢ekdvana‘ chyba linearizace,

ktera bude mensi nez pfi uziti Taylorovych fad.

Uvazujme nelinearni funkci y = g(x), ktera je ohodnocena v r bodech (y;,¥;)

kde y; = g(xo).
r (2.4.2)
X= ) Wix
2

A r (2.4.3)

Pee= ) wi Gt = D0t~ B

i=1

(2.4.4)

.
y= Zwi Yi
=1
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A r (2.4.5)
Py= D wilri =D - 9"
i=1

~ s (2.4.6)
Py =) wiCti = D=5
i=1
kde w; je mnozina vah skalarnich regresi o r prvcich, takovych, ze Yj_, w; = 1.
Nyni musime najit linearni regresi y = Ax + b, kterd bude minimalizovat statistickou
hodnotici funkci ] = E[¢p(e;)]. Chyba linearizace bodt je dana jako
e; =y; — (Ax; + b) skovarianci P,, = Pyy — AP, AT. Toto vede k redukci hodnotici

funkce na:
A (2.4.7)
{4, b} = argmin z(wi e;el)
i=1
kterd vede k nasledujicimu feSeni

A=PLP;' b=y —Ax (2.4.8)

Nyni jiZ miZeme zavést sigma body a vahy vyuzité UKF filtrem:
Xo=X (2.4.9)

Xi =76+(\/(L+/1)Px) i=1,..,L (2.4.10)

i

X, =% \/(L+/1)Px)_ i=L+1,..2L (2.4.11)

L

m) _ A (2.4.12)
‘; L+2
© 2 (2.4.13)
=——+(1-a?®+
Mo T 1( @ +h)
wi=w®=—— i=1,.2L 24.14)
2(L + 2)

Kde A = a?(L + k) — L je parametr pro zménu méfitka. a uréuje rozptyl sigma

bodi okolo stfedni hodnoty X, obvykle je nastaven jako mald kladnd hodnota (napf.
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le — 2 < a < 1. k je druhy parametr pro zménu méftitka, obvykle je nastavenna O a f8
je parametr pro extra stupeil volnosti pouzivany pro zalenéni extra apriornich znalosti
o distribuci x (pro Gaussovskou distribuci je optimalni = 2). \/(L+—/1)Px je i-ty fadek
(sloupec) matice pro sigma body [ 15 ].

2.5 Mechanicky pohyb

Mechanickym pohybem se ve fyzice oznacuje pohyb, pii kterém dochéazi ke
zméné polohy télesa (hmotného bodu), vzhledem k jinému bodu, za urcity casovy
interval. Pokud k mechanickému pohybu nedochéazi, tzn., neméni se poloha télesa
vzhledem k jinému télesu, fikdme, ze je téleso v klidu. Klid je tedy pouze zvlastnim
pfipadem pohybu. Vzhledem k tomu, ze klid (nebo pohyb) je vzdy vztazen k urcité
vztazné soustavé, je klid vzdy relativni. Zadné téleso nemtize byt v klidu ve viech
vztaznych soustavach, tedy v absolutnim klidu. Absolutni klid neexistuje. Popis pohybu
télesa je vzdy zavisly na volbé vztazné soustavy. V riznych vztaZznych soustavach se

pohyb bude jevit rizné [ 3 ].

Nejdiive si musime vyjadfit zédkladni vzorce pro polohu, rychlost a zrychleni

v nepohybuyjici se inercialni soustave.
Pro zrychleni plati nasledujici vztah:

_ d?r (2.5.1)
a=—7
kde r; = [Tx; Ty; Tz] je vektor polohy télesa v inercialni navigaéni soustavé
s definovanymi slozkami. Z toho vztahu si muzeme ptedstavit, jaké tdaje budou
ukazovat akcelerometry:

d?r (2.5.2)
a4 =—2 T
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kde g; je vektor tihového zrychleni definovaného dle sméru polohového vektoru

;. Upravou rovnice (2.5.2) lze ziskat tzv. navigacni rovnice:

d?r; (2.5.3)
dez 4T
Pro rychlost pohybu plati nasledujici vztah:
_dn (2.5.4)
S dt

Rovnici (2.5.4) Ize prevést z inercidlni soustavy do soustavy zemské podle:

V;

dr, (2.5.5)
Ve =d—:=vi—a)iexre
0
kde w;, = [ 0. Rovnici (2.5.5) 1ze vyjadfit v navigacni soustaveé ve tvaru:
Q
dvl* dv} (2.5.6)
dte = dte - (Q){Ié - w(?n) X vgl
Postupnou Upravou rovnice (2.5.6) lze dojit ke kone¢nému tvaru navigacni
rovnice:
dvg' (2.5.7)
- = Cra” = Quj, — o) X v + gf

Pro vyjadfeni rovnice (2.5.7) budeme potiebovat transformaéni matici Cj
cosfcosyy —cosdsiny +sindgsinBcosy sindsinyP + cosdsin B cos P

cospsiny cosBcosyP +sindsinBsinyy  —sind cosP + cospsinBsiny
—sin0 sin§ cos 0 cos ¢ cos O

2.6 Kvaterniova algebra

Sir William Hamilton (1805 — 1865) je povazovan za jednoho z nejvétSich

Irskych matematikd vSech dob. Hamilton pracoval mnoho let na problému nasobeni a
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dé€leni vektorii o velikosti hodnosti 3. Kdyz kracel po Broughamové mosté v Irsku, nasel
feSeni toho problému zavedenim vektoru o velikosti hodnosti 4. Podle legendy vynalezl

kvaterniovou algebru psanim nésledujici rovnice na jeden ze slouptd na konci mostu.

i2=j2=k?*=ijk=-1
Cesta vedouci ven zmostu, kde wvySkrabal tento klicovy vzorec, byla
pojmenovana Hamiltonova Kvaterniova Stezka, i kdyz nebyla dodnes nalezena jeho
Skrabanice. Hamiltonovy kvaterniony jsou vyuzivany v mnoha aplikacich napf.

v robotice, v pocitacem podporovaném fizeni a samoziejme v inercialni navigaci [ 1 ].

Zapis a konvence, kterou zde budeme pouzivat je pouzita v pievazné c¢asti

odborné literatury.
Kvaterniony jsou ¢tyf dimenziondlni ¢isla nasledujici formy:

g=qo+qii+qy+qsk=[do d1 dz qz]T (2.6.1)

Cisla qg, q1, g2, q3 jsou realné &isla. Jednotkové vektory i, j, k jsou povazovany
za standardni ortonormalni baze. Tyto jednotkové vektory se fidi nasledujicimi

pravidly, které urcuji operace jako kvaterniové nasobeni a s¢itani:

i2=j%=k?=ijk=-1

ij=k=-—ji
jk=i=-kj (2.6.2)
ki=j=—ik

kde i=[1 0 0]%,j=[0 1 0]hk=[0 0 1]7. Tyto pravidla jsou
podobna jako definice komplexnich ¢isel, nazyvajici kvaterniony casto jako ,,hyper-
komplexni“ ¢isla. Z tohoto divodu je element q, Casto nazyvan realny nebo skalarni

&ast kvaternionti a vektor [d1 d2  q3]T nazyvany imaginarni &4st.
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Jednotkovy vektor ma jednotkovou normu dulezitou pro uziti v rotacni
transformaci. Uhel @ muZe byt spojeny s kvaternionem q. Jednotkovy kvaternion

muzeme napsat nasledovné jako:

q = cos(a) + sin(a)u (2.6.3)
Vektor u je jednotkovy vektor vztazeny k ortonormalni bazi. Ukazuje, ze tento
jednotkovy kvaternion reprezentuje rotaci 2a ve sméru jednotkového vektoru u podle

pravidla pravé ruky. Proto tedy jednotkovy kvaternion reprezentuje rotaci v R3.

Piedpokladejme, Ze chceme reprezentovat vektor v b-soufadnicich, v?, jako
vektor v a-soufadnicich, v¢. To ukazuje, zZe kvaterniony reprezentuji zménu soufadnic,
qp je ziskana rotaci b-soutadnic okolo vektoru u pies 2a. Tento vektor mize byt

rotovan uzitim nasledujici transformace:

¢ = qg qug (2.6.4)
Ekvivalent smérové Kosinovy rotacni matice k transformacéni matici je odvozen

rozepsanim (2.6.4) za pouZziti rovnic (2.6.2) a jejich pfeusporadanim:

299 —1+29% 2919, + 29093 29193 — 290 (2.6.5)
Cy(ap) = 29192 — 29093 29¢° —1+ 29" 2939z + 29
29,93+ 290q2 29392 — 2qoq; 294 — 1+ 2q4°

kde ¢ =[do d1 9z d3]T.Odvozeni kvaternionii v ¢ase miize byt napsano
ve vztahu k rota¢ni rychlosti pohybujiciho se syst¢ému. To ¢&ini reprezentaci
v kvaternionech jednoduchou pro zavedeni v inercidlnich navigacnich rovnicich.

Diferencialni rovnice kvaterniont ma nasledujici formu:

) 1 2.6.6
G =5 [Qalas (260
0 -0y —wy —w,
< 0 w, —Wwy
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Normovani kvaternionit je jedna z dulezitych vlastnosti, obecné je déna

kvadratickou normou:

(2.6.7)
lqll = llqll, = Jqoz +a2+aq2 +qd

Sdruzeny kvaternion ke kvaternionu g ma zapis ¢~ a je analogicky ke sdruzené

hodnoté komplexniho ¢isla. Je definovan jako:

g =[9 ~q1 —92 —4q3]=q¢—qii—qy —qsk (2.6.8)

Nésobeni kvaternionu se sdruzenym kvaternionem zleva nebo zprava dostaneme

opét kvadratickou normu:

gl = llqll; = (qq")% = (@"9)? (2.69)

Z rovnice (2.6.9) dostaneme uzitecné zjisténi, ze inverze kvaternionti je podobna

jako u redlnych cisel:

qq_1 = q_lq =qq — 0i — 0] —-0k=1 (2610)

Takze zvyrazu (2.6.8) ndm vyplyne nasledujici jednoduchy vyraz pro

kvaterniovou inverzi;

a4 2.6.11)
llqll>

q

Pokud je kvadratickd norma kvaternionu rovna 1, pak z vyrazu (2.6.11) vyplyva,

ze inverze kvaternionu je rovna jeho sdruzené hodnoté¢.

Pouzitim kvaterniont ziskdme nékolik vyhod oproti pouziti thlové reprezentace
v inercidlni navigacni soustave, kterd ma s ne€kterymi uhly problémy. Vezméme si

Eulerovou uhlovou diferencialni soustavu rovnic:



27

) 1 tanOsing tan0cos d][wy (2.6.12)
o[=10 cos ¢ —sing |[|wy
U 0 secOsind secBcosdllw,

Tato rovnice ma ndsledujici nespojitosti. Proto musime pouzit pifidavny
algoritmus v Kalmanové filtru na jejich eliminaci, coz je pomérné neSikovné a strojové

narocné:

li7rtr(1_)((]5) — 0

9_)5

li—r7rrl(+) ((]5) - —00
-z

lim () > o
pm)
2

lim () = o
2

Kvaterniony nemaji tyto problémy se singularitami. Obecné jsou jednodussi
k implementaci v nelinearnich pozorovatelich stavii, protoZze kvaterniova algebra
pouziva polynomidlni reprezentaci spiSe nez trigonometrickou reprezentaci. Z toho
samého duvodu jsou kvaterniony snadngji implementovatelné ve vestavénych
digitalnich zatizenich, protoZe s¢itani a nasobeni zaberou méné strojového Casu nez
trigonometrické funkce. Nevyhodou uziti ¢tyistavové kvaterniové reprezentace je, ze
ma o jeden piidavny stav vice oproti tfistavové uhlové reprezentaci a navic neni tak

jednoduchy pro predstavu oproti thlové reprezentaci.
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3 Senzory

V této kapitole osvétlime fungovani senzort thlové rychlosti (gyroskoptim),
zrychleni (akcelerometrim) a magnetického pole (magnetometrim). Budou zde
uvedeny nékteré zakladni vztahy a obrazky vysvétlujici principy téchto senzorti. Déle
budeme uvazovat pouze senzory, které jsou vyrobeny metodou MEMS, tzn. integrovany

na Cipu.

3.1 Gyroskopy

Gyroskopy jsou obecné uréené pro méteni uhlové rychlosti, tzn. udaj o tom, jak
se méefeny objekt rychle otaci, v jednotkach stupiiti/sekundu (°/s). Rotaci je mozné
typicky méfit vzhledem k jedné ze tii os z, y, x, n€ékdy oznaované jako svisld (kolma)
osa (yaw axis), pfi¢na osa (pitch axis) a podélna osa (roll axis), viz. Obrazek 3-1-1.
Obvody pracujici na principu Coriolisovy sily, uméji méfit pouze v jednom sméru-
kolmém na plochu ¢ipu (yaw axis). Pro jiné sméry je nutné zajistit spravné natoceni a

umisténi senzoru [ 5 |.
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VAW AXIS

(_::_ :) ROLL AXIS

ROLL AXIS
/ m

| »

SN

PITCH AXIS

Obrazek 3-1-1: Moznosti méreni natoceni a rotace pomoci gyroskopii

Coriolisova sila je tzv. virtualni sila, kterd ptisobi na libovolny hmotny predmét
¢i objekt, ktery se pohybuje rychlosti v v soustavé rotujici kolem osy rotace uhlovou

rychlosti w, pro Coriolisovu silu plati nasledujici vztah [ 3 ]:

Fc=2mv X w (3.1.1)

Na Obrazku 3-1-2 vidime, ze pii pohybu objektu, upevnéného na pruzinach
uvnitt ramu, smérem ven (k okraji rotujiciho kotouce) na néj ptisobi Coriolisova sila
smérem doleva, pfi opacném sméru pohybu objektu pak doprava. Protoze velikost a
smér této sily je imérny 1 velikosti thlové rychlosti a sméru otaceni, 1ze tento systém s

uspéchem vyuzit pro jejich méteni [ 5 ].
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Obrazek 3-1-2: Priklad funkce struktury snimace gyroskopu pri rotaci

Zaklad gyroskopu tvofi rezonujici struktura (resonationg mass) upevnénd v ramu
(inner frame), kterd se vlivem vlastni mechanické rezonance, zde reprezentované
pruzinami (springs), pohybuje v uvedeném sméru (Mass drive direction) - kolmém na
smér otaCeni (viz. Obrazek 3-1-3). Ptfitom vznika Coriolisova sila umérna thlové
rychlosti otaceni, kterd stlaci vné€jsi pruziny rdmu a zpisobi vzdjemny posuv méfticich
plosek (Coriolis sense fingers) fungujici jako elektrody vzduchovych kondenzétori.

Vystup je tedy zména kapacity umérna uhlové rychlosti otaceni °/s [ 5 ].

| | | INNER FRAME
VWV J
m r RESONATING MASS

MASS DRIVE DIRECTION

SPRINGS

MWW
VI

MV T I
—- CORIOLIS SENSE FINGERS

Obrazek 3-1-3: Zjednodusena struktura snimace MEMS gyroskopu

Vyuziti gyroskopt je Siroké, pro pfedstavu uvedeme ty nejzajimavéj$i napf.
detekce a méfeni rotacniho pohybu, zptesiiovani pozice systému GPS, stabilizace

obrazu a predmétli, navadéni a fizeni raket a dalsi.
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3.2 Akcelerometry

Akcelerometry, senzory pro mefeni statického nebo dynamického zrychleni,
jsou vhodné nejen pro méteni odstiedivych a setrvacnych sil, ale i pro uréovani pozice
télesa, jeho naklonéni nebo vibraci. Mezi Casto pouzivany princip, ktery je 1 velmi

jednoduchy pro integraci na Cip spolu s elektronikou, patii piezorezistivita.

Zavésend hmota integrovaného piezorezistivniho akcelerometru neni nic vic nez
zatéz na pruziné pripevnéné k ramu. Kdyz se ram pohne, hmota bude mit tendenci
zustat v klidu az do doby, kdy napjata pruzina preda dostatek sily hmoté k pohybu. Sila
plsobici na pruzinu je imérnd deformaci, kterd je dale pfimo umérnd meéfenému
zrychleni, které se méti piezorezistory [ 5 ]. Piezorezistory prevadéji mechenické napéti
na zmény odporu. Zména odporu mize byt snadno méfena zmeénou ubytku elektrického
napéti. Tak je méfené zrychleni ve vysledku pfevedeno na elektricky napétovy signal.
Jako pfevodnik zmény odporu na napéti se vyuziva zndmého Wheatstonova mustku.

Priklad akcelerometru snimajiciho zrychleni v ose Y je zobrazen na Obrdzku 3-2-1.

Resiztors Sihicon Beam

\Ilh ;|.t1-.|};’:nlil e

e

o

Lead J_I_.
o

2

- "":::".. -
_'_,__,-'-""H "I

b |

e, A

v Chatfa
P and P Diffusiens | L'“.”_I‘-‘f' Ei:."-h"‘"l n
Crlass Cover

Silicon

Obrazek 3-2-1: Jedno z moznych provedeni malého diskrétniho piezorezistivniho

akcelerometru
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3.3 Magnetometry

Magnetometr je senzor na méteni sily nebo sméru magnetického pole v blizkém
okoli senzoru. Zemska pfitazlivost (magnetosféra) se méni v zavislosti na poloze, ve
které se zrovna na Zemi nachazite. Miize to byt zptisobeno lisSicim se slozenim skal

anebo vzajemnym ovlivnénim ¢astic vyzafujici ze slunce a magnetosféry [ 3 ].

V/
testing electrode

gilicon tip electrode

anterior anterior
combs combs

U npp gl (gl UpnUpty

circuits

[ ]
—— 1

mass bulk

| ———
[ 1

]”ﬂ”ﬂ”ﬂ”ﬂ”ﬂ”ﬂ”ﬂ”ﬂ”ﬂlf]”ﬂ”ﬂ”ﬂ”ﬂuﬂ”ﬂuﬂ”ﬂ”ﬂ ’7 7

posterior

___4+____J combs L____}d———

circuits electrode // /é circuits electrode

Obrazek 3-3-1: Jedno z moznych provedeni magnetometru
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4 Modely systémii v Inercialni Naviga¢ni Soustavé

4.1 Gimballed systém

Pted vynalezenim strapdown systémi byla velmi populdrni inercialni navigace
zaloZena na gimballed (vykyvné ulozeni) systémech. Akcelerometry byly montovany na
gimballed platformu, kterd udrzovala rovnovdhu pomoci servomotorli ovladanych
gyroskopy. V tomto ulozeni byly x a y akcelerometry vzdy orientovany k

severni/vychodni roviné (viz. Obrazek 4-1-1).

Modelovani chyb pro gimballed inercidlni navigacni systémy (Gimballed
Inertial Navigation Systems - GINS) jsou velmi dobfe popsany. Pievladajici modely
jsou devitistavové W- a ®-uhlové modely chyb. Literatura zabyvajici se GINS je

rozsahla, ale v této praci se budeme zabyvat pouze strapdown systémy [ 1,3 ].

Accalaroneters _— Azimuth axis

Obrazek 4-1-1: Princip gimballed platformy

4.2 Strapdown systém
V posledni dekadé¢ se MEMS t¢si veliké popularité ve strapdown inercidlnich
navigacnich systémech (Strap-Down Inertial Navigation Systems — SDINS). Nez-li

montovat akcelerometry na gimballed platformy, je lepSi zakomponovat akcelerometry
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piimo do sledované¢ho objektu. MEMS d¢€la inercialni senzory jako je akcelerometr,
gyroskop a magnetometr velmi levné a malé, to dovoluje zaclenit tyto senzory piimo do
IMU jednotek. Inercidlni méfici jednotka (Inertial Measurement Unit - IMU) je
strapdown ekvivalent k tradicnim gimballed platformédm. Nésledkem toho, ze jsou

levnéjsi a mensi, SDINS vétsinou nahradily GINS v navigac¢nich aplikacich [ 1,3 ].

Obrdazek 4-2-1: Princip strapdown platformy s technologii MEMS

4.3 Slouceni technik pro odhad orientace

Real-time sledovani orientace ma velmi Siroky rozsah v aplikacich jako virtualni
realita, autonomni navigace vozidel, robotika a mnoho dalSich. Soucasny vyzkum se
zamé&fuje na vyvoj sledovani orientace zalozené na MEMS inercidlnich senzorech,

protoze jsou levné a malé.

Uzitim diferencialni kvaterniové rovnice (2.6.6) a zanedbanim rota¢niho efektu
Zem¢ muzeme urCit orientaci objektu pouzitim pouze tii gyroskopll v triaddovém
uspotfadani. Toto vSak neni praktické feSeni, protoze chyby senzoril jsou integrovany a
zplisobuji rust chyb orientace stavii. K vylepSeni odhadu orientace stavi védci

zkombinovali gyroskopy s dal§imi senzory. Nejcastéjsi kombinace je s akcelerometry



35

v triad€, které tvoii kompletni soupravu IMU senzoru, dile muzeme piidat jesté

magnetometry a inklinometry.

Védci pii hledani problému orientace experimentovali s riznymi modely,

s raznymi typy odhadii a konfiguraci senzorii. Uvedu zde nekteré z nich.

Foxlin [ 8 ] vyvinul estimator Kalmanova filtru pro ,,head-mounted* inercialni
sledovani pouzitim gyroskopl v tridd€, hydraulickych inklinometrii a magnetickych
kompast. Diferencidlni rovnice pro Eulerovu thlovou soustavu byla integrovana do

procesniho modelu:

P 1 tan@siny tan@ cosy[wy 4.3.1)
gl=10 cosy —siny ] [wy]
é 0 secHsiny sechcosyllw,

Potadi z, y, x bylo pouzito pro reprezentaci yaw, pitch, roll. Tento model byl
pouzit pro vyvoj nelinearnich Complimentary Kalmanovych filtri navrhnutych pro

odhad chyb stavi.

Vaganay [ 10 ] vyvinul sledovani orientace pro terénni, venkovni a mobilni
roboty. Sada senzorl, kterd byla pouzita, obsahovala ,levné“ tfios¢ gyroskopy a dva
»levné“ akcelerometry zarovnané k méfeni roll a pitch uhlid ve strapdown platformé.
Jestlize je gravitacni zrychleni ve sméru dolt ,,down®, tak roll a pitch thly maji

uzavienou formu, kterou muzeme lehce odvodit:

roll = —sin_l( Ix ) (4.3.2)
gl

cos(roll 433

pitch = sin™! (—gy ( )> (4.3.3)
gl

kde ||gll, je velikost gravita¢éniho zrychleni g = [9x Iy 9z]T

Odhad orientace z gyroskopil je ziskan pouzitim diferencialnich kvaterniovych

rovnic. Nasledkem integrace a chyb senzorti vznika v odhadu orientace posun ,,drift*.
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Rozsiteny Kalmanuv filtr byl vyvinut ke sledovani posunu ,,driftu* v roll a pitch uhlech,
avSak s thlem yaw bez korekce. Tento filtr produkuje smysluplné odhady pro roll a
pitch. Nicméné presné hodnoty nebyli dostupné nasledkem nedostatku ,,pravdivych

sledovani k porovnani se zkusebnimi vysledky.

Marians [ 11 ] vyvinul rozsifeny Kalmantv filtr pro odhad orientace pouzitim
MARG (magnetickych, thlovych rychlosti, gravita¢nich) senzori. MARG senzor
obsahuje strapdown tfiosy gyroskop, tfiosy akcelerometr a tifiosy magnetometr.
Orientace byla definovana kvaterniony misto v Eulerovych uhlovych a rotacnich
maticich. Procesni model syst¢ému mél stavovy vektor se sedmi stavy, tii pro thlové
rychlosti a Ctyfi pro kvaterniony. Stejné tak kvaterniovy stavovy model obsahoval

normalizaci.

Byly vyvinuty dvé konfigurace Kalmanovych filtrii, oba uzivaji stejny procesni
model, ale rozdilny vystupni model méteni. Prvni pfistup muize byt nazyvan jako
ptistup ,,hrubé sily*“. Kazdé meéteni z namétené¢ho vektoru y na vystupu senzoru MARG
vytvari deviti-stavovy vektor y. Pfi pouziti rota¢niho algoritmu se stavaji tyto vystupni
rovnice méfeni velmi komplikované a nelinedrni. Druhy pfistup pouziva externi
algoritmus (napf. rozsifeny Kalmantv filtr) k vypoctu kvaternionli. Vektor méfeni y ma
v tomto pfipadé¢ pouze sedm rovnic, tfi méfeni tthlové rychlosti a ¢tyfi kvaterniony.
Proto se tedy vektor méfeni rovna stavovému vektoru majici za nasledek linearni
stavovy vektor. Tento pfistup je znacné¢ méné komplikovany nezli prvni pfistup, ackoliv

je Kalmantwv filtr vice ¢i méné redukovany na filtr Sumu, nez na nastroj slu¢ovani dat.
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5 Modelovani SDINS soustavy s pouzitim gyroskopi a

akcelerometru

K tomu, abychom mohli implementovat strapdown inercidlni navigacni systém

do Kalmanova filtru, je nutno urcit stavovy model. Jsou dvé metody, které jsou nejvice

pouzivané pro fuzi dat v inercidlnim navigacnim systému.

a) Pfima filtrace pouzivajici uplny stavovy model

b) Nepiima filtrace pouzivajici chybovy stavovy model

SDINS
Rovnice tplného
stavového prostoru
modelu

Wip

SDINS
Rovnice chybového
stavového prostoru

modelu

=

b)

[
»

mx:Pxx

kdex = [6r 6v 6q]T

Obrazek 5-1: Schéma diagramu ukazujici analyzu uzitim a) SDINS uplny stavovy
model; b) SDINS chybovy stavovy model
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V této kapitole je Uplny stavovy model a chybovy stavovy model odvozen od
zékladnich navigacnich rovnic. Vystupy uplného stavového modelu jsou pozice,
rychlost a orientace davajici zrychleni a uhlovou rychlost. Tento model ptedpoklada, ze

na vstupech nejsou zadné chyby a Sum.

Vystupy chybového stavového modelu odpovidaji chybé pozice, rychlosti a
orientace akcelerometri a gyroskopti méfenych IMU, stejné tak jako stochastickym

vlastnostem chyb akcelerometri V a chyb gyroskopt €.

5.1 Navigaéni rovnice

Navigaéni rovnice pro inercidlni jednotku musi byt odvozeny od i-soustavy.
Tato je obecné prevzata od e-soustavy (ECI), ktera je umisténa v centru zemekoule a
upevnéna v prostoru, tzn., Ze nerotuje se zemi. Pro ucely reference budou navigacni
rovnice vloZeny do n-soustavy (NED), protoZze geograficka reprezentace North, East a

Down soustavy je vice intuitivni.

S e-soustavou jako i-soustavou jsou rovnice pro akceleraci na zemském povrchu

vztaZzeny k n-soustave:

a ="+ g" — i X o, X" — Qwl, + ol,) X vt (5.1.1)

Pokud neni objekt ve velké nadmotské vysce, tak velikost r je relativné mala.
Dostiediva akcelerace vyrazu wp, X wiy, X r™* je téméf zanedbatelnd v inercidlnich
navigaénich rovnicich. Coriolisova akcelerace w], X v™, efekt zemského zakfiveni
wi, X v™ a efekt gravitacni sily g™ jsou hlavni sily, které musi byt eliminovany. Pro
lokalni navigaci, Coriolisiiv vztah a efekt zemského zakiiveni jsou obvykle zanedbany,
ale pro odvozovani budou zahrnuty, dokud nebudou potiebné zjednodusujici

predpoklady. Podle [ 12 ] jsou rovnice pro akceleraci:
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a® ="+ g" - Qo + w},) xv" (5.1.2)
V zékladni rovnici pro inercidlni navigaci je dvoundsobné integrovana
akcelerace ke hrubému stanoveni polohy. Muzeme je vyjadfit nasledujicima

diferencialnimi rovnicemi:

7€ = Copm (5.1.3)
pm = gn (5.1.4)

Rovnice (5.1.2) az (5.1.4) jsou pouzity v pfisti kapitole k sestaveni stavového

prostoru modelu SDINS.

5.2 SDINS stavovy prostor modelu na kvaterniové bazi

5.2.1 Rotaéni model

Jak jiz bylo uvedeno vsekci o kvaternionech v podkapitole 2.6, uZziti
kvaternionu jako orientace stavll je lepSi nez orientace pomoci uhlové reprezentace,
protoze kvaterniony nemaji singularity, maji mensi problémy s normalizaci a nahrazuji

tézkopadné trigonometrické funkce vice pohodInéjsimi polynomialnimi operatory.

Kvaterniony dovedou rotovat vektor z n-soustavy do b-soustavy, protoze signaly
IMU jednotky jsou v b-soustavé (BODY) a potiebujeme je mit rotované do n-soustavy

(NED), abychom mohli pouZit vztah (5.1.2):

gt=1[d0 a1 92 9s]” (5.2.1)

Kvaterniové diferencidlni rovnice jsou:

g5 = [, )45 (5.2.2)
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0 —wy —wy —w,
Wy 0 w, —Wwy
kde [QP. | = wh, = [Wx Oy W7
b b y
[ n ] Wy —W, 0 wg |7
W, Wy Wy 0

b-soustava je prichycena ke gyroskoptim, takze signaly z gyroskopu méti thlové

zrychleni b-soustavy respektujici i-soustavu a)fb. Toto muze byt dekomponovano do

b

uhlovych rychlosti e-soustavy s respektem k i-soustavé wy,,

i-soustava s respektem k

n-soustavé w?, a n-soustava s respektem k b-soustavé w?, .

wlp = 0 + wb, + vl (5.2.3)

Substituci (5.2.3) za diferencidlni rovnici (5.2.2) dostaneme:

1 1 524
ah =5 [04)ab - 5 [08]ak - 5 128 1a} G249

5.2.2 Translaéni model

Ve vétsiné pripadi nas zajima pozice v tangent soufadnicové soustavé (TAN
frame) nebo soustavé s pocatkem piipevnénym k zemskému povrchu a zarovnaném s
n-soustavou. Namisto definovani pozice s respektem na e-soustavu (5.1.3) mizeme

reprezentovat jako:

it =

4 (5.2.5)

Hlavni pfedpoklad v (5.2.5) je, Ze dynamika rotacni matice popisujici zakiiveni
Zemé C; je zanedbatelna, takze nema dynamiku, proto nam vyjde konstantni matice
aktualizovana znamymi geodetickymi transformacemi, jako je ve [ 12 ]. Vysledkem je
rychlost b-soustavy relativni k n-soustavé (stejné tak k tangent soustave) piiblizné

odvozena pozice b-soustavy relativni k tangent soustavé. Diferencidlni rovnice pro

rychlost miize byt vyjadiena z méfeni akcelerace IMU jednotkou, fP:
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v = ClfP + g™ — Qo + wh,) X v (5.2.6)

Transformaéni matice C}} miize byt vyjadfena v kvaternionech g5 definovanymi
v (5.2.4):
n beoby) beaby) (5.2.7)
Cp = (Cn (Qn)) = (Cn (gn )

T
299 —1+29s* 2919, + 29093 29193 — 290
=120q:42 — 29993 294 — 1+ 297 29439, + 2q0q;
29193 + 29092 2939, — 2qoq;  2q¢° — 1+ 2q5°

Kombinaci rovnic (5.2.4) az (5.2.7) dostaneme rovnice uplného stavového

prostoru:
ot v (5.2.8)
L:"] _| GBfP + 9" = Qo + wf) x v"
~ |1 1 1
°b
nl |3 [9%]eR -5 [0k]en — 5 [02]ax

5.2.3 Zjednoduseny lokalni naviga¢ni model

ZjednoduSeny lokalni naviga¢ni model mulzZe byt zkonstruovan zavedenim
nékolika pfedpokladii. Coriolisova sila a zakiiveni Zemé jsou pfili§ malé pro detekci.
Maximalni Coriolisova sila je 2w;, X ¥ = 1.5 X 1077m/s? a maximdlni rychlost rotace

Zemé je w;, = 4.17 X 107 %deg/s[1].

Protoze efekt zemské rotace a zakfiveni jsou velmi malé pro lokalni navigacni

ucely, pak mtizeme ptredpokladat nésledujici zjednoduseni:

wp, = (5.2.9)

Wl =0 (5.2.10)

Doplnénim do rovnice (5.2.8) bude stavovy prostor zredukovan na:
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" vn (5.2.11)
[ﬁn] _|ert+gn

. 1
dn 2 [‘Q‘?b]qg

Vzpomefime si na vektor akcelerace f? a vektor (thlové rychlosti w?,, jsou to

velikosti méfené IMU akcelerometry a gyroskopy spolu s nékterymi chybami V a €.

5.3 Spojeni inercialnich senzorovych dat pro odhad orientace

Tato podkapitola ukazuje algoritmus, ktery kombinuje méfeni z MEMS senzort
v IMU. Senzory vIMU jsou tfi gyroskopy a tfi akcelerometry v triddé. Pouzitim
perfektnich gyroskopickych méfeni mize byt odhad orientace uréen docela piesné,

avSak pouzitim realnych senzort roste chyba odhadu s Casem.

fimu
S b
MU Kalmanav filtr an
. . » )’(\ = b
pro orientaci > kT |Wpp
Wimy R o)

Obrdazek 5-3-1: Diagram problematiky odhadu orientace

Je zndmych nékolik fakti o IMU, kterych mlize byt vyuzito ke zpfesnéni odhadu
Kalmanova filtru. Pisobeni zemské rotace miizeme povazovat jako zanedbatelné. Na
malych vzdalenostech vftadu kilometri mizeme povazovat gravitatni vektor za
konstantu se zarovnanou vertikalni osou ve sméru k Zemi. Akcelerometry jsou pouzity
pro korekéni méteni tak, ze méfi v uvahu pouze gravitaéni zrychleni k omezeni chyby
orientace. S témito fakty a rotacnim modelem SDINS IMU z kapitoly 5.2 je Kalmantv

filtr navrzen k dosazeni nejlepSiho odhadu orientace, pouzitim pouze senzorti IMU [ 1 ].
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5.3.1 Procesni model

Senzor orientace, ktery je modelovan v této podkapitole je standardni strapdown

IMU s gyroskopy a akcelerometry v ortogonalni triade.

Nasledujici procesni model pro rozsifeny Kalmantv filtr je navrhnut a pouzivan
ve spojitém case. Diskrétni model mizeme lehce odvodit ze spojitého. Pro modelovani
rotaéniho pohybu jsou pouzity kvaterniony. Stavovy vektor obsahuje kvaterniony g2,

thlové rychlosti w2, a nizkofrekvenéni drift gyroskopti Sw:

— b b T
x=|[qp w,, Ow] (5.3.1)
Reprezentace v kvaternionech je transformovana do smérové kosinové matice

pouzitim rovnice:

299 —1+29s% 2919z + 29093 29193 — 2900 (5.3.2)
Ct =291, — 29093 29 — 14292 2939, + 2900y

29103 + 29092 2939z — 2909y 2q¢° — 1+ 2q5°
kde g2 =[do 491 92 Q37

Kvaterniony, které jsou transformované z n-soutadnic do h-soufadnic g2 jsou

vyjadieny diferencialnimi rovnicemi:

1 (5.3.3)
dn =5 [0b]45
0 -0y —wy —w,
W 0 w -
kde [QRp] =] _o 0 o |@m=[0x @y o]
N4 z X
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Uhlové rychlosti w®, jsou vyjadieny aproximaci funkce spektralni hustoty
vykonu, ve které jsou obsazeny tfi stupné volnosti pohybu. Tento model je prvniho fadu

s Casovou konstantou nastavenou podle Sitky pasma systému.

— 1 -
1 (5.3.4)
Tooy
1
omp=| 07— 0 Jom, +w,
y
1

0 0 —

L a)z_

Vyjadieni chyby driftu gyroskopu & je urceno statickym testem. Diferencialni

rovnice pro chybu je:

1 -
( 0 0 (5.3.5)
Tsw,
Sk, =] 0 o 0 [6w+ws,
y
0 0 —
L Tsw,

5.3.2 Model méreni

Z IMU dostaneme méfen gyroskopit a akcelerometrii v triddé. Vektor méteni

rozSiten¢ho Kalmanova filtru je:

y = [fimu wIMU]T (5.3.6)

Uhlova rychlost w;yy je méfena schybou driftu gyroskopu 6w a

se stochastickym vektorem chyb e¢:

Wimy = a),l;b + 8(1) + & (537)
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U akcelerometru se predpoklada, ze méfi pouze gravitacni zrychleni stejné tak
stochasticky vektor chyb V. Pouzitim kvaterniové reprezentace k rotaci konstantni

gravitacni sily dostaneme méfeni akcelerometra jako:

0
fimu = Crlf [ 0
—llgll2

—2q193 + 29092
= |lgll, —2q0q1 — 29293 |+ V

—q6+ 97 + 45 — 45

kde [|gll, je velikost gravitaéniho zrychleni

(5.3.8)
+V




46

6 Modelovani SDINS s pouzitim gyroskopii, akcelerometri

a magnetometru

Tato kapitola wukazuje pouziti RozSiteného Kalmanova filtru EKEF,
Complementary KF a Unscented KF (UKF) pro real-time odhad orientace pouzitim
MARG (magnetometrd, gyroskopli a akcelerometrii - Magnetic, Angular Rate and
Gravity) senzorii. Kazdy senzor obsahuje tfiosy magnetometr, tfiosy gyroskop a ttiosy
akcelerometr. Gauss-Newtonuv iteracni algoritmus je vyuzit k nalezeni nejlepsiho
kvaternionu (1hll), které zavisi na méteni akcelerace a magnetického pole v b-soustave
k vypoctu hodnot v i-soustavé. Nejlepsi nalezeny kvaternion (thly) je pouzit jako ¢ast
méteni pro Kalmaniv filtr. U EKF je disledkem pouZiti tohoto algoritmu, Ze rovnice
méfeni EKF jsou linedrni a vypocetni naroCnost se podstatné snizi, tuto skutenost
muzeme pouzit pro real-time odhad orientace. Pro Complimentary KF a UKF slouzi

Gauss-Newtontv algoritmus pro vypocet thll a kvaterniond.

6.1 Algoritmus pro konvergenci kvaternionii

Nejdiive popiSeme algoritmy pro konvergenci. Mé&me tfiosou-ortogonalni
soufadnicovou soustavu, kterd je upevnéna k tézisti. Pokud jsou tfi akcelerometry a tii
magnetometry umistény v pocatku soufadnic, pak jejich slozky méfeni gravitatniho
zrychleni a magnetického pole v ose soustavy jsou stejné jako rotace v b-soustave.
Protoze jsou tyto hodnoty znamé a konstantni pro danou geografickou polohu, miizeme
ocekavat, Ze existuje reprezentace v kvaternionech zéavisejici na méfenich (hodnoty
b-soustavy) ke skutecnym magnetickym a gravitacnim polim (hodnoty e-soustavy). Je
zfejmé, Ze budeme mit n¢kolik zdroji chyb zahrnujicich poruSeni souososti mezi osami

u paru senzortl, linearni akceleraci Spatné ur¢enou jako gravitacni zrychleni, kolisani

obou gravitacnich 1 magnetickych poli a vlastni chyby senzort. Jako vysledek
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dostaneme kvaternion, ktery nepievadi pfesn¢ to, co méfi (b-soustavu) do hodnot znamé
e-soustavy. ReSenim je uréeni nejlepsiho kvaternionu (uhlu) takového, ktery po
pfevedeni minimalizuje chybu. Na tento problém minimalizace chyby pouzijeme
kritérium chyby nejmensich ¢tvercti (Minimum Squared Error - MSE). Chybu mtizeme
minimalizovat bud’ v b-soustavé anebo v e-soustavé. V tomto odvozeni budeme

minimalizovat chybu v e-soustavé.

M¢jme @Q definovanou jako funkci chyb [ 11 |:

Q° = "e = (v — My2) (vs — My}) (6.1.1)
kde y{ je 6x1 vektor s hodnotami gravita¢niho zrychleni a magnetického pole
v e-soustavé a y¢ je 6x1 vektor méfeni gravitaéniho zrychleni a magnetického pole v
b-soustavé a
_[R O (6.1.2)
M=o R]

Matice R v rovnici (6.1.2) je definovana jako:

a’?+d?—b? —c? 2(ab — cd) 2(ac + bd) (6.1.3)
R = 2(ab + cd) b? + d? — a? — c? 2(bc — ad)
2(ac — bd) 2(bc + ad) c?+d*—a?- b2

Protoze hodnoty y, jsou naméfené hodnoty a y; jsou hodnoty zndmé
z geografické polohy, pak chyba mezi nimi je funkci matice M, kterd stifidavé zavisi na
Styfech komponentech kvaterniont (tiech whlech). Ukolem je najit iterativné takové

hodnoty komponent kvaternionii (thll), které budou minimalizovat tuto chybu.

V literatuie existuje mnoho optimaliza¢nich algoritmii. Nékde uprostied je
Gauss-Newtontv algoritmus, ktery je s Newtonovym algoritmem vyuZivany nejvice.
V této praci se budeme zabyvat pouze Gauss-Newtonovym algoritmem. Formulace

Gauss-Newtonova algoritmuje v [ 11,13 ]:

G = G — UT @)@1Y (@) (¢ (@)™ (6.1.4)
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kde ¢ je vektor se Ctyfmi komponentami kvaternionti a J je Jakobiho matice

definovana jako [ 11 ]:

/= [(5% )(5q1 b)(giyg)(giyg)] (6.15)

Uspésnost  alternativniho Kalmanova filtru zavisi na konvergenci Gauss-

Newtonovy metody. Tato metoda vétSinou konverguje do 3 az 4 kroki.

Protoze budeme pouzivat Gauss-Newtonlv algoritmus i pro uréovani uhli yaw,
pitch a roll, uvedeme zde pouze malé zmény u tohoto algoritmu. Rovnice (6.1.1) a

(6.1.2) zlistavaji stejné. Matice R bude mit nésledujici tvar:

R= (6.1.6)

cosOcosy —cosdpsiny +sindpsinBcosP sindsiny + cospsinb
=|cosdsinyy cosOcosy +sindsinOsiny  —sindcosyP + cos P sin
—sin© sin¢ cos 0 cosdcosHO

Gauss-Newtontv algoritmus se zméni pouze formaln¢ na:

Brrr = B — [T (@] (@)1 (@) (£°(@1))" (6.1.7)

a nakonec Jakobiho rovnice bude mit nasledujici tvar:

/= [(&pyg)(se y")(?q\fy‘))] .
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6.2 Spojeni inercialnich senzorovych dat z gyroskopi, akcelerometri

a magnetometri pro odhad orientace s EKF algoritmem

S tivodem konvergence algoritmii jako externi cyklus Kalmanova filtru, jsou

komponenty kvaternionti vyuzitelné jako vektor méfeni. Obrazek 6-2-1 ukazuje

schematicky a datovy tok Kalmanova filtru.

Akcelerometry

Magnetometry

Senzory Uhlové
rychlosti

a

> Gauss-

. a®
Newtonuv ¢
h? algoritmus he
Vypoctené méreni
Gauss-Newtonovym 90,91, 92,93
algoritmem
v

p,q,r et

> Kalmanv filtr |

QO' (’ill 612, Q3

Obrazek 6-2-1: Diagram Kalmanova filtru pouZivajici externi Gauss-Newtoniiv

6.2.1

Procesni model

algoritmus

Ve stavovém modelu jsou nésledujici stavy [ 14 |:

uhlova rychlost p

uhlova rychlost q



X3 uhlové rychlost r
X4 komponenta kvaternionu q
Xsg komponenta kvaternionu q,
X komponenta kvaternionu q,
X7 komponenta kvaternionu q5
w e
- - -

Obrazek 6-2-2: Stavovy model
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A 4

llall

Pt1 pouziti stavového modelu na Obrazku 6-2-2 dostaneme nasledujici stavové rovnice:

, 1 1
x1 = __.xl +_Wrx

Tx Trx

, 1 1
xz = __xz +_W1"y

TT‘y Try

_ 1 1
X3 = ——X3 +_WTZ

Tz TTZ

_ (x3x5 — X3X6 + X1X7)

2y/x2 + x2 + x2 + x2

X4

_ (=x3x4 — X1X6 + X2X7)

Xs

2x2 + x2 + x2 + x2

(=224 — X1 X5 + X3%7)

Xg =
2x2 + x2 + x2 + x2

(6.2.1)

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

(6.2.5)

(6.2.6)

v
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_ (=x1x4 — X5X5 — X3%X6) (6.2.7)

X, =
2x2 + x2 + x2 + x2

6.2.2 Model méreni

V1

V2

V3

Va

Vs

Ve

Y7

Model méteni je pti pouziti Gauss-Newtonové metod¢ velmi jednoduchy [ 14 |:
uhlova rychlost p

uhlova rychlost q

uhlova rychlost r

komponenta kvaternionu q

komponenta kvaternionu q,

komponenta kvaternionu q,

komponenta kvaternionu q;

Jak Ize vidét, tak jsou vystupy stejné jako stavy, proto tedy mame vystupni

rovnice jednoduSe urceny:

Vi = X kdei = 1,...,7

Ackoliv jsou vystupni rovnice linedrni, tak je rozSifeny Kalmantv filtr

vyZadovan, protoZze Cast stavovych rovnic je stale nelinearni. Nicméné tyto linearity

vyznamné zjednodusuji navrh filtru a snizuji vypocetni ndro€nost pro real-time

implementaci.
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6.2.3 Algoritmus

Nejdiive si musime inicializovat model nastavenim matic Q, R4, R,, po¢ateCnich
stavll x a kovarian¢ni matice P,_;. Matice R; je kovariancni matice méfeni v piipade,
ze Gauss-Newtoniv (G-N) algoritmus konverguje a ma velikost 6 X 6. R, je
kovariancni matice méfeni v ptipad¢, ze (G-N) algoritmus diverguje a ma velikost 3 X
3. Matice C; je jednotkova matice velikosti 7 X 7 pro ptipad, ze (G-N) algoritmus
konverguje, pokud diverguje, tak pouZijeme matici C,, kterd ma velikost 7X 7, ale

v poslednich 4 sloupcich ma nuly.

Nejdiive si musime vyjadfit kvaterniony z méfeni akcelerometri a

magnetometrd, k tomu pouzijeme (G-N) algoritmus viz. Obrdzek 6.2.1.

Timto algoritmem dostaneme kvaterniony q a matici E, kterd nam bude
v piipad¢ konvergence upravovat matici kovariance méfeni R; podle toho, jak dobry je
odhad kvaternionti z méfeni. Tato matice E je soucasti (G-N) algoritmu (tento vztah

musime doplnit do (G-N)):

E = U"(a)] (@)™ (q)M (6.2.8)

kde matice M je z rovnice (6.1.2) a J z rovnice (6.1.5). Nyni vyjadifime novou

matici kovarianci méteni R5 jako:

R, R, 0 ] (6.2.9)

“lo ERET

Pokud (G-N) diverguje, pouzijeme v dalSich krocich pro vypocet Kalmanova
zesileni K}, odhad stavii £, a kovariance P, matice R, a C, (matici R; nahradime R, a

matici C; nahradime C,).
Vypocteme Kalmanovo zesileni:

Ky, = Py_1CT(CP_1CT + R3) (6.2.10)
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Z Kalmanova zesileni a naméfenych hodnot vypocteme aposteriorni odhad

stavu:

Xy = X1 + Kpe(y — C1Xp—1) (6.2.11)

Pokud (G-N) divergoval, pouzijeme pro vypocet X, pouze méteni z gyroskopd,
takze vektor méfeni bude mit velikost 3. Vypocteme aposteriorni kovarianci chyby

jako:

Py = P Ky (Cy P, CT + R3)K (6.2.12)

Od tohoto kroku, jiz nezalezi na konvergenci (G-N) algoritmu. Nyni si

vypocteme apriorni odhad kovarianéni matice:

pk—l = ApkAT + Q (6213)

Kde A je linearizovana ptechodova matice stavii. Dale vyfeSime diferencidlni
rovnice (6.2.1) az (6.2.7) metodou Runge-Kutta 4. fadu. Dostaneme nové apriorni

odhady stavii X, _;. Nakonec je potieba normalizovat kvaterniony v téchto stavech.

6.3 Spojeni inercialnich senzorovych dat z gyroskopi, akcelerometrii

a magnetometru pro odhad orientace s UKF

Zakladnim piedpoklad unscented Kalmanova filtru je jednodussi aproximace
Gaussovského rozdé€leni bilého Sumu, nez ho aproximovat nelinedrni funkci. UKF
pouziva deterministické vzorkovani k urCeni stfedni hodnoty a kovariance viz.

podkapitola 2.4.



6.3.1 Procesni model

Ve stavovém modelu jsou nasledujici stavy:

uhlova rychlost p
uhlova rychlost q
uhlova rychlost r
komponenta kvaternionu q
komponenta kvaternionu q,
komponenta kvaternionu q,

komponenta kvaternionu q5

‘ 1 1

x1 - ——x1 +_Wrx
Trx Trx

, 1 1

xz - __xz +_W1"y
ry Try

‘ 1 1

X3 = __X3 +_WTZ
TTZ Trz

_ (x3x5 — X3X6 + X1X7)

X4 =
2y/x2 + x2 + x2 + x2
i = (—x324 — X126 + X3X7)
e
2x2 + x2 + x2 + x2
i = (—x324 — X1 X5 + X3X7)
6 =
2x2 + x2 + x2 + x2
. (—Xx1X4 — X2X5 — X3X)
X7 =

2x2 + x2 + x2 + x2
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(6.3.1)

(6.3.2)

(6.3.3)

(6.3.4)

(6.3.5)

(6.3.6)

(6.3.7)
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6.3.2 Model méreni

. q (6.3.8)
Vi + a2 +q3+q3

6.3.3 Algoritmus

Méme dan stavovy vektor v ¢ase k-/ s danym procesnim modelem (6.3.1) az
(6.3.7). Pro tento model musime vypocitat mnozinu sigma bodu, kterou ulozime do
matice y,_; o velikosti L X (2L + 1), kde L je dimenze stavového vektoru x (v nasem

pripad¢ je L = 7, takze velikost matice yj_; je 7 X 15). Sloupce matice yj_4 jsou [ 15]:

(Xk-1)o = Xg-1 (6.3.9)
(k-2)i = % + (VL +DP) i=1,,L (6.3.10)

i

Xk-1)i = Xg—1 — (\/ (L+ 7\)Pk_l) L i=L+1,..,2L (6.3.11)

i—

Kde (\/ (L + K)Pk_l)i je i-ty sloupec odmocniny matice a A je definovana jako:

A=a?(L+x)—L (6.3.12)

kde a je parametr rozptylu (¢im vétsi, tim vétsi je rozptyl sigma bodi od stredni
hodnoty) a x je druhy parametr rozptylu. Pfedpokladdme, ze (,/ (L+ )\.)Pk_l)i je
symetrickd a pozitivné definitni, coZ ndm umoziuje pouzit pro odmocnéni této matice

Choleskyho dekompozici.

Jakmile mame vypoctenou matici sigma bodl y,_; muzeme zalit pocitat

predikéni krok dosazenim vSech sloupcii z y;_; v Casovém intervalu At pouzitim [ 15 |:

Q)i = f(Oe-1)) i=0,..,2L (6.3.13)
kde f je diferencialni rovnice dand vztahy (6.3.1) az (6.3.7). Pro vypocet této

diferencialni rovnice pouzijeme 15 integraci metodou Runge-Kutta 4. ¥ada .
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Pro vypocet apriorniho odhadu stavii pouzijeme nasledujici vztah:

o (6.3.14)
%= D W™ (o

i=0

kde Wi(m) jsou vahy definovany jako:

A (6.3.15)
m) _
Wo = L+2A
A (6.3.16)
(m) .
g =——F— i=1,..,2L
W =g T

Apriorni odhad kovarian¢ni matice predikéniho kroku ma tvar:

2L X (6.3.17)
P = ) W [ — 2l — 217 +
i=0
kde Qy, je kovarian¢ni matice chyb a vahy jsou definované jako [ 15 ]:
A (6.3.18)
(o) _ 2
Wy = Y +(1—-a"+p)
A (6.3.19)
© _ -
TS, i=1,..,2L

K vypoctu korekéniho kroku musime nejdiive transformovat sloupcovy vektor

Xk pouzitim modelu métent:

Vi) = h((d) ©=0,..,2L (6.3.20)

L (6.3.21)
9 = > W™ (o
=0

kde % je normalizaéni funkce (6.3.8). S transformovanym stavovym vektorem

¥, muzeme spocitat aposteriorni odhad stavi:

X = X + K (Ve = Jie) (6.3.22)
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kde K, je Kalmanovo zesileni. y, jsou namétfené hodnoty z akcelerometrti a
magnetometri, abychom dostali kvaterniony, musime pouzit Gauss-Newtonlv

algoritmus viz. podkapitola 6.1. V UKF je K}, definovéano jako

_p-L (6.3.23)

kde

2L (6.3.24)
Pysi = > W [0 = 9l — 9T + R
i=0

2L © (6.3.25)
Pegsi = ) W [ — 20n0: = 91"
i=0
kde R je matice kovariance Sumu méteni. Posledni vztah v korekénim kroku je

vypocet aposteriorniho odhadu kovariance chyby:

Py = P; — Ky Py, 5, KL (6.3.26)

kVk

Jako posledni krok v tomto algoritmu normalizujeme kvaterniony, abychom se

yjistili, Ze bude mit jednotkovou velikost.
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6.4 Spojeni inercialnich senzorovych dat z gyroskopi, akcelerometri

a magnetometri pro odhad orientace s Complimentary KF

Complimentary Kalmaniv filtr viz. Obrdzek 6-4-1 neodhaduje stavy ptimo, ale
pouziva chyby téchto stavii k odhadu. Integrace Eulerovych thli se vykondva mimo
Kalmantv filtr v bloku nazvaném ,,Vypocet polohy*. Jedna z vyhod této struktury je, ze
Kalmantv filtr nebude tlumit inercidlni systém pfii rychlé dynamické odezvé. Dalsi
vyhodou je, ze uhlové rychlosti nebudou pokladany za méfeni, takze w nebudou
obsazené ve vektoru stavil. Odstranénim w ze stavového vektoru snizime dimenzi z 9 na

6[8].

a
Akcelerometry > Gauss- .
Newtonudv < a
h? algoritmus he
Magnetometry -
Vypoctené uhly Gauss- p
Newtonovym algoritmem | ™~ p.q7]
0, —6
Kalmanav filtr <« - - - ]
} A N
50! . | 66
A 4 : \ 4
Senzory uhlové | Kompenzace 1 | Vypocet polohy R
rychlosti - gyra |, + sw| chybgyroskopt | &~ 6 .

Obrazek 6-4-1: Complimentary Kalmaniv filtr
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6.4.1 Procesni model

X1 chyba thlu 6y

X, chyba thlu 66

X3 chyba thlu 6¢

X4 chyba uhlové rychlosti dw,

Xs chyba tGhlove rychlosti w,,

X chyba thlové rychlosti dw,

Pro tiplnost uvedeme Ze §x = [gf)] =[6Y 66 6¢ Jw, dw, Jw,]T

6.4.2 Model méreni

~

V1 Chyba thlu djméfené - l/)

Vo chyba thlu 6,510z — 0
V3 Chyba Ghlu ¢méfené - dS

Opét pro 1ipanSt uvedeme 6}/ = [lljméf”ené - l/)’\ Hméfené - é ¢mé1‘ené - (ﬁ]T

6.4.3 Algoritmus

ProtoZe potiebujeme nejdiive uréit odhad hlu 8 viz. Obrdzek 6-4-1, abychom
mohli zacit s vypoctem, je tieba nejdiive inicializovat hodnoty §&@, které budou pro
prvni krok biasy gyroskoptl, nasledné uréit 58, které na pocatku nastavime na nuly.

Pocate¢ni matice kovarianci miizeme nastavit napft. takto P, =1, P, = 0.1, P,,, = 0.

Pro snadnéjS$i pochopeni implementace, zacneme odzadu. Nejdiive budeme

definovat odhad gyroskopti jako:
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W=w-—00 (6.4.1)
kde w jsou namétené hodnoty gyroskopit a § @ jsou odhadnuté chyby gyroskopi
(v prvnim kroku jsme si je definovali jako biasy). Dale si potiebuje urcit hodnoty

stavovych rovnic [ 8 |:

_O0fac(t) , (0 _1At? (6.4.2)
k= ae(t) =1+ VBAt+ [VB + (%VB) WB(U T
_Ofa(t) 0 _1At?
Bk —_ au)(t) —_ WBAt + [VBWB + (% VB) WBCU T

kde I je jednotkova matice, At je vzorkovaci perioda a matice Wp je

1 tanB(t)siny (t) tanB(t) cosP(t) (6.4.3)
Wg(0(t)) = |0 cos Y (t) —siny (t)
0 secO(t)sinyP(t) secO(t)cosy(t)

Y
kde uhly 8 = [9] jsou namétfené hodnoty, které ziskdme Gauss-Newtonovym
¢

algoritmem, do kter¢ho vstupuji v prvnim kroku hodnoty =z akcelerometrii a

magnetometr. Déle potfebujeme znat matici Vg, kteréd je urena nasledujicim vztahem

Vg(0,w) = % [Wg(0)®] a vypada takto:

cossin® sinsin® siny cosy (6.4.4)
c0s8 YT cose  * (cos 0)2 Wy (cos 0)2 Wz 0
Vg = —siny w, — cos Y w, 0 0
cos |y sin siny sin 6 cos P sin O
c0s8 ¥ cosg * (cos 0)2 Wy ¥ (cos 0)2 ©; O

(DX
kde w = |:(1)y]
Wy
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Jelikoz je vypocet parcialni derivace (:—6 VB) z (6.4.2) dosti slozity popiSeme si
postup jeho feseni. Nejdiive si vypocteme derivaci Vg ptes vSechny uhly, dostaneme tak
3 matice velikosti 3 X 3. Kazdou ztéchto matic vynasobime s Wy(68)&. Timto
postupem ziskdme 3 matice velikosti 3 X 1, coz jsou sloupce, které pouze umistime za

sebe, abychom ziskali opét matici 3 X 3. Timto postupem ziskdme rovnou clen
(aa_e VB) Wg@. Obdobn¢ budeme postupovat u (% VB) [8].
Tyto matice potiebuje pro vypocet nové odhadnutych thli:

o) + ot + At At? 6.4.5
© 2( )At+ VBWBa(t)T ( )

O(t + At) = 6(t) + Wy

kde w(t + At) jsou nové hodnoty z gyroskopti. V této chvili si mizeme spocitat

hodnoty kovarian¢nich matic chyb:
P PAY + P,,BI P, + [Qk 0] (6.4.6)
PL A% + P,Bl 0 0

a nasledné vypocitat Kalmanovo zesileni jako:

[ ] PHT[HPHT + R, ]™* (6.4.7)
K, T HT[HP,HT + R, ]!

Nyni miizeme vypocitat chyby thll a thlovych rychlosti:

[0 . (6.4.8)
86 = 0|+ K, (6 — 8(t + AD)
0
= &(t+ At) + K, (8 — (t + At)) (6.4.9)

V poslednim kroku algoritmu aktualizujeme odhady ihll jako:
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0 =0(t+At) + 60 (6.4.10)
8@ = &(t + At) + K, (0 — 6(t + At)) (6.4.11)

6.5 Spojeni inercialnich senzorovych dat z gyroskopi, akcelerometrii

a magnetometri pro odhad orientace s iplnym EKF

Uplnym EKF zde myslime KF, ktery méa vmodelu méfeni hodnoty

z akcelerometri, gyroskopll i magnetometri. Dimenze modelu méfeni je 9.

6.5.1 Procesni model

Procesni model je stejny jako u EKF s (N-G) algoritmem v podkapitole 6.2

rovnice (6.2.1) az (6.2.7).

6.5.2 Model méreni

V1

V2

V3

Vs

Vs

Ve

V7

Vs

uhlova rychlost gyroskopu wy
thlova rychlost gyroskopu wy,
uhlové rychlost gyroskopu w,
hodnota akcelerometru ay
hodnota akcelerometru ay
hodnota akcelerometru a,
hodnota magnetometru h;

hodnota magnetometru h,



Vo hodnota magnetometru h;

Y1 =X
Y2 = X3
Y3 = X3

_(xf + x5 = xE = x8) g1 + 2(XaXs — X6X7)gp + 2(X4X6 + X5X7) g3

Ya = X2+ x% + x2 4+ x2
 2(XaXs + X6X7) g1 + (x5 + xF — %% — x8) gp + 2(xsX6 — X4X7) g3

Vs = X2+ x2+x2+x2
_ 2(X4X6 — X5%7) g1 + 2(XsXe + X4X7) gy + (X& + %7 — xF — x8) g3

Yo = x2 4+ x2 + x2 + x?
(x2 + x2 — x2 — x2)hy + 2(x4x5 — Xgx7)hy + 2(x4Xg + X5X7) h3

Y7 = x5+ x2 + x2 + x¢
2(x4xs + x6Xx7)hy + (X2 + x2 — x2 — x2)hy + 2(x5x — x4X7) I3

Y8 = x5+ x2 + x2 + x¢
Yo = 2(xX4X6 — X5X7)hy + 2(X5X6 + X4%7)hy + (xf + x5 — x5 — x3)hy

o =

2 2 2 2

6.5.3 Algoritmus

Algoritmus pro tento filtr je podrobné vysvétlen v podkapitole 2.3.
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(6.5.1)
(6.5.2)
(6.5.3)
(6.5.4)

(6.5.5)

(6.5.6)

(6.5.7)

(6.5.8)

(6.5.9)
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7 Experimenty

V této kapitole uvedeme experimenty s péti Kalmanovymi filtry. Nejdiive se
zaméfime na chyby zplsobené Sumem, posléze se podivame na Sumy + bias u

gyroskopt a jako posledni uvedeme odchylky odhadii od skutecné hodnoty.

7.1 Skutecné a odhadnuté priabéhy + Sum
V této podkapitole se zaméfime pouze na méfeni zatizené¢ Sumem. ZaSumeéné

jsou vSechny senzory.

7.1.1 EKEF s gyroskopy a akcelerometry + Sum

Tento EKF méfi pouze thlové rychlosti gyroskopt a zrychleni akcelerometrti.

Tomuto filtru jsme nastavili nasledujici pocatecni podminky:
R =diag([10"2, 10”2, 1072, 0.01"2, 0.01"2, 0.0172]),

Q = diag([0.00172, 0.00172, 0.00172, 0.00172, 0.0024178, 0.0031212,
0.0023557, 0.1°2, 0.172, 0.1°2])

x_=1[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0]'

p_=diag(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1])

Z Obrazku 7-1-1 je patrné, ze filtr odhaduje mnohem Iépe syntetické data, nez

data nesynteticka, které pomérn¢ dost potlacuje. Na velikost chyb se podivame pozdéji.



Odhadnute a skutecne prubehy Extended KF s pouzitim akcelerometru a gyroskopu

- uhlove rychlosti
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Obrazek 7-1-1: Rozsireny KF pro akcelerometry a gyroskopy + sum
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7.1.2 Rozsifeny KF s externim Gauss-Newtonovym algoritmem pro MARG +
Sum
Tento EKF méfi uhlové rychlosti gyroskopli, zrychleni akcelerometrii a
magnetické pole. Externi Gauss-Newtoniiv algoritmus slouzi k urceni kvaterniont u

akcelerometri a gyroskopt. Tomuto filtru jsme nastavili nésledujici pocatecni

podminky:
R; = diag([(0.01)"2 (0.01)*2 (0.01)*2 (0.01)*2 (0.01)"2 (0.01)"2])
R, = diag([(0.01)"2 (0.01)"2 (0.01)"2])
Q =diag([0.130"2 0.12772 0.155*2 0 0 0 0])
x_=1[0.010.010.010.50.50.50.5]
p_=diag([0.50.50.50.50.50.50.5])

ye =[0.1329 -0.0785 9.7609 -0.1756 -0.0051 -0.8468];

Z Obrazku 7-1-2 je zjevné, ze filtr odhaduje pomérné presné. Pti bliZ§i analyze
z vytezu 3 vSak vidime, Ze pfi velkych zménach thlovych rychlosti ve tfech smérech
ma filtr problémy s odhadem. Dal§im problémem je, Ze nedovede piesné urcit yaw osu

viz. vytez 2 a 3, z obrazkl lze vidét, Ze je posunuta.



67

Odhadnute a skutecne prubehy KF s G-N algoritmem

12 T T
— Odhad KF & G-N algoritmern
— Qdhad KF ¢ G-N algoritmerm
1 ——— Odhad KF s G-N algoritmem
— Qdhad KF & G-N algoritmern
1 R — — — Skutecny prubeh i
Skutecny prubeh
— — — Skutecny prubeh
— — — Skutecny prubeh
08— —
06— —
= sl 2 -
=
02 3 |
a -
02k i
04 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500
vzarky
rar
. . =
- = . = T = 0 E- ™ =
Odhatnute 3 scre pritahy KF 3 G agortmam
T T T
ar-
aE - 4
16
o
a2 -
O e -
L L I

Obrazek 7-1-2: EKF s Gauss-Newtonovym algoritmem pro MARG + Sum
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7.1.3 Complimentary KF pro MARG + Sum

Tento Complimentary KF méfi thlové rychlosti gyroskopl, zrychleni
akcelerometri a magnetické pole. Externi Gauss-Newtoniv algoritmus slouZzi ke zjisténi
uhlt z akcelerometri a gyroskopii. Tomuto filtru jsme nastavili nasledujici pocatecni

podminky:
R = diag([0.1 0.1 0.1])
Q =diag([0.130"2 0.12772 0.155"2])
x_=[0.010.010.010.50.50.50.5]
p_x =diag([1 1 1])
p_b=diag(0.1*[1 1 1])
p_xb =diag([0 0 0])

ye =[0.1329 -0.0785 9.7609 -0.1756 -0.0051 -0.8468];

Z Obrazku 7-1-3 je vidét, Ze tento filtr odhaduje opét pomérné presné, tentokrat
odhadujeme pifimo uhly misto kvaterniond. Filtr odhaduje pfesné i pii velkych zménéch
uhlovych rychlosti, bohuzel vS§ak nedovede tpln¢ vykompenzovat yaw osu viz. vyfez 1

a?2.



uhly [rad]

08

06

04

02

0.2

04

0.6

Qdhadnute a skutecne prubehy Complementary KF

69

T T I

— Odhad uhly
—— Odhad uhly
Odhad uhlu
.| —— —Skutecny prubeh
—— — Skutecny prubeh
Skutecny prubeh

| |
500 1000 1500 2000
vzarky

Obrazek 7-1-3: Complimentary KF pro MARG + Sum
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7.1.4 Unscented KF pro MARG + Sum

Tento Complimentary KF méfi uwhlové rychlosti gyroskopt, zrychleni
akcelerometri a magnetické pole. Externi Gauss-Newtoniv algoritmus slouZzi ke zjisténi
uhlt z akcelerometri a gyroskopii. Tomuto filtru jsme nastavili nasledujici pocatecni

podminky:
R=0.0001*diag([1 1 1 1 1 11])
Q =diag([0.130"2 0.12772 0.155"2 0.002 0.002 0.002])
x_=1[0.010.010.010.50.50.50.5]

p_=0.0001*diag([1 11111 1])

alfa=0.01
beta=2
kappa =0

ye =[0.1329 -0.0785 9.7609 -0.1756 -0.0051 -0.8468];

Z Obrazku 7-1-4 je vidét, ze tento filtr odhaduje nejpiesnéji. Filtr odhaduje
pfesné¢ 1 pii velkych zménach uhlovych rychlosti, bohuzel vSak nedovede Uplné
dokonale vykompenzovat yaw osu viz. vyfez 3, avSak ze vSech ostatnich filtrii ma

nejlepsi odhad.
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Obrazek 7-1-4: Unscented KF pro MARG + sum
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7.1.5 Uplny EKF pro MARG + um

Do toho uplného  EKF wvstupuji uhlové rychlosti gyroskopii, zrychleni
akcelerometri a magnetické pole. Tento filtr m& dimenzi vektoru méfeni rovnou deviti.

Tomuto filtru jsme nastavili nasledujici pocatecni podminky:

R = diag([(0.01)*2 (0.01)*2 (0.01)*2 (0.01)*2 (0.01)*2 (0.01)*2 (0.01)"2
(0.01°2 (0.01)"2])

Q = diag([0.130"2 0.12772 0.155*2 0 0 0 0])
x_=[0.010.010.010.50.50.50.5]
p_ = diag([0.50.50.5 0.5 0.5 0.5 0.5])

ye =[0.1329 -0.0785 9.7609 -0.1756 -0.0051 -0.8468];

Z Obrazku 7-1-5 je zjevné, Zze se filtr odhaduje pomérné presné. Pifi blizsi
analyze z vyfezu 3 vSak vidime, ze pfi velkych zménach thlovych rychlosti ve tfrech
smérech ma filtr problémy s odhadem stejné jako EKF s externim (G-N) algoritmem.
Dalsim problémem je, ze nedovede piesné urcit yaw osu viz. vyfez 3, z obrazkl lze

vidét, Ze je posunuta.
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Obrdzek 7-1-5:Uplny EKF pro MARG + $um
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7.2 Chyby s Sumem a biasem

V této podkapitole ukdzeme vliv biasu a Sumu na odhad Kalmanovych filtra.
Vsechny filtry maji stejné pocate¢ni podminky jako v pfedchozi podkapitole, proto je uz
nebudeme nadale uvadét. Jedind zména, ktera nastala v tom, Ze jsme piidali k méfenym

hodnotdm gyroskopt konstantni bias o velikosti 0,1.

7.2.1 EKF s gyroskopy a akcelerometry + Sum + bias

Z Obrazku 7-2-1 je patrné, Ze se tento EKF nebyl vilbec schopen vypotadat

s konstantnim biasem.

EKF (akcelerometry a gyroskopy) s daty zatizenymi biasy
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'I : — Odhad
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" Skutecna hodnota
03 | H | ‘ w | |

uhlove rychlosti [rad/s]

o i I i I
1} 500 1000 1500 2000 2600
wzorky
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—— — Skutecna hodnota
—— —Skutecna hodnota
Skutecna hodnota

Uhlove rychlosti [radés]

Obrazek 7-2-1: Rozsireny KF pro akcelerometry a gyroskopy + sum + bias

7.2.2 Rozsireny KF s externim Gauss-Newtonovym algoritmem pro MARG +
Sum + bias

Z Obrazku 7-2-2 je patrné, Ze EKF s (G-N) algoritmem se s biasem vypotadal
mnohem 1épe, ale stale je zde né€kolik odchylek. Nejvétsi odchylka nastava hned na

pocatku filtrace viz. vyfez 3. Po 500 vzorcich se tato odchylka odfiltruje.
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Obrazek 7-2-2: EKF s Gauss-Newtonovym algoritmem pro MARG + sum + bias



7.2.3 Complimentary KF pro MARG + Sum + bias

Z Obrazku 7-2-3 1ze vidét, ze Complimentary KF odstrafiuje bias a Sum velmi
dobie. Pro ilustraci jsme vykreslili do tohoto obrazku i pribéhy uhli bez pouziti

Kalmanova filtru. Z obrazku je vidét, ze se Sum a bias v Case integruji a pritbéhy se ndm

po kratké dobé uplné odchyli od skutecnych hodnot.
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Obrazek 7-2-3: Complimentary KF pro MARG + sum + bias
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Z Obrazku 7-2-4 l1ze opét vidét, ze Unscented Kalmantv filtr velmi dobfie

odhaduje kvaterniony z dat zatizenych Sumem a biasem.

Unscented KF s daty zatizenymi biasy
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Obrazek 7-2-4: Unscented KF pro MARG + sum + bias
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7.2.5 Uplny EKF pro MARG + $um + bias

Z Obrazku 7-2-5 je opét vidét, ze tento filtr ma problémy nejenom s Sumem, ale

1 s biasem. Trpi stejn€ jako EKF s (N-G) algoritmem posunem v ose yaw.

Uplny EKF s daty zatizenymi biasy
15
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Obrazek 7-2-5: Uplny EKF pro MARG + Sum + bias
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7.3 Pribéhy odchylek

V této podkapitole si ukazeme, jak presné jednotlivé algoritmy odhaduji stavy.

Nejdiive zacneme u Obrazku 7-3-1, kde je EKF s akcelerometry a gyroskopy.
U tohoto filtru je patrné, ze velmi Spatné odhaduje pribéhy, které nejsou syntetické.
Tam kde se méni thlové rychlosti velmi rychle, nesta¢i Kalmantv filtr reagovat a to
zpusobuje velkou chybu (napt. kolem vzork 1000 a 2200). Tam kde se ménila poloha
gyroskopti skokové, ale pak uz se poloha na néjaky ¢as neménila, je chyba skoro

nulova. Odchylky odhadnutych hodnot od skute¢nych nalezneme v nasledujici tabulce:

Tabulka 7-3-1: Hodnoty odchylek pro EKF' s gyroskopy a akcelerometry + Sum

Celkova odchylka pro x 0.0611
Celkova odchylka pro y 0.3891
Celkova odchylka pro z 0.3788

Pokud se podivame na rozsah, ve kterém se pohybuji hodnoty gyroskopu cca. od

-0,05 do 0,05 tak zjistime, ze chyby v tabulce jsou veliké.
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Velikost chyb Extended KF s pouzitim akcelerometru a gyroskopu - uhlove rychlosti

500 1000 1500 2000 250
\zorky

Obrdazek 7-3-1: Prubéhy odchylek pro EKF s gyroskopy a akcelerometry + sum

Dal8im filtr, na ktery se zamé&fime je Complimentary KF. Na Obrazku 7-3-2
nalezneme prub¢h jeho chyb. Jak Ize vidét chyby jsou velmi malé, tzn. Ze filtr odhaduje

stavy presné. Opét lze vidét, Ze kolem vzorku 1000 a 2200 se chyby zvétSuji.

Tabulka 7-3-2: Hodnoty odchylek pro Complimentary KF + Sum

Celkova odchylka pro ¢ 1.1668
Celkova odchylka pro 6 -0.6521
Celkova odchylka pro ¢ -5.7128
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Posledni Obrazek 7-3-3, ve kterém jsou prubéhy odchylek EKF s (N-G)

algoritmem, Uplny EKF a Unscented KF. Z obrazku je jasné patrné, Ze UKF filtr ma

nejpiesnéjsi odhad stavil, za nim nésleduje EKF s (N-G) algoritmem a posledni je Gplny

EKF. U vSech se vyskytla vétsi odchylka odhadu stavii od skute¢né hodnoty kolem

vzorku 1000. U vzorku 2200 se projevila zména u vSech 3 filtrd jenom nepatrné.

Tabulka 7-3-3: Hodnoty odchylek pro EKF s (N-G), Uplny EKF, UKF + Sum

EKF s (N-G) Uplny EKF UKF
Celkové odchylka pro q, 0.5078 -0.7602 -0.4006
Celkova odchylka pro q; -0.244 0.4026 0.1823
Celkova odchylka pro q, -0.1993 -0.1534 0.1360
Celkova odchylka pro q5 -0.0493 -0.1860 0.0824
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Velikost chyb UKF, EKF s N-G algoritmem a uplnym MARG
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Obrazek 7-3-3: Priibehy odchylek pro EKF s (N-G), uplného EKF a UKF
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8 Zhodnoceni a zavér

V této diplomové praci jsme implementovali a otestovali 5 raznych

Kalmanovych filtrti, pro odhad orientace a polohy.

Pokud budeme hodnotit filtry podle ptesnosti odhadu, tak na prvnim mist¢ bude
Unscented KF, protoze m¢l nejmensi odchylky ze vSech, jak lze vidét z predesle
kapitoly. Za nim nasleduje Complimentary KF, ktery vSak neodhaduje Uplné ptesné
yaw, ale stale je v odhadu lepsi neZ EKF s Gauss-Newtonovym algoritmem a uplnym
EKF. Jako posledni je EKF s akcelerometry a gyroskopy, ale podle vysledkli neni pro

potieby této prace vubec dostacujici.

Pokud vSak budeme hodnotit filtry podle rychlosti, tak ptijdeme od konce. Zde
se stal vitézem EKF s akcelerometry a gyroskopy, ktery je velmi rychly. Za nim
nasleduje Complimentary KF, ktery je asi 5x pomalejsi. Dalsi je Uplny EKF, ktery je 5x
pomalejsi nez predchozi a v t€sném zavésu je EKF s Gauss-Newtonovym algoritmem.
Nejpomalejsi byl Unscented KF, ktery je asi 8x pomalejsi nez uplny EKF a asi 43x
pomalej§i neZz Complimentary KF. Rychlosti kazdého algoritmu jsou ovlivnény
implementacemi diferencidlnich rovnic a (G-N) algoritmu. U prvniho zminovaného
byly rovnice pfevedeny do diskrétniho tvaru, v podstaté tento algoritmus nic nezdrzuje.
U druhého nés zdrzuje (G-N) algoritmus, ktery prevadi hodnoty z akcelerometrli a
magnetometr na thly. Rychlost tohoto algoritmu mtizeme ovlivnit zmensenim poctu
iteract, kterd v tomto pfipadé€ pocita optimalni tthly, pokud zmenSime pocet iteraci pfilis,
muzeme zpusobit, Zze ndm algoritmus nebude dobie fungovat. U EKF s (G-N) a tiplného
EKF nés zdrzuje hlavné vypocet diferencidlni rovnice pomoci Runge-Kutta algoritmu 4.
fadu (v Matlabu byla pouzita funkce ode45, kterd je pro naSe ucely velmi pomala).
Dal$im zdrzenim je u EKF s (G-N) algoritmem pievod na optimalni kvaterniony. U
smyckach pro vypocet jednotlivych sigma bodu. V kazdé iteraci tohoto filtru dochazi
k 15 vypoctim sigma bodi pomoci Runge-Kutta, coz je v Matlabu velmi neefektivni.

Navic musime ptipocitat Gauss-Newtonlv algoritmus pro vypocet kvaterniontl.



85

Kdyz shrmeme vSechny tyto poznatky, tak nejlepsi volbou bude pouziti
Complimentary KF, protoze odhaduje velmi piesn¢ a piitom je rychly. Pokud by se
nemuselo hledét na rychlost, urc¢ité bychom vybrali Unscented KF, protoZze ma naprosto
nejlep$i odhad. EKF s (G-N) a uplny EKF jsou dalsi a jako posledni je EKF

s akcelerometry a gyroskopy, ktery je pro nase ucely nepouzitelny, avSak nejrychlejsi.

Abychom mohli pouzit UKF, museli bychom aplikovat jinou metodu pro
vypocet sigma bodid. Bud'to nepouzivat Runge-Kutta (nahradit ho tfeba diskretitaci) a
nebo pouzit jiny systém pro vypocet (napf. vytvorit program v programovacim jazyku C

nebo C++).
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