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Anotace

Tato prace popisuje matematicky princip waveletové (vinkové) transformace, jeji mozné
uziti v praxi a ukazky jednoduchych aplikaci, které vystihuji jeji vyhody oproti klasickym
analyzam signal, jako je naptiklad Fourierova transformace.

Prace ze zacatku popisuje zakladni matematické pojmy, bez kterych se pii popisu
waveletové transformace neobejdeme. Na jejich zédkladé je vybudovana waveletova teorie
na obecné trovni analyzy. Dale prace obsahuje zakladni vyuziti waveletové transformace
v praktickych aplikacich.

U ctenare této prace se predpoklada alespon zakladni znalost linearni algebry v roz-

sahu standardniho jednosemestralniho kurzu.

Abstract

This bachelor thesis describes mathematical principle of wavelet transform and de-
monstrations of simple applications, which highlight its advantages in comparison with
classical signal analysis like Fourier transform.

The thesis starts with description of basic mathematical concepts which are
indispensable for further exposition. Based on that the wavelet transform is built. At the

end my bachelor thesis contains basic usage of wavelet transform in practical applications.
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Kapitola 1
UVOD

Od pocétku lidského badani a poznavani vseho, co se déje kolem nés, je komunikace
stejné dulezita jako veskeré objevy a poznani. Vzajemna komunikace koexistuje s zivotem
a spolecné s nim také zanikne.

V prirodé je komunikace realizovana nékolika zpusoby. Nejcastéjsi zpusoby jsou ko-
munikace zvukova (napt. lidskd fe¢, zvuky zvitat), komunikace pohybem (napt. doro-
zumivani véel, znakova fe¢), komunikace elektrickymi impulsy (napf. mozek) ¢i komuni-
kace prostfednictvim elektromagnetickych vin (napf. netopyii tak hledaji potravu a ori-
entuji se v prostoru).

Vsechny tyto zpusoby komunikace jsou ve svém fyzikalnim principu zalozeny na vysilani
a prijimani elektromagnetickych vln s riznymi parametry. Reknéme tedy, Zze komuni-
kace (neboli pfenos informace) je realizovdna vyslanim a ndslednym pi{jmem casové
proménného signélu, ktery je prenasen elektromagnetickym vlnénim. Je ziejmé, Ze sa-
motnym vysldanim informace nemuze komunikace probéhnout, a ze je tedy nutné signal
nesouci informaci také prijmout. Ale ani toto nestaci! Rovnéz je nutné informaci ze signalu
spravné vycist. A pravé z duvodu extrahovani maximalni mozné informace se lidé snazi
co mozna nejpresnéji signal analyzovat.

Jednu z nejpouzivanéjsich analyz signalu predstavil svétu francouzsky matematik a fy-
zik Jean Baptiste Joseph Fourier (x 1768;  1830) a na jeho pocest byla pojmenovéna
jako Fourierova transformace (analyza). Tato analyza transformuje signédl z casové ob-
lasti do frekvencni oblasti a jejim vysledkem je frekvenc¢ni spektrum casové proménného
signalu. Nevyhodou této transformace je ta skutecnost, ze z frekvencniho spektra dobre
nevycteme casové okamziky, ve kterych doslo k vyznamnym zménam signalu.

Dusledkem toho byl vznik tzv. Okénkové Fourierovy transformace. Pod ni je pode-

psany mad arsky fyzik Denis Gabor (* 1900; T 1979), ktery k ni dospél tipravou Fourierovy
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transformace. Zde se signal rozdéli na stejné trvajici ¢asti, z nichz kazda se analyzuje Fou-
rierovou transformaci. Vyslednd transformace vsak urcuje frekvenci signalu v zavislosti
na poloze ¢asového okna, ve kterém byl signdl analyzovan. Zde je sice vyhodou to, ze do-
staneme frekvencni spektra jednotlivych casovych okének, avsak zase nejsme schopni
prizpusobit velikost oken charakteru signalu. Je to tedy jakysi kompromis mezi ¢asovym
a frekvencnim popisem signalu.

Dalsim logickym krokem byl vznik analyzy, ktera zachovava casovou, frekvenc¢ni i am-
plitudovou informaci signalu - waveletové analyzy. Principielné se jedna o okénkovou Fou-
rierovu transformaci s tim rozdilem, ze zde je velikost okénka proménliva. Velikost okénka
(méfitko) urcuje frekvenci, pomoci které signél analyzujeme a vysledek analyzy je funkce
dvou proménnych - ¢asu a méritka.

Vsechny zminované analyzy signalu jsou znazornény na obrazku 1.1.

klasické zobrazeni signalu Fourierova transformace signalu

hodnota
hodnota

¢as frekvence

okénkova Fourierova transformacesignalu waveletova transformace

méfitko

hodnota

Obrézek 1.1: Ruzné analyzy signali.

Cilem mé bakalarské prace je shrnout a vysvétlit zakladni princip waveletové transfor-

mace takovym zpusobem, aby z ni mohl ¢erpat poznatky kdokoliv, kdo o toto téma

projevi zajem.
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1.1 Strucny obsah jednotlivych kapitol

Kapitola 2 : Zakladni pojmy - Tato kapitola seznami ¢tenafe s pojmy skaldrni soucin
a ortonormalni baze. U skalarniho sou¢inu uvede i jeho vlastnosti, jichz budeme

vyuzivat v dalsich kapitolach.

Kapitola 3 : Hilbertovy prostory - V této kapitole uvedeme, co je a jaké ma vlast-
nosti Hilbertuv prostor. Na jejich zakladé zformulujeme vétu o nejlepsi aproximaci
a projekéni vétu. Dale zde definujeme zakladni ortonormalni baze Hilbertovych

prostoru.

Kapitola 4 : Diskrétni Fourierova transformace - Zde se ¢tenatr dozvi, co je DFT
a IDFT a jaké maji tyto transformace vlastnosti. Také se seznami s operatory
translace, rotace a konjungované reflexe, které jsou vyuzivany v nésledujici kapitole.

Na konci této kapitoly je vysvétlen princip FFT.

Kapitola 5 : Diskrétni waveletova baze - Stézejni ¢ast této bakalarské prace obsa-
huje popis zakladniho principu waveletové transformace a dale detailni popis této
transformace na prvni a na p-té urovni. Také ukazuje, ze véta o nejlepsi aproximaci
a projekéni véta (viz. kapitola 3) jsou ve waveletové teorii velmi dulezité, a ze celd
teorie je postavena pravé na nich. Jsou zde ukazany i specidlni typy waveletovych
filtra.

Kapitola 6 : Vyuziti waveletové transformace - Posledni kapitola seznamuje ¢tenare
se zakladnim vyuzitim waveletové transformace v praktickych aplikacich a vystihuje

rozdily mezi touto a Fourierovou analyzou signélu.



Kapitola 2

ZAKLADNI POIJMY

2.1 Skalarni soucin

Definice 2.1: Necht V je komplexni linedrni prostor. Zobrazeni < -,- >: V x V — C se
nazyva skalarni soucin, jestlize pro vsechna u,v,w € V a vSechna a € C plati néasledujici

podminky:

1. (u,v) = (v, u)
2. (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
3. {au, v) = afu, v)

4. (uu) >0 Yu

5. (wu)=0 = u=0

Definice 2.2: Necht V je komplexni linedrni prostor se skaldrnim soucinem. Velikost

vektoru u € V' je na ném definovana takto:

[ull = v/ (u, w).

Nyni feknéme, co je periodické rozsireni vektoru:
Vektor z = (2(0),2(1),...,2(N — 1)), N € N, periodicky rozsifme po slozkéch:

2(j+N)==z2(j) Vj€Z
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na N-periodicky vektor definovany na Z.
Jelikoz budeme mluvit o prostoru I2(Zy), je potieba specifikovat jeho skaldrnf soucin.

Prostor [?(Zy) je prostor N-rozmérnych vektori, na némz je definovén skaldrni soucin:

=2

—1
(u,v) = > Wy = uglp + w1 + - - + UN_1UN_1

.
Il
=)

Priklad 2.1: Skaldrni souc¢in dvou vektort u,v € ¢*(N) je definovan nésledovné:

Necht v = (uy, ug, ...), v = (v1,vs,...). Pak:

o
(u,v) = E WV = U101 + Uglg + - -+ .
i=1

Poznamka: Nekonecnd fada _ u;T; je absolutné konvergentni diky predpokladu
i=1

oo o
Z |u|? < o0, Z |vi]* < 0.
i=1 i=1

2.1.1 Vlastnosti skalarniho souc¢inu

Necht u, v, w jsou vektory z komplexniho linedrnfho prostoru V.

1. kolmost
Vektory u, v nazveme kolmé, jestlize (u,v) = 0. S timto je mozné zapsat Pythago-
rovu vétu ve tvaru ||u+vl|* = (u+v,u+v) = (u,u) 4+ (u,v) + (v,u) + (v,0) =
= (u,u) 4+ (v,v) = |lul|* + ||v||*, tedy pro kazdé dva navzijem kolmé vektory u,v
plati:
fu + ol = [lul® + [[o]]* (2.1)

2. geometricka vlastnost prostoru V'
Pro kazdé u,v € V, v # 0, existuje pravé jedna dvojice (w,\), w € VA € C,
takova, ze:
u=w+ M a wlv. (2.2)

Av je kolmy prumét vektoru u do ,,paprsku* vektoru v.
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Dikaz: Budeme zkoumat, zda existuje jednoznacné urcéend dvojice (w, A), w € V|

A € C s uvedenymi vlastnostmi pro zadanou dvojici vektoru u,v:

Predpokladejme, ze plati u = w + Av, kde w a A maji uvedené vlastnosti. Vztah

vynasobime skalarné vektorem v, ¢imz dostaneme:
(u,v) = (w,v) + A o]’

{wv)

ol - Tim jsme ukézali, ze existuje

Jelikoz plati (w,v) = 0, muzeme vypocitat \ =

nejvyse jedno A s uvedenymi vlastnostmi a tedy i jedno w = u — Av.

Nyni potfebujeme ovérit existenci rozkladu vektoru u a tedy i kolmost vektoru v, w.

(u,0)

o AW =u— M. S vyuzitim (u,v) = A||v]|* dostaneme:

Polozme )\ =
(u,v) —A HUH2 = (u,’u) - <U,U> = 0.

Kolmost je tedy splnéna.
|

. Cauchy-Schwarzova nerovnost
Méjme dva vektory w,v. Jiz vime, ze u muzeme zapsat ve tvaru u = w + Av,

kde w_Llv a A € C. Porovname-li velikosti vektortu na obou stranach rovnice, ziskame

lull® = llwll” + [IAol* > [A] ol

Je-li v # 0, musi platit A = % . Tim po upravé dostaneme:

2
||u||2 |<U,U>|
el 5 -
o]l

A tedy plati:

[l - vl = [{u, v)] - (2.3)
Tato nerovnost se nazyva Cauchy-Schwarzova nerovnost. Rovnost zifejmé nastava
pro linedrné zavislé vektory, coz je pravé tehdy, kdyz w = 0. Jak vidno, v piipadé

v = 0 nastava rovnost také.
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4. trojuhelnikova nerovnost
Pro viechna u,v plati ||u+v||> = (u+v,u+v) = |[ull® + Jo||* + (u,v) + (v, u).
Cauchy-Schwarzova nerovnost ika |(u,v)| < |Ju|| - [[v]| a [(v,u)| < [|v] - |Ju]l,

podle ¢ehoz muzeme pséat ||u+ v < ||ul]> + |[v||* + 2]|u|| - ||v|| a po odmocnéni:
[+ vl < flof] + [ull (2.4)

5. rovnobéznikové pravidlo
Ju+v))* + [|u—v|* = (w4 v,u+v) + (u —v,u — v), coz mizeme upravovat dal:
Ju + vl*+|Ju — v]|* = (u, )+ (u, v)+ (v, u)+ (v, V) + (1, w)+ (u, —0)+ (v, u)+ (v, —v)
4 0l* + [l = ol = ull® + (u,0) + (v, u) + [ol* + [lu]® = (u, 0) = (v,u) + [[of|*

A konecné dostaneme tzv. rovnobéznikové pravidlo:

2 2 2 2
[+ oll" + flu = o[ = 2{Ju]” + 2] (2.5)

2.2  Ortonormalni baze (ONB)

Definice 2.3: Necht V je prostor koneéné dimenze n. Systém vektort e, es, es, ..., en
se nazyva ortonormalni baze (ONB), jestlize ey, g, €3, . . ., €, jsou jednotkové a navzajem

kolmé vektory.
Véta 2.1: Kazdy prostor konecné dimenze md ortonormdlni bazi.

ONB je specidlni piipad baze linearni, a proto kazdy vektor v prostoru dimenze n lze

napsat jako linearni kombinaci vektoru ONB:

U = q1e1 + Qo + - - - + Qpéy.

Po skalarnim roznasobeni vektorem e; dostavame:

(u,e1) = ag(er, e1) + ages, 1) + -+ + anlen, €1),

kde jsou ale v8echny ¢leny az na prvni nulové. Upravime : (u,e1) = ay{eq, e1) = ay, coz je
prvni souradnice vektoru u. Bez ijmy na obecnosti muzeme psat (u, €,,) = ,, a rozvoj

do vektorut ONB muzeme zapsat ve tvaru:

n

u=(u,er)e; + (u,ea)es + -+ -+ (u, e,)e, = Z (U, €m)em (2.6)

m=1
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HILBERTOVY PROSTORY

Méjme prostor V' se skaldrnim souc¢inem a na ném definujme vzdalenost dvou bodu
T auy:

d(z,y) = |lz —yll = V{z —y, 2 —y).

Definujme také limitu posloupnosti: Posloupnost (z,,) C V m4 limitu = € V prave

tehdy, kdyz lim ||z — x,| = 0.

Definice 3.1: Necht f je zobrazeni f : V; — Vs, kde V4, V, jsou prostory se skaldrnim

souc¢inem. Toto zobrazeni nazveme spojité, jestlize plati:

Jestlize lim x, = x na Vi, pak lim f(z,) = f (z) na Va.

n—oo

Skaldrni soucin i norma (velikost) vektoru jsou spojité. Kdykoliv =, — = a y, — v,

pak plati:

(Tn,Yn) — (2,9),

[zl =l

Definice 3.2: Posloupnost (x,)

-, € V se nazyva cauchyovskd, jestlize plati:
Ve>0 3dng Vn,m>ng : ||lo, —zn| <e.

Poznamka: Pokud ma posloupnost limitu, pak je cauchyovska. Opacné to vSak platit

nemusi! (viz. priklad 3.1)
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Definice 3.3: Prostor se skaldrnim sou¢inem se nazyvé Hilbertuv (iplny) prostor,

jestlize kazdé cauchyovskd posloupnost v ném ma limitu.

Piiklad 3.1: Mégjme prostor V C ¢*(N) vektort s kone¢né mnoha nenulovymi slozkami.

Ukazeme, zZe tento prostor neni Hilbertuv.

Uvazujme posloupnost
1 = (CLl, O, O, 0, .. )
To = ((1,1,&2, O, O,)

T3 = (@176127@3, 0,.. )

[e.9]
takovou, ze > a,? < oo a a, >0, Vn. Ovéifme, Ze (z,,) je cauchyovska posloupnost.
n=1
Vezméme prvky z,,2,,, m > n. Druhd mocnina velikosti jejich rozdilu je

az 4+ a?., + -+ + a2,. Pro tento soucet plati: n};gloo :Zn;l a?) = 0, ¢ili pro kazdé € > 0
existuje ng takové, ze ||z, — z,|| < € pro vSechna m,n > ng. Posloupnost (z,) je tedy
cauchyovska.

Kdyby (x,) méla limitu x, pak musi platit, ze x = (a1, as, as, a4, as, ag, az, . . .) (Jelikoz
kdyby z,, — =z, pak (x,,e;) — (x,¢;), kde (z,,€e;) = a; pro n dostatecné velké.). Tento
vektor ale nema konecné mnoho nenulovych slozek, coz znamend, ze nelezi v prostoru V.

Prostor V' neni Hilbertuv.

Definice 3.4: Prostor M v prostoru V' je uzavieny, jestlize plati:

kdykoliv z,, — x a (z,) C M, tak x € M.

Zaved me takovéto oznaceni:

H - Hilbertuv prostor
M C H - uzavieny podprostor
M+ - prostor kolmych prvkia: M+ ={z € H|(z,y) =0Vy € M}

Zformulujeme vétu o nejlepsi aproximaci, kterd se v teorii waveletu ukaze jako zasadni.

Véta 3.1: (Véta o nejlepsi aprozimaci) Necht M je uzavieny podprostor prostoru H.
Pak pro kazdé x € H existuje prdavé jeden prvek xpy, € M takovy, Ze ||x — xp]] < ||z — y|
pro vsechna y € M.
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} nejkratsi vzdalenost = d

o AT

Obrézek 3.1: Rozklad vektoru do kolmych prostoru

Dikaz: Zavedme d = inf{||z — y||, y € M}. To existuje, jelikoz dand mnozina je ome-

zend zdola. Existuje tedy posloupnost (y,) € M takové, ze || — y,|| — d pro n — oc.

Vezméme vektory = — y,,, * — y,, a aplikujme na né rovnobéznikové pravidlo:

122 = Yo = Yol + 1190 = Ymll> = 212 — yall* + 2 |2 — yin |,

190 = Ymll> = 2|2 = yall> + 2 |2 = youl” = 1122 = Yo — yim[*-
Jelikoz =¥ € M, plati nerovnost:

2 2

122 =y = yl* = 4|2 = Sy — Fya|” = 4 ||l — G || > 4.
Na zdkladé toho:

Y0 = Ymll> < 212 = yall> + 2 |2 — yonl|® — 4d2.
A jelikoz: m (2|2 — yall” + 2|2 — yml|” — 4d?) = 2d2 + 24> — 4d> = 0,

m,n—

dostaneme limitnim pfechodem z predchozi nerovnosti:

0< lim |[yn—uml° <0 = lim |y, — yml> = 0.

m,n—00

Tim jsme dokéazali, ze prvek x); existuje. Musime ale jesté dokazat, Ze existuje prave

jeden. Predpokladejme, ze x1y7, zopr € M jsou nejlepsi aproximace x. Aplikujme na né

také rovnobéznikové pravidlo:
lz1ar = ane|® = 2 llw = 2ane|® + 2 [l — wont|” = (122 — w1ar — 2and]-

Jelikoz jsou oba prvky nejlepsimi aproximacemi, plati:

210 — zon||* < 2d% 4 2d% — 4d? = 0
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Nutné tedy plati ||z — :IUQMH2 = 0. To ale znamend, ze prvky xiar, Zops jsou totozné

a tedy prvek z), existuje pravé jeden.
|

Véta 3.2: Necht M je uzaviensj podprostor prostoru H a x € H. Potom x); € M je
nejblizsi bod k bodu x z prostoru H prdvé tehdy, kdyz (x — xpr) LM.

Dukaz: Volme a € M. Podle (2.2) vime, ze plati © — xp = Aa + z, zLa. Snazime se
ukazat, ze Aa = 0. Vyuzijeme zde Pythagorovy véty:

2 2 2
[ = 2um ™ = [[Aall” + [|=]]

Odtud: lz — 2l < llz = (ear + Aa)|* = ||2]° < Jlo — 2]

Prvni nerovnost plati, jelikoz x4+ Aa € M a protoze dle vlastnosti nejlepsi aproximace je
|z — zpm|| < ||z — 2 — Aal|. Druhd nerovnost plati diky Pythagorove vété. Dostali jsme
nerovnost, kde jsou obé strany stejné, tudiz vsechny c¢leny, pres které jsme v nerovnosti
prosli, jsou stejné a tedy miuzeme psat rovnost ||z||> = ||z — z||%, z cehoz vyplyva Aa = 0
a z = x — xp. Vzhledem k tomu, ze (x — zp)Lla a a € M muzeme zvolit libovolné,
dostavame (x — xp) LM,

Véta 3.3: (Projekéni véta) H = M @& M=, neboli: kazdy prvek z prostoru H se dd

jednoznacné vyjadrit jako © = xp + Tpye .

Ortogonalni projekce prostoru H na uzavieny podprostor M je zobrazeni P : x — x);.

Pro kazdé x € M plati:
1. P je linearni
2. P2=P
3. [P ()] < =]

Dukazy vSech bodu jsou ziejmé.

Disledky projekéni véty:

1. Jestlize M C H, kde M je uzavieny podprostor prostoru H a M # H, pak plati:
M+ #{0}.
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Dikaz: Jelikoz M # H, pak dx ¢ M. Dle véty 3.3 plati © = xpr + x4,
kde z,,1 # 0. Potom ale nutné musf platit x,,. € M+ # {0}.
[

2. Zvolme A C H podmnozinu prostoru H a ozna¢me [A] nejmensi uzavieny podpro-
stor obsahujici A. Potom plati: [A] = (A1)t = A+ (pozn. A nemus{ byt uzaviena

mnozina, ale At uz je. A+ je dokonce i uzavieny prostor.).

Ditkaz: A C A+, z ¢ehoz [A] C AL, Jestlize by [A] € AL, pak 3o € AL #£ {0}
takové, ze & L [A]. To by ale znamenalo, 7ze © 1 A a soucasné x € AL, Tedy

r € At N At = {0}, coz je ale spor s nenulovosti prvku .
[ |

3.1 Ortonormani baze Hilbertova prostoru

Ortonormalni mnozina je mnozina jednotkovych, navzajem kolmych vektoru.

Definice 3.5: Ortonormdalni mnozina A C H se nazyvéa ortonormdlni béze (ddle jen
ONB) prostoru H, jestlize [A] = H. Tento systém se neda rozsitit, a proto plati, ze kdy-
koliv je x 1 A, pak nutné x = 0.

Véta 3.4: Kazdy Hilbertuv prostor md ONB. Vsechny ONB daného prostoru maji stej-

nou mohutnost. Kazdd ortonormdlni mnozZina se dd rozsirit na ONB.

Definice 3.6: Hilbertuv prostor je separabilni, ma-li spocetnou ONB. Jsou to naptiklad

prostory /% a L2

Véta 3.5: Méjme H separabilni Hilbertuv prostor, jehoz ONB je (x,)22 . Pak pro kazdé
x € H plati: == > (x,z,)x,

n=1

Dikaz: Pro kazdy vektor x € H plati:

N

S 1w w2 = tinger, o < N2l

n=1

Index prostiedniho ¢lenu iké, Ze se jednd o projekci vektoru x € ¢*(Z) na linedrn{ obal

mnoziny {z1,...,Tn}.
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~ 7 ~ 4 ~ ~ ~7 I 2
Tedy castecny soucet fady tvori rostouci posloupnost zhora omezenou ||z||”. Tato

posloupnost ma vlastni limitu a tedy plati:

[e.9]

> o,z < oo
n=1
N
Uvazujme nyni posloupnost (zx)¥_;, kde oy = > (z,x,)z,. Pro N < M plati:
n=1
M
2 2
ley —amll®= Y ezl
n=N-+1

Diky konvergenci ¢iselné fady - |[(z, z,)|* tedy vidime, Ze pro N, M — oo plati:

n=1
M
ley —aml® = D Kz z)* = 0.
n=N-+1

Posloupnost (zx)%_; je tedy cauchyovskd a ma limitu ', pro kterou plati:

o
= Z(x, Tp) T
n=1

Nyni plati:
(' —z,2,) =0 Vn = (' —2)LH = 2 =ux

Véta 3.6: (Parsevalova rovnost) Je-li (x,) ONB, pak plati:

o0
l=[|* = Z [z, ) [°, pro vsechna x € H.
n=1

3.1.1 Zakladni ortonormalni baze

1. Standardni (Euklidova) baze.

Zavedme funkci oy, ;:

(3.1)
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Pak standardni béze komplexniho prostoru ¢?(Zy) je mnozina vektoru

e={ep,€1,...,en_1}, e € [*(Zy), definovand predpisem:
ek‘(]) = 5k‘,ja k,] = O,- . .,N — 1.

2. Exponencidlni baze je ortonormélni bédze E = {Fy,...,Ex_1}, En € *(Zy),

definovand predpisem:

Em(n):\/l—ﬁe%jm”/]v, m,n=0,...,N—1

Kazdou souradnici vektoru z vuci bézi {E,,} lze vyjadrit dle véty 3.5. Plati:

L N
2, Ep) = —= z(n)eIm/N o —0,... N —1
(o Fn) = 75 320
3. Fourierova baze je ortogondlni bdze F' = {Fy, ..., Fx_1}, Fy, € [*(Zy), definovana
predpisem:
F(n) = %eQﬂjmn/N, m,n=20,...,N—1

Poznamka: Ortogonalni béze je linedarni béaze slozena z ortogonalnich vektoru.
Ortogonalni vektory jsou na sebe navzajem kolmé, ale nemusi mit velikost 1 jako
vektory ortonormalni.

Vektor z zapsany v exponencialni bazi prepiseme do Fourierovy baze:

2= (2.En)En=>Y (5, VNF)VNF,=N> (2, F.)F,

m

Pro koeficienty («v,,) vektoru z ve Fourierové bazi plati:

N-1
Qi = Z z(n)e 2@mN - =0,...,N — 1.

n=0



Kapitola 4

DISKRETNI FOURIEROVA
TRANSFORMACE (DFT)

V této kapitole uvedeme zdkladni pojmy, oznaceni a vlastnosti DFT, jeji inverze IDFT
a zdkladn{ princip rychlé Fourierovy transformace FFT v prostorech I?(Zy) a (*(Z).
Jelikoz jsou DFT na obou téchto prostorech velice podobné az analogické, uvedu zde

pouze DFT pro prostor (?(Zy).

Definice 4.1: Diskrétni Fourierova transformace vektoru z = (2(0), 2(1),...,2(N —1)),
z € I*(Zy) je vektor Z € (*(Zy) dany vztahem:
N—1

zZ(m) = Z z(n)e 2mmN - m —=0,... N — 1. (4.1)
-0

3

Véta 4.1: Pro libovolné z,w € I*(Zy) plati:

1. Fourierova inverzni formule

[y

N—

—_

N—
1 )
— 5 Fm — s 2mjmn/N
z mgzoz(m) N mE:Oz(m)e :
kde {F,,} je Fourierova baze.
2. Parsevalova rovnost
(z0) = ~ (5,)
z,wy = — (2,
) N Y

15
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3. Plancherelova formule

2 1 112
12117 = = N2l

Definice 4.2: Inverzni diskrétni Fourierova transformace (IDFT) vektoru w € I*(Zy) je
vektor w € [?(Zy) definovany po slozkach predpisem:

N-1
Z w(m)e?™ N p =0,... N —1. (4.2)

m=0

1
N

4.1 Vlastnosti DFT a IDFT

1. Fourierova transformace je linearni zobrazeni.

2. Zobrazeni DFT a IDFT jsou vzdjemné jednoznacnéa zobrazeni prostoru 1%(Zy)
na sebe a také navzdjem inverzni. Symbolicky tedy mtZeme napsat: DFT—* = IDFT

a naopak.

3. Obraz funkce posunuté o d:

z(in—d) = e ™. 3(m).

4. Obraz funkce se zménénym meéritkem:

z(a-n) = L -2(E>, a#0.

5. Obraz konjungované reflexe (viz. definice 4.5):

z(—n) = Z(m).

6. Funkce, pro kterou dojde k posunu obrazu:

d"z(n) =2 2(m — d).

7. Pro kazdé periodické rozsiten{ vektoru z € I*(Zy) je 2(n) = + 2(—n), n € Z.

8. Pro kazdé z,w € I*(Zy) plati (2,0) = + (z,w).

=i
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4.2 QOperator translace, rotace a konjungované

reflexe

V DFT patii translace (posunuti) a konvoluce k zakladnim operacim. Méjme vektor

(z(n)), n € Z, ktery vznikl periodickym rozsifenim vektoru (z(n)), n=0,..., N — 1.

Definice 4.3: Necht z € [*(Zy). Definujme operator translace Ry : (*(Zy) — (*(Zy)
predpisem:

(Rigz)(n) =z2(n—k) Vn e Z. (4.3)

Translace je linearni zobrazeni.

Definice 4.4: Necht z € [?(Zy). Definujme operaci konvoluce * predpisem:

=

(zxw)(m) = z(m —n)w(n) Ym e Z. (4.4)

3
Il
o

Definice 4.5: Necht z € [?(Zy). Definujme operdtor konjungované reflexe predpisem:

Z(m)=z(-m) =2(N —m) Vm € Z. (4.5)

Nasledujici véta shrnuje zakladni vlastnosti konvoluce:
Véta 4.2:

1. konvoluce je zobrazeni do (*(Zy) : z*w € (*(Zy)

2. konwvoluce je komutationi: z x w = w * z

3. konvoluce je asociativni: (x x z) xw = x * (2 ¥ w)

4. wxd =w, kde § = o, viz. vztah (5.1)

5. zxw(k) = (z, Ryw)

6. zxw(k) = (z, Ryw)

Vlastnosti 5 a 6 vyuzijeme pri vyjadieni vektoru ve waveletové bazi v kapitole 5.
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4.3 Rychla Fourierova transformace (FFT)

Pocitame-li, nebo ptfesnéji, pocita-li poc¢itac DFT néjaké dlouhé posloupnosti nasnimanych
hodnot, napt. signalu, je kvili komplexnim nésobenim potieba velkd opera¢ni pameét.
Lidské snaha zmensit pamétovou i ¢asovou ndroénost vypoctu DFT vedla ke zkoumdn{
DFT a vysledkem je rychld Fourierova transformace (FFT). Ta dosahuje stejného vysledku,
pricemz snizuje pocet komplexnich nasobeni béhem vypoctu, coz ma za nasledek razantni
zkraceni vypocetniho procesu (odtud nézev rychld).

Zékladnim principem FFT je rozdéleni posloupnosti vzorki na dvé posloupnosti,

z nichz jedna obsahuje vsechny liché prvky a druhd vsechny sudé. Aby posloupnosti
meély stejnou velikost, musi byt pocet vSech prvku sudy, tedy N = 2M;. Aby ovSsem mohl
byt proces pouzit iteracné, musi byt i M; = 2Ms, coz ve vysledku znamend, Ze se snazime

mit N = 2P p € N prvki.

N N
2(m) — Z(n>e—27rjmn/N _ Z Z(zn)e—Qﬂj(Qn)m/N + Z z(2n+ 1)6—27rj(2n+1)m/N _
n=0 n=0 =0
-1 |
= Z(Qn)e—Qﬂjnm/% + Z Z(2n+ 1)6—27rjnm/% G_Qij/N,
n=0 n=0

Ozna¢me u(n) posloupnost vsech sudych prvku a v(n) posloupnost vsech lichych
prvki. Plati tedy u(n) = 2(2n) a v(n) = z(2n + 1) pron = 0,1,..., 5 — 1. Jelikoz
velikosti obou posloupnosti jsou stejné a jsou rovny %, sumy ve vztahu jsou DFT jed-

notlivych posloupnosti u, v.
2(m) = a(m) + e 2™ No(m), m=0,...,N—1. (4.6)

Podivejme se, co se stane, kdyz za m dosadime m = % +10, [ =0,.. .,% — 1.

Dosazenim do vztahu pro DFT a podobnymi tdpravami jako vyse dostaneme:

21+ g ) = a(l) — e 2N (1), (4.7)

Zde je vidét, ze u komplexni exponencialy neni potieba pocitat vSechny hodnoty, ale jen
polovinu a pro druhou polovinu staci pouze zménit znaménko druhého séitance. Tim se

vypocet jesté zrychli.
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Kdybychom pouzivali pouze DFT, potiebovali bychom na vypocet obrazu funkce
délky N nejvyse N? komplexnich ndsobeni. Pii iterativnim pouziti FFT je ale potieba
nejvyse 3 - logoN komplexnich ndsoben{ (odivodnéni v literature [3]). Pro N = 4 je
u DFT potieba 16 komplexnich nasobeni a u FFT jen 4. U poc¢tu N = 16 uz je rozdil
markantnéjsi. Pro DFT 256 a pro FFT pouze 32 komplexnich nasobeni. V dnesni dobé
pocitacu a snimani tisicu vzorku signdlu za sekundu znamend FFT obrovskou tsporu

casu.



Kapitola 5

DISKRETNI WAVELETOV A
BAZE

V této kapitole nejprve vysvétlime zakladni myslenku waveletové transformace a

nasledné ukazeme konstrukci obecné waveletové baze na prvni a na p-té trovni.

5.1 Zakladni princip

Waveletova transformace vektoru z se sklddd ze dvou fazi: prvni fazi je analyza
(rozklad) a druhou fézi je syntéza (rekonstrukce). Analyzou vektoru z rozumime vypocet
aproximaci a detailu vektoru z pomoci waveletovych filtri. Generovani puvodniho vektoru
z téchto hodnot budeme nazyvat syntézou. Komprese dat spociva v tom, ze se zanedbaji
malé hodnoty detailu a polozi se rovny nule.

Zakladni myslenka waveletové transformace je reprezentace vektoru z dvéma vektory:
vektorem aproximaci a vektorem detailu (napf. aritmetické prumeéry a diference dvou
sousednich slozek vektoru z, jak to vyuzivd Haar, viz. podkapitola 5.4.1). Analyza vektoru
je vlastné jeho projekci do dvou navzdjem kolmych prostoru, prostoru aproximaci
a prostoru detailu.

Nahradime-li vektor z vektorem aproximaci a vektorem detailti, oba s polovi¢ni délkou
vektoru z, mluvime o waveletové transformaci prvni irovné. Budeme-li stejnym zpusobem
iterativné reprezentovat vektory aproximaci, mluvime o waveletové transformaci na p-
té urovni. Jestlize vektor z ma délku N, dostaneme na konci takovéto analyzy nékolik
vektoru detailu o délkach % A Y kde p je tiroven waveletové analyzy, a jediny

4 ) 9p 9

20



KAPITOLA 5. DISKRETNI WAVELETOVA BAZE 21

vektor aproximaci o délce 2% :

Necht z € (*(Zy):

e OznacCme prostor aproximaci k-té irovné Vj, a prostor detailt k-té irovné Wy,
k=1,...,p.

e Oznacme u,v takové vektory, jejichz sudé posuny tvori bazové systémy prostoru
‘/17 W1~

Vektor u se nazyvéa otcovsky wavelet (zkracené filtr) a vektor v se nazyva matersky
wavelet (zkrdcené wavelet).
Uvazovanou reprezentaci vektoru aproximacemi a detaily a pouzitim reprezentace

na vektory aproximaci muzeme psat:
KQ(ZN) =V ® W; — reprezentace vektoru z
Vi=Vo@® Wy — reprezentace vektoru aproximaci
Iterativnim sloucenim téchto dvou vztahu (viz. obrdzek 5.1) vyjddiime ¢*(Zy) jako di-

rektivni soucet:

CZy) =V, @ W, @ Wy @ - & Wy

w; v

3
WX

Obréazek 5.1: Rozklad prostoru na prostory detailt a aproximaci
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5.2 Wavelety na prvni Grovni

Definice 5.1: Necht N =2M, M € N, u,v € (*(Zy). Necht mnozina
{ngu}fy:?)l U {ngv}fy:f)l je ONB v ¢*(Zy). Takovou mnoZinu nazveme waveletovou bazi

na prvn{ drovni pro ¢?(Zy). Vektory u,v jsou jejimi generatory.

Nésledujici véta dava nutnou a postacujici podminku k tomu, aby vektory u, v generovaly

waveletovou bézi.

Véta 5.1: Necht N =2M, M € N, u,v € *(Zy). Pak B = {Rysu}iy" U{Rav}ily' je

ortonormdlni bdze pro (*(Zy) prdvé tehdy, kdyz matice A(n):

1 jan) (n)
A =75 a(n+ M) o(n+ M)
LM -

>

je unitarni pro kazdé n =0, .. 1, tzn. pro vsechnan =0,..., M — 1 plati:

()| + |a(n+ M)]* = 2, (5.1)
16(n))* + |o(n+ M) = 2, (5.2)
a(n)o(n) +a(n+ M)o(n+ M) = 0. (5.3)

Diukaz: Nejprve uved me skutecnost, Ze {ngu}fyz 61 je ortonormalni mnozina pravée tehdy,
kdyz <u, RQku> = 5k,0~

Parsevalova rovnost iiké (u, Ropu) = % (G, Roru). Piipomenme, ze plati:

Ropu(m) = e 2R a(m).

Postupnymi tpravami dostaneme:

| A 1
(u, Ropu) = — (U, Ropu) =

N-1
o) = 15 it
N N —

=

Sumu rozdélime podle indexti na poloviny a vyuzijeme periodi¢nosti exponencialni funkce:

M—-1 M-1 . 2 ~ 2
1 R R i mk 1 a(m)|” + |la(m + M i mk
1 Ra) = 55 S i + WPy = 5 [Pt AL

m=0

Pravou stranu muzeme chépat jako inverzni Fourierovu transformaci M-rozmérného vek-

toru

(mmm?HMm+w@F>M1
2

m=0
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vycislenou v bodé k. To znamend, Ze vektor (|u(m)|2+\121(m+M)|2 )M_l je DFT vektoru
((u, Rogan) =3 "

Vidime tedy, ze (u, Ropu) = 0ko, k = 0,...,M — 1 pravé tehdy, kdyz je vektor
(‘a(m)‘2+|ﬁ(m+M)|2 >N_1 DFT obrazem posloupnosti (1,0,0,...,0).

2
m=0
Jelikoz DFT obrazem posloupnosti (1,0,0,...,0) je vektor (1,1,1,...,1), plati

[a(m)|” + |a(m + M)|"
2

=1

pro kazdé m = 0,..., M — 1. Pro vektor v je vysledek analogicky a tedy je dokazano,
ze (5.1) a (5.2) plati pravé tehdy, kdyz sudé posuny vektoru wu, v jsou ortogonalni a jed-
notkové.

Vsimnéme si dale, ze:

(Royu, Ropv) = 0, VI, k pravé tehdy, kdyz 0 = (u, Rorv) Vk.

Podobné jako vyse plati:

=

M-1
PvaEEy j mk 1 e m
i(m)o(m)eX™ N = Vi (@(m)o(m)+a(m+M)o(m + M))e>™ 5
0 m=0

1
0= <’LL, R2k1}> = N

3
Il

. T, o~ = M-1
pro kazdé k =0,..., M — 1 a tedy vektor (”(m)v(m)Jr“(erM)”(erM) > je DFT vektoru

2 m=0
({u, Rov) )= -

Vidime tedy, ze

(u, Rov)y =0Vk < a(m)o(m)+a(m+ M)o(m+ M) = 0.

Dalsi vétou se zaméime na konstrukci waveletové baze na prvni irovni na zakladé znalosti

vektoru u € (*(Zy).

Véta 5.2: Necht u € (*(Zy) je takovy vektor, e mnozina {Rou}y ', N = 2M je
ortonormdini. Sestrojme vektor v € (*(Zy) : v(k) = (—=1)*u(1 —k), k=0,...,N — 1.

Pak B = {Ryul it U{Ropv}2 ! je waveletovd bdze (*(Zy) na prond drovn.

Dukaz: Dukaz provedeme tak, ze ovéiime unitdrnost matice A(n).

Vektor v(n) = (—1)"u(1 — n) dosadime do Fourierovy transformace vektoru v:

N-1 N-1

(m) = 3" vln)e 2N = 3 (LT = e
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Provedeme substituci k =1 — n:
1
_ m(_l)l—ke—zm‘mu—mﬂv _

k=0
C4st nezdvislou na k ddme pied soucet a vyuZijeme rovnosti e /™ = —1:
N-1 N-1
_ _e—Zﬂ]m/N E u<k)€jkW62W]mk/N _ _6—27rjm/N E u(k)e_zﬂj(m_A,_M)k/N.
k=0 k=0

Po uprave tedy:
o(m) = —e 7N G(m + M).

Analogicky s timto dostaneme vztah:

o(m + M) = —e 2N G 6n LM = 2™V G (m)

Zbyva uz jen oveérit (5.2) a (5.3) na zakladeé (5.1). Jelikoz komplexni exponencidla lezi
na jednotkovém kruhu, je to komplexni jednotka a tedy nemé na velikost zadny vliv.

Vektor u je tedy jednotkovy a plati:

[B(m)* + |o(m + M)[* = Ja(m + M)|* + [a(m)]* = 2,
a(m)o(m)+a(m+M)o(m + M) = —a(m)e ™™ N (m+M)+i(m+M)e ™™ N (m) = 0.

Tim je dukaz hotov.
[

Méjme tedy B = { Ropu}ilyt U{Ropv i, waveletovou bézi na prvni trovni. Koeficienty
rozvoje vektoru z vuci bazi B jsou dany skalarnimi sou¢iny s bazovymi prvky. Vyuzitim

vlastnosti konvoluce (z, Ropu) = z * 4(2k) dostaneme vektor z v bazi B:

[z]p = [z *u(0),z x u(2),...,z%xu(N —2),z%0(0), 2% 0(2),...,2x 0(N — 2)].

Definujme operatory filtrace D(downsampling) a rozsiteni U (upsampling), pomoci nichz

vyjadiime vektor [z]p.

Definice 5.2: Necht N = 2M.

Definujme operdtor D : (*(Zy) — (*(Zy), D(2)(n) = 2(2n) pron = 0,...,M — 1,
z € (*(Zy) a operdtor U : (*(Zy) — (*(Zy), U(w)(n) = w(n/2) pro n sudé a 0 pro n
liché, w € £2(Znr).
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Pro operatory D, U a vektor z(n) € £*(Zy) plati:

D) = :
UDE) = 5+2),

kde z*(n) = (—=1)"z(n).

Zavedme 1 = D(z * @), y1 = D(z % 0). Nutné xzy,y; € £*(Zy;). Pak muzeme psat:
[z]p = [D(z *x ), D(z % 0)] = [x1,y1]-
Zde je patrna reprezentace puvodniho vektoru z pomoci vektoru aproximaci u a vektoru
detailu v, jak jsme zminovali na zacatku kapitoly.

Az doted’ jsme se zabyvali analyzou vektoru z pomoci waveletovych filtrti u, v na prvni

urovni. Nyni budeme puvodni vektor z rekonstruovat pomoci vektoru 1, y;.

Véta 5.3: Necht M € N, N = 2M a u,v € (*(Zy) jsou generdtory waveletové bdze
prostoru (*(Zy). Necht D(z * u) = x1 € (*(Zyr), D(z*0) = y1 € £*(Zyr). Pak plati:

uxU(zy) +v*Uy) =2, Vz € 3(Zy). (5.4)

Dtikaz: Dukaz provedeme dosazenim a rozepsanim konvoluce. Rozepiseme zde pouze

prvni séitanec vztahu (5.4), protoze druhd polovina je analogické.

uxU(xy) = (u(0),u(1),...,u(N —1))* ((zxa)(0),0, (z*1)(2),0,...,(z*xa)(N—2),0) =

Vy¢cislime konvoluci v bodé £k =0,..., N — 1:

—_

M—
= > u(k = 2m)(z * @)(2m).
m=0
Plati, ze (u(k—2m))r = Ranu a (zx@)(2m) jsou koeficienty vektoru vuci ¢asti waveletové
baze. Je tedy ziejmé, ze soucet této sumy (projekce vektoru z na {u, Rou, Ru,...})

a sumy vzniklé analogicky pro vektor v dava puvodni vektor z.
|

Cely princip analyzy a syntézy je zobrazen na obrazku 5.2. Dvojitd svisla ¢ara oddéluje

analyzu vektoru z od jeho syntézy.
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D z*‘:‘) vl D{zxv
z Z
— | .
> g;" S >t F32
“ D D(2%i) U w7 D(2x2))
analyza syntéza

Obrazek 5.2: Princip analyzy a syntézy

5.3 Wavelety na p-té trovni

Abychom mohli analyzovat vektor do p-té lirovné, je potieba, aby pocet jeho koefi-
cientu byl délitelny 27, kde p € N. Je-li to splnéno, pak zvolme wu;, v; € 0*(Zyp1), | =
0,...,p tak, aby generovala waveletovou bézi prvni tirovné prostoru £2(Zy g-1) (viz. véta
5.1). Tyto vektory budeme nazyvat waveletové filtry.

Nejprve provedeme analyzu vektoru z € £(Zy) pomoci filtrit uy, v;. Tim dostaneme

Vektory 1,1 € 82(ZN/2)2

Déle provedeme analyzu vektoru z; s pouzitim filtru us, v9, ¢imz obdrzime vektory
L9, Y2 € (*(Zyys). Postup stéle opakujeme, az na p-té drovni obdrzime x,, y, € (*(Zny2»).

Nakonec dostaneme posloupnost dvojic vektoru z;,vy; € Ez(ZN/Qz), l=1,...,p.

Definice 5.3: Necht N je délitelné ¢islem 27, p € N a necht w;, v; € £*(Zy/o-1) je dvojice
generatoru waveletové baze prostoru KQ(ZN/QH), l=1,...,p. Pak vektor {yi,...,yp,z,}
ziskany vyse uvedenym zpusobem budeme nazyvat analyzou vektoru z € £*(Zy) na p-té

urovni.
Takto jsme popsali analyzu a zbyva nam popsat syntézu. Podle véty 5.3 plati:

up * U(xp) +vp % Uyp) = Tp-1,
U * U(.Tk) + vp * U(yk) = Xk—1,

upxU(xy) +v1xU(y1) = 2.
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Zde je videt, ze k perfektni rekonstrukei staci znat pouze posloupnost vektora {yi, ..., y,, z,}

Waveletovou transformaci muzeme s vyhodou zapsat i nerekurzivnim zpusobem.
Necht N je délitelné 2P, p € N a necht w,v; € (*(Zyp-1) pro kazdé | = 1,...,p.
Sestrojme posloupnost dvojic {fi, a1}, fi, 91 € (*(Zx), 1 =1,...,p takto:

i = u
g = w
f2 = g1 U(wo)
92 = g1xU(uz)

a obecné pro [ = 3,...,p:
fi = gax U w)
g = gaxU"(w).

Za tohoto znaceni muzeme zformulovat vétu, kterou je mozno dokazat matematickou

indukci.

Véta 5.4: Prol=1,...,p plati:

z = D'(2  q1), y = D'(z = i),
N
xl(k) = <27R21k:gl>7 yl(k) = <27R21kfl>7 k:()?v? - L
Definice 5.4: (Waveletova baze.) Necht N je délitelné 27, kde p € N a necht
f1y--s for gp € (3(Zy) je takova posloupnost vektoru, ze mnozina

B = {Ra.f1 ;ivz/gfl U {Ruifo fj:/éfl U U{Rori fp ff:/ﬁ“ U {RQPkgp}g:/(z)Ll

je ortonormdlni béaze prostoru ¢?(Zy). Pak mnozinu B nazveme waveletovou béz{ prostoru

(*(Zy) na p-té drovni a jeji prvky wavelety na p-té tirovni.
Véta 5.5: fi,..., fp, gp definované vyse tvori generdtory waveletové bdze.

D4 se ukazat, ze {f1,..., fp, gp} definovana vyse tvoii ONB.

Zavedme nyni standardni oznaceni waveleti na j-té tirovni (Pozn.: Je zkonstruovano
vyse.):

. N
Vik = Rofjs @in=Rongyy =1 p k=055 =1
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a definujme prostory V; aproximaci a W; detailu takto:
N _q N1
J J
Vi= {{%’,k}zo 1 , W= {{%‘,k}io 1 :

Je zfejmé, ze pro ortogonalni projekce vektoru z na tyto prostory plati:

T 2 1
Pi(z) = > (z.0i)eim  Qi(2) =Y (2,0
5=0 k=0

Pravée tyto projekce jsou pocitany waveletovymi algoritmy a jsou nazorné ukazany v ka-
pitole 6.

Waveletové filtry na p-té drovni neni vzdy nutné volit. Posledni dobou se ukazuje,
ze dulezité waveletové baze lze ziskat pouze na zdkladé waveletovych filtru na prvni
urovni. Z nich se periodizaci daji sestrojit vSechny ostatni filtry. Popisme tuto konstrukei

nasledujici vétou:

Véta 5.6: Necht N je délitelné 2P, p € N a necht uy,v; € (*(Zy) je dvojice waveletovijch

filtri na pront drovni. Sestrojme posloupnost dvojic vektoru u;, vy, | =2, ..., p takto:
2l=1-1 2l=11
kN kN N
ul(n): Zul(n—i—F), vl(n): ZU1<H+F)’ n:O,...,W—l
k=0 k=0

Pak {w,vi};_, je posloupnost waveletovych filtri na p-té drovni.

Dikaz: Dukaz naznac¢ime jen principielné. Pro vsechny tdrovné waveletovych filtru

[ = 0,...,p lze dokézat, ze plati @;(m) = @;(2""'m). Potom pro piidruzenou matici
dostaneme vztah A;(n) = A;(2!71n) a jelikoz A;(n) je unitarni, musf byt unitarni i A;(n),
tedy u;, v, [ =1,...,p jsou vhodné waveletové filtry.

[

A7 doposud jsme se zabyvali wavelety na prostoru ¢?(Zy). Jak ale vypadaji wavelety
waveletové teorie na prostoru £2(Zy), a proto bych tuto édst ponechal na pozdéjsi a rozsdhlejsi
praci na podobné téma, kterou muze byt napt. prace diplomova.

Nemtzeme vsak opomenout alespon seznameni s rozsitenim diskrétni waveletové te-
orie na prostor (*(Z). Zasadni rozdil oproti transformaci na ¢*(Zy) je ten, ze Fourie-
rova transformace je zobrazeni z prostoru ¢?(Z) do prostoru L?(—m,7), z ¢ehoZ plynou

nasledujici rozdily:
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1. Uplnost ortonormalni mnoziny prostoru 2(Z) se musi dokézat. V pripadé prostoru

(*(Zy) plynula ihned z linedrn{ nezavislosti a z jeji mohutnosti.
2. Fourierova transformace vektoru z € ¢*(Z) je funkce z prostoru L*(—m, ).
3. Konvoluce z * v obecné pro z,v € £*(Z) nemus{ byt prvkem prostoru ¢*(Z).

4. Pro praktické pouziti je podstatné, aby konvoluce vektoru a filtru sla spocitat jako
konecny soucet. To je mozné jen tehdy, ma-li filtr koneény pocet nenulovych slozek

(fikdme, ze ma konecény support).

5. Rozklad prostoru ¢*(Z) = Wy & Wy & - - - obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenti.

5.4 Specidlni wavelety na prostoru ¢*(zy)

V této podkapitole se seznamime se dvéma zakladnimi typy waveletovych bazi,
které jsou velmi casto pouzivany a maji Siroké praktické uplatnéni. Jsou to Haarova
waveletova baze a Shannonova waveletova baze. Dale fekneme, co jsou Daubechiesové

wavelety D2P a zduraznime jejich hlavni vlastnost.

5.4.1 Haarova baze

Jiz pti vysvétleni zdkladniho principu funkce waveletu jsme se zminili o Haarové
systému. Ten vyuziva aritmeticky prumér dvou sousednich slozek vektoru jako jejich
aproximaci a jejich rozdil od aritmetického prumeéru jako detail.

Necht tedy N = 27, p € N a (2(k)) € (*(Zy), k = 0,...,N — 1. Pak aritmetické
pruméry a diference vypadaji takto:

sl(j):Z(Qj)Jr;(zj“Ll), dl(j):z(zj)_;<2j+l>, j:O,l,...,g—l. (5.5)

To je ziejmé analyza na prvni urovni. Aplikujme iterativné predchozi postup na vektor
s1. Pro vektory aproximaci a detaili na p-té trovni plati vztahy:

) = DRIy 91O a4,

kde 7 =0,1,..., 2% —lak=2 ...,p. Odtud je vidét, ze vektor z je jednoznacné urcen

aritmetickym prumérem svych slozek a diferencemi na vSech urovnich.
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Z popisu waveletové transformace na prostoru ¢?(Zy) vime, Ze vektory aproximaci

a detailu muzeme zapsat:

V2 LoV2

N
81<j):7<27901,j>7 dl(]):_<za'¢1,j>7 ]:0775 -1 (56)

Jelikoz vektor z je popsén viiéi standardni bazi € = {e;} 2 e 0 , musi pro Haarovy waveletové
filtry ¢, ¢ platit:

\/§ N

P15 = (62j + 62j+1)7 wlj (€2g - 62]4—1) Jj=0,..., 3 -1 (5-7)

Pro vyssi urovne (k = 2,...,p) analogicky plati:

Orj = 272 (egnj + -+ €arjy1y-1),
Yr; = 2

—k
2 (egnj o Car(ilyon T Cak(iad) T T Cak(ia1)-1)-

Poznamka: Vsimnéme si, Ze vztah pro ¢y, ; obsahuje 2% s¢itanci a vztah pro ¢ ; obsa-

huje 2% rozdilii sousednich slozek vektoru z.

Definice 5.5: Necht N = 27, p € N. Béze

{010 U {eha i} e U U {0} U {0p0)

se nazyvd Haarovou bazi v prostoru £*(Zy).

Ukazme si, jak Haarova baze vypada ¢iselné. Vezméme napiiklad N = 8. Pro prvni droven
plati k =1 a tedy j =0,...,3. Pro druhou troven je k =2 a j = 0,1 a pro tfeti uroven
dosazujeme k = 3, j = 0. Tret{ tiroven je nejvyssi, jelikoz 23 =8 = N.

Dosadime-li do vztahu pro wavelety na prvni trovni, dostaneme :

—— . L 000 0 0 0 Yro = (— L 00,0, 0 0 0
4;010_ = = ) ; ) 3 ) 1.0 = \"F=y T =) ) ; ) 3 9 ’
V2 V2 27 V2
1 1 1 1
= 07 07 T = T = 07 07 07 0 9 - 07 07 T = T T = 07 07 07 0 )
p11 = ( 5 7 ) Y11= ( 7 5 )
—(0,0,0,0, —, X 0 0 ¥ia = (0, 0, 0, 0, — L 00
901,2_ 9 ) 9 ) 27 27 ) 9 1,2 — ) ) ) ) \/57 27 ) )
—(0,0,0,0 0,0 — 1 i = (0, 0,0, 0,0, 0, — L
©1,3 y YUy Uy U, U, U, \/57 \/§ ) 1,3 y Uy, U, Uy, U, U, \/57 5 .
Analogicky dostaneme wavelety na druhé a tfeti drovni:
1 1 1 1 1 1 1
= (=. . 2. Z.0.0.0.0 =(=, =, —=, ——,0,0,0,0
(;02,0 (2’ 27 2 2 ) ) ) )7 w2,0 (2a 2a 27 2a ) ) ) )a
1 1 1 1 1 1 1 1
Y21 = (0 O 0 O 5 57 57 5 )a 77Z)2,1 - (07 O) 07 O) éa 57 _2 ) _5)7
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1 1 1 1 1 )
227 227

1

1 1
1
).

1
P30 = (2\/572\/572\/572\/572\/572\/57
" _ 1 1 1 1 1 1
3,0 2\/572\/§a2\/§72\/§7 2\/57 2\/57 2\/57 2\/§
Tyto wavelety jsou zobrazeny na obrazku 5.3. Otcovské wavelety jsou oznacCeny bar-

vou, mateiské wavelety cernym krouzkem. Déle jsou wavelety odliseny barvou pro ruzné

urovné: prvni uroven je ¢ervend, druhd troven je modra a treti uroven je fialova.
Haarova baze se pouziva pro analyzu signalu, které jsou v case po ¢astech konstantni

1.level 2.level
1 050 @ © ©
‘ ® -
£ o 0 0 0 0 0 0
) £ o ® 0 @ 0@
[ =
_1 - N
0 2 4 6 8 -
n - N
1 -0.5 o —©
© o 0 2 4 6 8
n
I ® 0 00 05 oo o o
o -
-1
0 2 4 6 8 _
n 5 9 @ @ @
1,
@ e
£ 9 © © 0 - 0 —0.5 ‘ : oo —
= AR 0 2 4 6 8
o n
-1 3.level
o] 2 ;1 6 8 0.4‘”'.”.”. e o o o
1r 0.2¢ -
o o
=
= o = Or
5 000 0 0 0 0 =
- -0.2¢t B
°© O O O 0
-1 [ v [
-0.4 : A :
2 :11 6 8 0 2 4 6
n

Obrazek 5.3: Haarovy wavelety, N = 8
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5.4.2 Shannonova baze

Shannonova baze je definovana tak, aby jeji filtry filtrovaly nizké a vysoké frekvence.
Ptipomenme, ze vysoké frekvence jsou zastoupeny vektory F,, Fourierovy béaze pro m
blizké poloviné délky vektoru. Nizké frekvence jsou naopak ty vektory F;,, kde m je
blizké 0 a nebo délce vektoru N. Zustaneme-li v prostoru *(Zy), kde N = 27, jsou

cvv s

vektory Fy a Fy_1.

Definice 5.6: Necht N je délitelné 4. Potom waveletové filtry prvni trovné Shannonovy

béaze jsou definovany prostrednictvim DFT takto:

) {\/5 onef0,. Y U N -1},

0 ...ne{f,. .. X -1},

() 0 ...nef{0,....,5 —1JU{ .. N-1},
v \n) =
' V2 oome{¥, .8 gy

Dle véty 5.6 pro obecnou troven waveletovych filtru w;,v; plati: u;, v, € EQ(ZN/QH),

kde l =1,...,p. Jejich tvar je:

{\/§ ... neA{0,..

O ...nE{W,...72l+1_1}

(n) 0 ...ne{0,...,3
viin) =
\/§ ...ne{%7...,2l+1_1}

Shannonovy waveletové filtry u, v mame dané predpisem pro jejich DFT obrazy. Abychom

ziskali hodnoty filtri u, v, musime spocitat IDFT téchto obrazu u,v, pro niz na prvni

urovni plati:
N-1
27rjmn/N

1
_N iy (

m=0

Pro vektor vy(n) plati vztah analogicky. Dosazenim do vztahu pro 4q, 9, dostaneme:

sin(5F)

)

NE UL sin(g)

1
V2
V2 o-imn S(E)
N
V2
N )’

232

sin(
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kde n =1,..., N — 1. Na obrazku 5.4 je ukdzana Shannonova baze pro N = 32. Modrte
je vyznacen otcovsky wavelet a ¢ervené matersky.

Shannonovy wavelety jsou konstruovany tak, aby rozdélovaly frekvenéni spektrum
velice ostie. Pro malé N jsou wavelety siroké, ale se zvétsujicim se N se vinka zuzuje,
zhustuje a zvétsuje svoji amplitudu.

Shannonova baze se pouziva pro analyzu signéalu, které jsou ve frekvenci po ¢astech

konstantni.
3 T T T T T T
°
2 - -
2 1r -
[
K3 ° 9.
o ' o ‘@ d
8 g $oo e .. Do ° 53 008
< 0reego8elo, °%e 0 - - __o,.‘o,’ ©e0%080ge Q@ i
(] - - (-]
-1t |
o o
-2 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
vzorky

Obrazek 5.4: Shannonovy wavelety na prvni trovni, N = 32

5.4.3 Daubechiesové wavelety D2P

Daubechiesové wavelety, oznacované zkracené D2P, jsou na rozdil od Shannonova
systému definovany v case. Tyto wavelety jsou specifické hlavné tim, ze maji presné
2P, P € N nenulovych koeficientu (proto oznac¢eni D2P). Nyni jesté nemusime vidét
plny vyznam téchto waveletu. Napovézme vsak, ze ve waveletové transformaci na pro-

storu (?(Z)

nebo L*(R) maji vyznam zcela zdsadni. Koneény pocet nenulovych koeficientu (v li-
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teratufe téz oznacovéno jako koneény support) waveletovych filtri mé v tomto piipadé
za nasledek to, ze konvoluce téchto filtru a analyzovaného vektoru lze zapsat jako konecny
soucet. Tedy béhem transformace nevznika chyba pii aproximaci nekone¢ného souctu
souctem konec¢nym a tudiz jsme schopni vektor rekonstruovat presné.

Zaméfme se nyni na sestrojeni waveletovych filtri D2P. Abychom mohli analyzo-
vat vektor z délky N, musi byt N délitelné 2?,p € N a navic N/2? > 2P, P € N,
kde p je nejvétsi uroven waveletovych filtru. Nasim cilem je zkonstruovat takovy vektor
u € (*(Zy), ktery ma pouze 2P nenulovych koeficient a zaroven spliuje rovnici (5.1).
Po nalezeni takového vektoru u uz vektor v umime spocitat podle véty 5.2 a z této dvojice
podle véty 5.6 spocitame celou waveletovou bazi. Zakladni princip konstrukce vektoru u
ukazeme na konkrétnim piipadé. Zkonstruujeme filtr DG6.

Konstrukci vektoru u zac¢neme identitou:

5
(cos2 (%)—i—st (%)) =1, n=0,...,N—1,

kde exponent je v obecném ptipadé roven 2P —1. Tento vztah rozepiseme podle binomické

véty:
s' (3 ) + Beos™ (5 ) sin® () + 10cos® (57 ) sin® (57 ) +
+10cos* (52 ) sin® (%2 ) + beos® (T2 ) sin® (22 ) + sin'® (T2) =1
Ponévadz N je sudé, polozme N = 2M a zkoumejme vlastnosti funkef sinus a kosinus

pii posunuti o M:

cos (M) — cos (ﬂ + E) — —sin <@> (5.8)

N N 2 N
sin (W) = sin (% +g) = cos <%> (5.9)

Vratme se nyni k identité rozepsané dle binomické véty a poloZzme:
b(n) = cos™ ( N > + 5cos® (%) sin® (%) + 10cos® (%) sin’ (%) :
Potom s vyuzitim vztahu (5.8) a (5.9) spocitdme
b(n + M) = 10cos* (%) sin® (%) + 5cos? (%) sin® (%) + sin'? <%> .

Ziejmé tedy plati:
b(n)+b(n+M)=1,n=0,...,N — 1.
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Hleddme vektor u, ktery spliuje vztah (5.1). Vime, ze:

2b(n) +2b(n+ M) = 2.

Zvolime-li vektor u tak, ze:
|a(n)|* = 2b(n), (5.10)
ziejmé pak vztah (5.1) plati:

2b(n) + 2b(n + M) = |a(n)|* + |i(n + M)|* = 2.

Tedy |4 = v2b = V2 - Vb.

Pokracujme:
b(n) = cos™ <%> + 5cos® (?V—n> sin? <7m> + 10cos’ (7;\7_”> sint (ﬂ) ,

N
b(n) = cos" (%) |:COS4 (%) + 5cos? (Wn> sin® (%) + 10sin* (W—]\;L )] :

Upravme hranatou zavorku:

b(n) = cos® <%> {((:052 <%> — V10sin? (W—; ))2 + (54 2V10)cos? (%) sin? <7r_]\7; )] .

Definujme vektor @ € ¢?(Zy) nasledovné:
, n ™m ™
0 3t () o (7)o ()
a(n) = v2e cos” {57 ) |cos” ( sin” | +
+7V 5+ 2v10 - cos (%) sin (%)] .
Takto definovany vektor @ spliuje rovnici (5.10). VSimnéme si, ze jsme na hranatou
zévorku pouzili vzorec pro rozklad a? + b* = (a + jb)(a — jb) a pribyl posun ve tvaru
komplexni exponencidly.
Vyuzitim vztaht pro sinus a kosinus dvounasobného argumentu a vyuzitim Eulerovych
vztahu pro prepis trigonometrickych funkci pomoci komplexnich exponencidl dostaneme:

ejwn/N+€—jﬂn/N 3
2 ) '

ﬁ(n) _ \/56—27rj4n/N637rjn/N (

2 N 2 N 2 N

1 (1 + cos (2””)) — V10 (1 — cos (2””)) + 5 5+2V10 oy (M)] )

Uvniti hranaté zavorky roznédsobime a vytkneme trigonometrické funkce, které naslednée

prevedeme na komplexni exponencidly. Konstanty si pro snazsi zapis nahradime pismenky:

a=1-+10, b=1+V10, c=1/5+2V10
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Exponencidly pred hranatou zavorkou upravime a obdrzime rovnici:

_ @ 6—27rj4n/N
8

a b 2mjn/N —2mjn/N C ¢ onjn/N —2mjn/N
+ - (e +e )—|—4 (e e )

~ 2mjn/N 13
i(n) (@ |5 4 g

Ted ze zavorky vytkneme }l a budeme déle upravovat jen pravou stranu:

%ﬁ eij%m (6271-]'% + 1)3 [2@ + b(e27rj% 4 e 2mi% ) + 0(627rjn/N _ e 2R )} —

e2mi N (62717%” + 33X 4 3e*R 4 1) [2a + €*™N (b+c) + e 2N (b—c)] =

RS

= ¥ (e%j%n + 36X R 4 32N 4 62@%@) [2a + ¥ N (b+c)+ e 2N (b—c)] =
Roznésobime zavorky:

= B <62M% + 3R 4 32N 4 e%a‘%“"> +
w09 (1 + 32T 4 32 ém“w”) +

+ L2(b-c) (em%n + 37N 4 3TN 4 eQﬂj%TL) =

A povytykame stejné exponencialy:

5 {e% +¢) + 2T (2a+ 3b + 3¢) + ¥R (6a + 4b + 2¢) +

+ €N (G + 4b — 2¢) + €N (20 + 3b — 3¢) + I (b—c)| .

Ted uz je vidét, ze @(n) muzeme zapsat jako DFT vektoru u(k):

kde vektor u(k) = ‘3/—25(6—1- ¢,2a + 3b + 3¢, 6a + 4b + 2¢,6a + 4b — 2¢,2a + 3b — 3¢, b —
¢,0,...). Ostatni koeficienty vektoru u jsou nulové (koeficienty 6,..., N — 1). Je tedy
patrné, ze na délce analyzovaného vektoru (az na podminku uvedenou na zacatku této
podkapitoly) nezalezi. Na obrdzku 5.5 je zndzornén nami vypocteny wavelet DG6.

Pro poradek jesté zminme, ze pro P = 1 dostaneme wavelety D2, coz jsou Haarovy

wavelety. Ukazky jinych waveleti D2P jsou v piiloze A.
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Obrazek 5.5: Duabechiesové wavelet D6, N = 16



Kapitola 6

VYUZITI WAVELETOVE
TRANSFORMACE

V této kapitole se zamérime na praktické vyuziti waveletové transformace. Jak jsme
zminili jiz v ivodu této prace, hlavnimi rysy a rozdily waveletové transformace oproti
Fourieroveé je ten fakt, ze waveletova transformace analyzuje signal v ¢ase i ve frekvenci
zaroven, pricemz je mozné zachovat informaci nesenou v amplitudé signalu.

Praveé na tomto rozdilu je zalozena vétsina aplikaci waveletové transformace. Nejbéznéjsi

a typické aplikace waveletové analyzy jsou nasledujici:
1. Detekce nespojitosti a preruseni signalu
2. Detekce dlouhotrvajiciho vyvoje (trendu) signalu
3. Detekce sobépodobnosti signdlu (napt. fraktalni signaly)
4. Identifikace cisté frekvence
5. Potlaceni signalu
6. Filtrace sumu (anglicky: de-noising)
7. Komprese dat

Poznamka: Nasledujici aplikace budou nazorné ukazany na vektorech znacné délky
(N € {256;512;1024;...}), a proto na obrazcich budou vypadat signély jako spojité.
Pti pocitacovém méreni je signal také charakterizovan posloupnosti naméienych hodnot

v jednotlivych ¢asech. Potom pfi dostateéné rychlém sniméni (vzorkovani) nedochézi

38
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k jevu zvaném aliasing a i nejvyssi frekvence obsazené v signalu jsou dobie patrné a ne-
zkreslené.

Vsechny nasledujici tlohy byly zpracovany v programu MATLAB.

Poznamka: Budeme-li se v této kapitole bavit o nespojitosti, bude tim vzdy myslena
nespojitost signalu pred jeho navzorkovanim, ptipadné nespojitost F'T spojitého signalu.

Jinak by v diskrétnim prostoru tento pojem nemél smysl.

6.1 Detekce nespojitosti a preruseni signalu

Ucelem tohoto prikladu je ukézat, jak muzeme pomoci waveletové analyzy presné
urcit okamzik nespojitosti (v case i ve frekvenci) ¢i preruseni signdlu. Nespojitost F'T
signélu provedeme ostrym prechodem mezi dvémi ¢istymi frekvencemi. Uréitym druhem
nespojitosti lze nazvat také spojitou zménu frekvence ve velmi malém c¢asovém okamziku
a nebo nespojitost derivace signalu. Preruseni signalu (nespojitost v ¢ase) charakterizu-
jeme anulovanim nékolika jeho nenulovych hodnot.

Konkrétni signaly, ukazané na obrazku, jsou nasledujici:
Nespojitosti:

e Ostry piechod dvou ¢istych frekvenci: Signél (vektor) je délky N = 1024.
Prvni éést (n =1,...,500) je sinusoida s periodou 200, druhou ¢ést
(n =501,...,1024) tvoii sinusoida s periodou 40. Analyza signélu je zobrazena

na obrazku 6.1.

e Spojity prechod frekvence v kratkém casovém okamziku: Signal je
délky N = 1024. Pron = 1,...,450 je vzorkovany signal sinusoida s periodou
200 (konéi étvrtperiodu pied n = 500) a pro n = 511,...,1024 je vzorkovany

signal sinusoida s periodou 40 (za¢ind ¢tvrtperiodu za n = 500).

1

Pro n = 451,...,510 se frekvence vzorkovaného signdlu linedrné meéni od 555

do % . Analyza signalu je zobrazena na obrazku 6.2.

e Nespojita derivace: Signél je délky N = 512. Prvni polovina (n = 1, ..., 256)
je ptimka se smérnici 0,104 a druha polovina je primka se smérnici 0,11. Obé
poloviny jsou napojeny tak, ze pro n = 256 maji stejnou hodnotu. Analyza

tohoto signélu je na obrazku 6.3.
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Pferuseni:

¢ Anulovani nenulovych hodnot: Signal je délky N = 512. Pro vSechna n je
vzorkovany signal sinusoida s periodou 128. Anulované jsou hodnoty
pron =32+64i+k i=0,...,7, k = {-1,0,4+1} (pro k = 0 prislusi
hodnoty n vrcholum sinusoidy) a pro n = 127,128,129, 383, 384, 385 (pruchod
nulou na konci prvni a tteti periody). Analyza signélu je zobrazena na obrazku
6.5.
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Obrazek 6.1: Ostry pfechod dvou ¢istych frekvenci
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Popis grafii: Pismenem s se v grafech zna¢i analyzovany signal. Aproximace se znadci
pismenem a a detaily se znac¢i pismenem d. Index jednotlivych aproximaci a detailu
urcuje uroven analyzy signalu, na které tyto projekce vznikly. Osy jsou znaceny
standardné. Vyrazny cerveny obdélnicek v grafu znaci detail, ktery je zvétSeny

na jednom z nasledujicich obrazki.

Poznamka: Souctem aproximaci a detailti ziskanych na jedné tirovni ziskdme aproximaci
na drovni o jednu nizsi. Tedy napiiklad as + d5 = a4 nebo a; + dy = s, celkové tedy
as + ds + - -- + dy = s. Také plati, ze a; jsou projekce (nejlepsi aproximace) vektoru s
aay, k <i, k € N,naprostor V; a d; jsou (analogicky) projekce na prostor W; pro vsechny
urovneé i, na kterych byl signal (vektor) analyzovén.

Déle plati, ze projekce di,ds jsou na sebe kolmé, aq,d; také, ale ay,as ne! Nakonec
jesté zminime, ze chyba aproximace oproti puvodnimu signdlu s rostouci urovni analyzy
také roste:

Iz —all <z =asf <--- .

6.1.1 Diskuze

Signal and Approximationgsy Signal and Detail(s)
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Obrazek 6.2: Spojity prechod frekvence v kratkém casovém okamziku
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Decomposition atlevel 1 :s=al + d1 .
T T T

L L L L s L L L . L
50 100 150 Zoo Z50 =00 =50 400 as0 500

Obrazek 6.3: Nespojitd derivace

Obrazek 6.4: Zveétseny detail z obrazku 6.3

Nespojitosti: Signaly s ruznymi frekvencemi jsou analyzovany filtrem Daubechiesové
pro P = 5 na pété urovni (jak vidno z obrézku 6.1 a 6.2). Na prvnich tfech tirovnich
detailu je zfetelné vidét, v jakém misté se nespojitost nachazi.

Jelikoz nespojitost odpovida nejvysim frekvencim, staci na jeji nalezeni pouze prvni
uroven a jakykoliv waveletovy filtr. U ostrého prechodu frekvenci signalu je nespo-
jitost mnohem raznéjsitho charakteru, a proto je zde nespojitost urcena presné,
narozdil od spojité zmény frekvence, kde prvni troven analyzy uréi nespojitost
na hodnoté n = 510 a postupné s vysSimi drovnémi analyzy se nalézaji dalsi ne-
spojitosti. Na poslednich trovnich oba analyzované signaly vypadaji témér stejneé,
jelikoz tam uz jsou vysoké frekvence vyfiltrovany do detailt nizsich drovni.
Vsimnéme si jesté nenulovych hodnot detaili na zacatku a na konci téchto pro-

jekel (patrné to je hlavné na druhé a tteti urovni na obrézku 6.1 nebo 6.2). Ty jsou
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Decomposition at level 5 5=a5+ di+ dd + d3 + d2 +d1.
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Obrézek 6.5: Prerusovany signal

43

zpusobeny periodizaci (periodickym prodlouzenim) signalu. Jelikoz zac¢atek a konec

signalu na sebe nenavazuji, vznika zde dalsi nespojitost. Tato slabina N - dimen-

zionalni waveletové transformace vedla k rozvoji waveletové teorie na prostorech

(*(Z) a L*(R).

Signal s nespojitou derivaci je analyzovan filtrem D8 (tj. pro P = 4). Na samotném

signalu s neni nespojitost v derivaci patrna, jelikoz obé piimky tvotici signal maji
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Decomposition at level 1 :s=al +d1
T T T
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Obrazek 6.6: Zvétseny detail preruseni z obrazku 6.5

velice podobnou smérnici. Staci ale udélat analyzu na prvni trovni a nespojitost se
ihned objevi (obrazky 6.3 a 6.4).

Pieruseni: Jak jiz bylo feceno, nespojitosti odpovidaji nejvyssim frekvencim a filtruji
se okamzité na prvni urovni. Na nasem signalu jsou dva druhy pireruseni. Prvni
typ preruseni je v mistech amplitud a vznika zde nejvétsi mozny skok. Druhy typ
preruseni mame na koncich prvni a tieti periody a jelikoz zde signél normalné
prochéazi nulou, je nespojitost velmi mald a odpovida malym frekvencim. Signal
jsme analyzovali filtrem D14 na paté urovni. Na obrazku 6.5 muzeme pozorovat,
ze prvni typ preruseni se vyfiltruje ihned a je vidét velmi vyrazné, ale druhy typ
preruseni je na prvnich dvou trovnich témeér neznatelny. Na posledni irovni analyzy
je vidét, ze vysoké frekvence zpusobené prerusenimi se vyfiltrovaly a zustal nam,
pravdépodobné hledany, signal.

Na tomto signalu si ukazeme, jak muze vypadat DFT diskrétniho signalu. Pro-
gram samoziejmé pro vypocet pouziva FFT, vysledek vypoctu je na obrazku 6.7.
Na grafu je krdsné zfetelny princip vypoétu FFT (v prvni poloviné soucet dvou
komplexnich exponencidl a v druhé poloviné jejich rozdil). Obrézek také potvrzuje
symetricnost podle stfedu intervalu, na kterém se FFT provadi (toho se vyuziva

pii navrhu ¢islicovych filtra). Jinak vsak DFT (FFT) neni pro podrobnéjsi analyzu
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Obréazek 6.7: DFT prerusovaného signalu

Obrazek 6.8: Vliv bilého sumu na detekci nespojitosti
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signalu prilis vhodna. Tato transformace se ¢astéji vyuziva pro analyzu vykonového

spektra signalu.

Praktické omezeni: V praxi je na kazdém signdlu nabaleny Sum. Jelikoz sum je sam
0 sobé tvoren vysokymi frekvencemi, detekce nespojitosti a preruseni je obtiznéjsi
frekvence, ale tentokrat k signalu pridejme bily Sum (obrézek 6.8). Je vidét, ze prvni
urovné analyzy nam o nespojitostech moc nefeknou, a proto zde nutné musime

pouzit drovné vyssi.

6.2 Detekce trendu signalu
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Obréazek 6.9: Detekce trendu signalu
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Tento ptiklad ukazuje, jak muzeme waveletovou analyzou zachytit celkovy trend signélu.
Trend je reprezentovan nejmensimi frekvencemi (nejpomalejsi zmény) a tedy vysledkem
bude vzdy aproximace na posledni trovni.

Na obrazku 6.9 je zobrazeno prvnich 6 aproximaci analyzy puvodniho ¢erveného
signalu. Filtrace je provedena filtrem D6. Zde je patrné, jak se postupné filtruji frekvence
od vysokych na prvni irovni analyzy az po nizké na drovni posledni. Za povsimnuti stoji
i to, ze jsme ziskali trend ze signédlu, u néhoz velikost Sumu byla mnohem vétsi, nez trend
samotny.

Tato aplikace je velice diilezitd, nebot umoziuje ziskani informaéni ¢asti piilis zasuméného
signalu. Dalsi praktické vyuziti je naptiklad studium trhu a jeho vyvoje v ruznych

odvétvich.

6.3 Detekce sobépodobnosti

08 - —

06— —

04 -

0.2 —

| | | 1 1 1 | 1 1 1
200 400 600 300 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Detailis) at level(s) 1
T T

0015 F
0.0t - —

0.005 -

-0.005 |-

-0.01 = —

-0.015 | 1 I I 1 1 1 1 1 1 1 =
200 400 800 s00 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Details Coefficients

w

Level nurnber
[N

1000 1200 1400 1600

N 1
Scale of colors from Wik to WA

Obréazek 6.10: Detekce sobépodobnosti signalu
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Obrazek 6.11: Zvétseny detail z obrazku 6.10

Waveletova transformace se da pouzit také tehdy, chceme-li zjistit, zda se v signdlu
neopakuje néjakd ¢ast, byt tieba v ruznych méiftkach. Takovouto vlastnosti se vyznacuji
predevsim fraktaly.

Na obrazku 6.10 je analyzovana Cantorova posloupnost (navzorkovand charakteris-
tickd funkce zvana Cantorovo diskontinuum), kterd ma fraktdlni tvar a na obrazku 6.11
je zvétseny, cervené oznacCeny detail z obrazku prvniho. Na obou obrézcich je patrna
sobépodobnost jak na analyzovaném signalu, tak na detailech.

Principielné to funguje tak, ze vektory detailu maji na sobépodobnych usecich signalu
stejnou posloupnost koeficientu. Jedna-li se o sobépodobnost na ruznych trovnich, je
tato posloupnost také zachovana, pouze se vyskytuje na delsim tseku (nizsi frekvence).
Sobépodobnost je dobtfe patrna na spodnim grafu obrazku 6.10, kde jsou zobrazeny de-
taily vSech analyzovanych urovni najednou (jednotlivé tirovneé jsou oznaceny ¢isly na svislé
ose). Hodnoty koeficientu jsou urceny odstinem barvy, ¢ernd odpovidd 0 a ¢im svétlejsi
barva je, tim vétsi je hodnota detailu.

Stejné jako detekci trendu signalu muzeme tuto aplikaci vyuzit pro zkoumani chovani

trhu.

6.4 Identifikace cisté frekvence

Nésledujici aplikace ukazuje, ze waveletovou transformaci lze analyzovat signdl skladajici
se z vice sinusovych signalu (napf. modulované signély) a tyto diléi signdly z néj extra-

hovat. Ukazme to na prikladé rozkladu signédlu, ktery vznikl souctem tii néasledujicich
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sinusovych funkci s ruznymi frekvencemi:

(%)

ST = Stn| — s
2
. (e

S99 = SN (—O),
(2w

S3 = Sin 200 .

Vysledny signél je s = s; + so + s3 a ma délku N = 1024.

S

)
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3

6.4.1 Diskuze

Signal and Approximationis) Signal and Detailis)

AT | AR -
S E G
j—

]
ER JTORY

2
o

a
o

§

[ = R

Obrazek 6.12: Identifikace ¢isté frekvence

Na obrazku 6.12 je ukdzana analyza signalu s. Prvni droven detailti obsahuje odfil-
trované nejvyssi frekvence, které maji periodu zhruba jedenkrat az dvakrat vétsi nez je
perioda samplovaci frekvence. Zamérenim se na tento detail (viz. obrézek 6.13) zjistime, ze

obsahuje harmonickou funkci s periodou asi 2 (odpovidd analyzovanému signalu), a ze je
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na ni namodulovana jina harmonicka funkce s mensi frekvenci. Podle obalové kiivky prvni
urovné detailit muzeme urcit, ze perioda namodulované funkce je asi 20. Tato frekvence je
vSak prilis malad na to, aby byla vyfiltrovana a tudiz musi byt jesté obsazena v detailech

¢i aproximaci vyssi drovné.

Approximation(sy
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Obrazek 6.13: Zvétseny detail z obrazku 6.12

A tak to opravdu je. Harmonickd funkce s periodou 20 je zobrazena v aproximaci
na prvni urovni, na druhé urovni je jesté také a teprve na tfeti trovni se tato funkce
zacind objevovat v detailech. Vratime-li se ale k obrazku 6.12 a porovname-li aproximace
na tfeti a na ctvrté drovni, zjistime, Ze na ¢tvrté trovni zmizela z aproximaci uplné
a zbyva v nich pouze harmonicka ¢ast s nejvétsi periodou. Tim bychom prakticky mohli
skonc¢it a patou uroven analyzy jiz neni nutné pocitat.

Zavérem jen shrnu, ze jsme ze signalu extrahovali vsechny tii dulezité frekvence,

a to na detailech prvni trovné a aproximacich prvni a ¢tvrté trovneé.

6.5 Potlaceni signalu

Dalsi aplikaci je potlaceni signélu, které jsou polynomialniho typu. Nékteré wavelety

maji nulové momenty. Moment je vyraz:

N-1
> ntu(n),
n=0
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kde i je fad momentu a u je wavelet. Analyzujeme-li takovymi wavelety polynomialni
funkci nizstho fadu nez je nulovy moment waveletu, ma analyza nulové detaily. To zna-
mena, ze do detailu se dostane pouze rusivy signal.

Pro ukdzku jsem pouzil signdl popsany rovnici y = n? — n + 1 a zarusil jsem ho
bilym Sumem. Jeho analyza provedena filtrem D6 je na obrazku 6.14. Koukneme-li se
na meéritka detailu a puvodniho signalu, je na prvni pohled jasné, ze polynomialni signdl
se do detailu nedostava, a ze v detailech je pouze analyzovany pridany Sum.

V praxi se tato vlastnost nékterych waveletu dé vyuzit pravé pii analyze aditivniho
sumu. Posle se ¢isty polynomidlni signal a zméii se prijaty a zasumény. Pomoci wave-
letu s nulovymi momenty potom aditivni Sum analyzujeme a dle toho muzeme navrhnout
vhodny filtr, ktery ddme na prijimac signalu. Ale abychom neopomnéli, da se tato aplikace

samoziejmé vyuzit pii ziskavani ¢istého polynomialniho signélu.

21 0° Decormposition atlevel 4 s = a4 + d4 + d2 + d2 + d1

= NADOD NAEODD

Obrazek 6.14: Ukédzka potlaceni polynomialniho signalu

6.6 Filtrace sumu

Nyni se budeme vénovat odstranéni Sumu ze signdlu pomoci waveletové analyzy.
Jako ptiklad budeme filtrovat zasumély dopplerovsky signdl. Jeho analyza filtrem DS

je na obrazku 6.15. Dopplerovsky signdl zleva zac¢ind velmi vysokymi frekvencemi. Tyto
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frekvence se na jednotlivych trovnich postupné ze signédlu ztraceji a konecnéd aproximace
na paté urovni jiz nezacind v n = 0, ale asi kolem n = 100. To znamend, ze postupnou

analyzou dochéazi ke ztraté vysokofrekvenéni informace signalu.
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Obrazek 6.15: Analyza doplerovského signélu

A prave kvuli ptilis velké a zbyteéné ztraté informace se pouziva tzv. de-noising (z an-
glictiny, znamend: odstranéni sumu). Tato metoda vezme detaily a umozni na nich na-
stavit prah. Detaily mensi nez prah se ze signalu odstrani uplné a detaily vétsi nez prah

jen Castecné (viz. obréazek 6.16). Nastaveni prahu (v obrdzku modrd, ¢drkovana ¢éra) jed-
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notlivych trovni detaili si muzeme volit sami a nebo je umi program MATLAB nastavit
automaticky. Vhodnym nastavenim prahu je mozné dostatecné sum odfiltrovat a zaroven
zachovat co nejvice vysokofrekvencni informace. Na pravé strané obrazku 6.16 jsou zob-
razeny prekryvajici se signdly: puvodni se sumem (Cervené) a odfiltrovany (modie) - de-
tailné ukazan na obrazku 6.17. Déle tam jsou barevné zobrazeny detaily na jednotlivych
urovnich pred a po filtraci. Na téchto zobrazenich je dobte pozorovatelny vliv nastaveni
prahu. Pokud bychom vsechny prahy nastavili na maximum (chtéli bychom odstranit
vSechny detaily jako u analyzy), byl by graf po de-noisingu cely ¢erny (nezustaly by

zadné vysoké frekvence).
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Obrazek 6.16: Odstranéni Sumu ze signalu

Anulujeme-li na detailu d; vsechny jeho hodnoty, které jsou mensi nez prah a oznac¢ime-li

takto upraveny detail d, pak pro nas obrazek plati:

odsumény signdl (v grafu modry) = dj + - - - + df + as.
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Signal, Deno. Sianal
T T

I - s/ds

Obréazek 6.17: Porovnéni vysledku s puvodnim signalem

6.7 Komprese dat

’

Uplné na zavér bych chtél zminit jesté jednu, velice hojné pouzivanou aplikaci wa-
veletové transformace. Komprese dat se tyka spise 2-D waveletové transformace, ptresto
vSak neni pouziti na 1-D signdly vylouceno.

Princip komprese dat spociva v nétem podobném, jako princip de-noisingu. Pro
kazdou tdroven detailu se urci prah a vsechny detaily mensi nez prah se ze signalu od-
strani. Tim na signalu nevznikaji ptilis velké chyby, ale ve vysledku pro popis signalu
staci mnohem méné dat.

Mezi de-noisingem a kompresi dat je jeden zasadni rozdil. Zatimco u de-noisingu na-
stavujeme prahy tak, abychom se zbavili Sumu, u komprese dat nemame zadny zajem na
odstranéni sumu. Ba dokonce naopak - my chceme zachovat co nejvice detailu signalu
véetné sumu! Kompresi provadime s cilem popsat informaci (signdl) co nejmensimi daty
(pamét pocitace), ale de-noising déldme za icelem ziskan{ co nejcistsiho a nejjednodussiho

signalu.
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ZAVER

Na zavér bych rad vystihnul cile této prace a navrhnul dalsf kroky at uz v jejim

rozsiteni nebo v rozvijeni a nalézani praktickych aplikaci waveletové transformace.

Tato préace je napsana tak, aby srozumitelné vysvétlila problematiku waveletové analyzy.
Muze byt doporucena ke studiu lidem, ktefi se matematikou nezaobiraji na védecké
urovni, ale kterym matematika slouzi predevsim jako jazyk techniku - praktiku. Prave
z duvodu srozumitelnosti jsem se v této bakalaiské praci snazil ukazat co nejvice dukazu,
vypoctu a prikladu, aby ¢tenair nemél sebemensi pochyby o platnosti a funkénosti této te-
orie. Rada odvozenf je jednodussf ve srovnéni se standardnf literaturou a je doprovézena
jednodussimi vypocty.

V ukézkach praktickych aplikaci jsem pouzil i nékteré mnou navrzené signély,

na kterych jsou dobte patrné vyhody waveletové analyzy oproti analyzam jinym.

Béhem studia waveletové teorie jsem se potkal s nékolika lidmi, jenz mé presveédcili,
ze waveletovd analyza ma vyznamnou budoucnost. Proto bych se waveletum rad nadale
vénoval a rozsffil tuto praci o waveletovou transformaci na prostoru ¢*(Z) a L*(R). Jiz
béhem tvorby této prace mé napadly myslenky vedouci ke zjednoduseni pouziti waveletové
analyzy prii filtrovani signdlu, ale vztahuji se ke spojitému prostoru, a proto bych je

ponechal na piipadnou diplomovou praci.
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Ukazky filtru D2P
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Obréazek A.1: Waveletové filtry D2P na prvni trovni
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Obrazek A.2: Waveletové filtry D2P na Sesté tirovni



